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PREFACIO 

Considero a cada hombre coma un deudor 
de su profesion, 

y ya que de ella red be sustento y provecho , 
as! debe procurar 
triediante el estudio 
servirle de ayuda v onuito. 


FRANCIS BACON 



La idea central que ha estado presente en la confeccion de cada uno de los detalles 
de este libro, ha sido la de presentar el Calculo, no simplemente como un prelu- 
dio de las matematicas, sino como el primer encuentro real con las mismas. Puesto 
que fueron los fundamentos del analisis los que suministraron el material que 
sirvio de base para el desarrollo de las formas modemas de discurso matematico, 
deberia verse en el Calculo una ocasion de profundizar en los conceptos basicos 
de logica, en vez de tratar de eludirlos. Ademas de fomentar la intuicion de los 
estudiantes acerca de los hermosos conceptos del analisis, es desde luego igual- 
mente importante convencerlos de que la precision y el rigor no constituyen ni 
obstaculos para la intuicion ni tampoco fines en si mismos, sino simplemente el 
medio natural para formular y tratar las cuestiones matematicas. 

Esta finalidad implica un enfoque de las matematicas que, en cierto sentido, 
tratamos de defender a lo largo de todo el libro. Por perfecta que pueda ser la 
exposition de cada materia en particular, los fines del libro solo se alcanzaran 
si tiene exito en su conjunto. Por ello, de poco serviria hacer una lista de las ma- 
terias tratadas o mencionar las practicas pedagogicas y otras innovaciones. Incluso 
la rapida ojeada que rutinariamente se da a cada nuevo texto de Calculo, valdra 
mas que cualquier explicacion, y el profesor con criterio formado acerca de cada 
aspecto particular del Calculo, sabra donde consul tar para ver si el libro satisface 
sus aspiraciones. 

Hay, sin embargo, algunos rasgos que requieren un comentario explicito. De 
los veintinueve capitulos del libro, dos (senalados con asteriscos) son optativos, 
y los tres capitulos de la parte V se han incluido solamente con vistas a aquellos 
estudiantes a los que pudiera interesar un examen por cuenta propia de la cons¬ 
truction de los numeros reales. Los apendices a los capitulos 3 y 11 contienen 
tambien material optativo. 

El orden de los restantes capitulos es, intencionadamente, inflexible del todo, ya 
que el proposito de este libro es presentar el Calculo como la evolution de una 
idea y no como una coleccion de materias. Puesto que los conceptos mas sugestivos 
del Calculo no aparecen hasta la parte III, ias partes I y II requeriran probable- 
mente menos tiempo del que su extension hace suponer, pues aunque el libro esta 
pensado para un curso completo, no es obligado recorrer todos los capitulos a un 
mismo ritmo. Un punto de separacion bastante natural se presenta entre las par¬ 
tes II y III, de modo que seria incluso posible llegar antes a la diferenciacion 
y a la integracion pasando muy brevemente sobre la parte II y volviendo si acaso 
a ella mas adelante para un estudio mas detallado. Este uso estaria mas de acuerdo 
con la organization tradicional de la mayor parte de los cursos de calculo, pero 
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creo que no harfa mas que disminuir el valor del libro para estudiantes con algu- 
nos conocimientos previos de C&lculo, asi como para los m£s dotados y con buena 
preparation general. 

Los problemas han sido preparados pensando en este tipo de alumnado. Van 
desde ejercicios directos, aunque no simples en exceso, en los que se desarrollan 
tecnicas fundamentales y sirven para poner a prueba la asimilacidn de los con- 
ceptos, hasta problemas de considerable dificultad pero de comparable interns. 
Hay en total alrededor de 625 problemas. Los que destacan procesos operativos 
contienen por lo general muchos ejemplos numerados con cifras romanas, mien- 
tras que las letras minusculas se usan en otros problemas para distinguir partes in- 
terrelacionadas. Se dan algunas indicaciones acerca de la dificultad relativa de los 
ejercicios mediante un sistema de simples y de dobles asteriscos, pero son tan di- 
versos los criterios posibles para juzgar la dificultad, y ademas son tantas las su- 
gerencias que se dan, sobre todo para los problemas mds dificiles, que esta orien¬ 
tation no resulta del todo objetiva. Algunos problemas son tan dificiles, sobre 
todo si no se tienen en cuenta las sugerencias, que los mejores estudiantes deben 
atacar solamente aquellos que les interesen. De entre los menos dificiles conviene 
hacer una seleccion apta para mantener una buena clase ocupada, pero no frus- 
trada. El capitulo de soluciones contiene las de aproximadamente la mitad de los 
ejemplos, lo que corresponde a una seleccion de problemas que deberian servir 
para comprobar la destreza tecnica. Se ha editado aparte un libro de soluciones 
que da las de las partes restantes de estos problemas y las de todos los demds pro¬ 
blemas en general. Existe finalmente una lista de lecturas aconsejadas a las cuales 
se remite con frecuencia en los problemas y un indice de simbolos. 

Me complace la oportunidad de mencionar a las muchas personas a quienes 
debo mi agradecimiento. Mrs. Jane Bjorkgren tuvo que realizar verdaderos prodi- 
gios de mecanografiado interpretando mi irregular manuscrito. Mr. Richard Serkey 
ayudo a recoger el material que proporciona las ilustraciones historicas de los 
problemas, y Mr. Richard Weiss elaboro las soluciones que aparecen al final del 
libro. Estoy especialmente agradecido a mis amigos Michael Freeman, Jay Gold¬ 
man, Anthony Phillips y Robert Wells por el cuidado con que leyeron y por la 
firmeza con que hicieron la critica de una version preliminar de este libro. Ni falta 
hace decir que ellos no son responsables de las deficiencias que quedan, especial¬ 
mente porque en ocasiones he desestimado sugerencias que hubiesen hecho parecer 
el libro adecuado para un sector mas amplio de alumnos. Debo expresar mi admi- 
racidn hacia los editores y equipo directivo de W. A. Benjamin, Inc., que en todo 
momento se preocuparon de aumentar el atractivo del libro, habida cuenta del 



Prefacio 


IX 


tipo de lectores para quienes se ha escrito. 

Las imperfecciones, siempre presentes en las primeras ediciones, fueron galan- 
temente soportadas por un curtido grupo de universitarios de primer curso que 
asistieron a la clase avanzada de Matematicas en la Universidad de Brandeis du¬ 
rante el ano academico 1965-66. La mitad, aproximadamente, de este curso, se de- 
dico a Algebra y Topologia y la otra mitad al Calculo con la version preliminar 
de este libro como texto. En tales circunstancias es casi obligado decir que la ver¬ 
sion preliminar constituyo un exito alentador. Esto siempre se puede decir sin ries- 
go, ya que despues de todo es poco probable que la clase se levante para protes- 
tar publicamente, pero me parece a mi que es a los mismos estudiantes a los que 
hay que atribuir el merito por la profundidad con que asimilaron un impresionan- 
te caudal de matematicas. Me ilusiona pensar que otros estudiantes puedan tam- 
bien beneficiarse con el mismo entusiasmo de este libro. 


Waltham, Massachusetts 
Febrero 1967 


MICHAEL SPIVAK 



PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION 

Muchas veces me han dicho que el tltulo de este libro tendrla que ser algo asl como 
«Introduccion al Analisis», dado que viene siendo utilizado en cursos en que los es- 
tudiantes conocen ya la mecanica del calculo (tales cursos son normales en Europa 
y cada vez mas en uso en los EE. UU.). Cambiar el tltulo despues de trece ahos es- 
tarla fuera de lugar, pero introducir otros cambios, ademas de corregir erratas y erro- 
res si que parece oportuno del todo. Existen ahora apendices especiales para temas 
que antes se hallaban tratados solo superficialmente: coordenadas polares, continui- 
dad uniforme, curvas parametrizadas, sumas de Riemann y calculo de longitudes, 
areas y volumenes mediante integrates. Algunos temas, tales como operaciones con 
series de potencias, han sido desarrollados con mas detalle en el texto y sobre los mis- 
mos hay ahora mas ejercicios, mientras que otros, como el metodo de Newton, la re¬ 
gia del trapecio y la regia de Simpson se estudian mas minuciosamente en los pro- 
blemas. Se presentan en total alrededor de 160 problemas nuevos, muchos de los cua- 
les estan, en cuanto a dificultad, en un termino medio entre los pocos ejercicios de 
rutina del comienzo de cada capitulo y los mas diflciles que aparecen mas adelante. 

La mayor parte de los problemas nuevos son obra de Ted Shrifrin. Frederik Gor¬ 
don descubrio serios errores en los problemas originates y ofrecio correcciones no tri- 
viales, asl como la elegante demostracion del teorema 12-2 que en la primera edi¬ 
cion necesito dos lemas y ocupo dos paginas. Joseph Lipman me hablo tambien de 
esta demostracion asl como del truco analogo valido para el ultimo teorema del Apen- 
dice al capitulo 11 que en la primera edicion quedo sin demostrar. Roy O. Davies 
me dio la idea para el problema 11-66 que antes se hallaba demostrado solo en el 
problema 20-8, y Marina Rainer me sugirio algunos problemas interesantes, en par¬ 
ticular sobre continuidad uniforme y series infinitas. Vaya para todos mi agradeci- 
miento, junto con el deseo de que sus sugerencias aparezcan felizmente recogidas en 
esta nueva edicion. 


MICHAEL SPIVAK 
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Ser consciente 

de la propia ignonmciu es un gran paso 
hacia el saber. 


BENJAMIN DISRAELI 



CAP1TUL0 


PROPIEDADES BASICAS DE LOS NOMEROS 


El titulo de este capitulo expresa, en pocas palabras, los conocimientos matema- 
ticos necesarios para leer este libro. De hecho este corto capitulo es simplemente 
una explication de lo que se entiende por «propiedades basicas de los numeros#, 
todas las cuales —suma y multiplication, resta y division, resolution de ecuacio- 
nes, factorization y otros procesos algebraicos— nos son ya conocidas. Sin em¬ 
bargo, este capitulo no es un repaso. A pesar de lo conocido de la materia, la 
exploration que vamos a emprender es probable que parezca una novedad; no 
se trata de presentar una revision prolija de materias tradicionales, sino de sinte- 
tizar este viejo saber en un reducido numero de propiedades sencillas e inmedia- 
tas de los numeros. Algunas pueden parecer incluso demasiado sencillas para ser 
mencionadas, pero va a resultar que un sorprendente numero de diversos hechos 
importantes se obtendra como consecuencia de las que vamos a destacar. 

De las doce propiedades que vamos a estudiar en este capitulo, las nueve pri- 
meras se refieren a las operaciones fundamentales de suma y de muItiplicaciOn. 
De momento vamos a considerar sOlo la suma. Esta operation se efectua con un 
par de numeros —la suma a + b existe cualesquiera que sean los numeros a y b 
(los cuales por supuesto pueden coincidir). Podria parecer razonable considerar 
la suma como una operation que pudiera ser realizada con varios numeros a la 
vez y tomar la suma a x + ... + a n de n numeros como concepto fundamental. 
Resulta, sin embargo, m£s conveniente considerar sOlo sumas de pares de nume¬ 
ros y en funcion de estas definir las demas sumas. Para las sumas de tres nu¬ 
meros a, b, c, esto puede hacerse de dos maneras diferentes. Se puede sumar 
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primero bye, obteniendo b + c y despuds anadir a a este numero para obtener 
a + (b 4- c) ; o bien se puede sumar primero a y b y despues sumar c a la suma 
a + b para obtener (a f b) + c. Las dos sumas compuestas son por supuesto 
iguales y este hecho constituye la primera de las propiedades que vamos a destacar: 

(PI) Si a, b y c son numeros cualesquiera, ent'onces 

a + (b + c) — {a 4- b) 4- c. 

El enunciado de esta propiedad hace evidentemente innecesaria una definicidn 
por separado de suma de tres numeros; convenimos sencillamente que a + b + c 
represents el numero a + (b 4- c) = (a 4- b) 4- c. La suma de cuatro numeros 
requiere consideraciones parecidas aunque con mas especificaciones. El si'mbo- 
\oa + b + c + dse define como 

(1) ((a + b) + c) + d, 
o (2) (a + (b + c)) + d, 
o (3) a + ((b + c) + d), 
o (4) a + (b + (c + d)), 
o (5) (a + b) + (c + d). 

Esta definicidn es unica, pues estos numeros son todos iguales. Afortunada- 
mente no hace falta destacar este hecho con un enunciado aparte puesto que es 
consecuencia de la propiedad PI ya enunciada. Sabemos por ejemplo por PI que 

(a + b) + c — a + (b + c), 

y se sigue inmediatamente que (1) y (2) son iguales. La igualdad de (2) y (3) es 
una consecuencia directa de PI, aunque a primera vista pueda no parecer evi- 
dente (se debe hacer jugar a b + c el papel de b y a d el de c en PI). Las igual- 
dades (3) = (4) = (5) son tambien sencillas de demostrar. 

Probablemente resulta claro que recurriendo a PI se puede demostrar la igual¬ 
dad de las 14 maneras posibles de sumar cinco numeros, pero quiza no resulte 
tan claro como se puede disponer razonablemente una demostracion de que esto 
es asi sin considerar una por una estas 14 sumas. Una tal demostracidn es todavia 
realizable, pero deja pronto de serlo si se consideran colecciones de 6, 7 o mas 
numeros; seria totalmente inadecuada para demostrar la igualdad de todas las 

sumas posibles de una coleccion finita cualquiera de numeros a, . a n . Este 

hecho puede aceptarse como demostrado, pero para quien sienta interes por la 
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demostracion (y vale la pena interesarse por ella alguna vez) esbozamos unas 
indicaciones razonables en el problema 24. En adelante haremos uso tacitamente 
de lojs resultados de este problema y escribiremos las sumas a, + ... + a n olvidan- 
donos alegremente de la disposition de los parentesis. 

El numero 0 tiene una propiedad tan importante que la enunciamos a con¬ 
tinuation : 

(P2) Si a es un numero cualquiera, entonces 

a-f0 = 0 + fl = fl. 

El numero 0 desempena tambien un importante papel en la tercera propiedad de 
nuestra lista: 

(P3) Para todo numero a existe un numero —a tal que 


a + (— a) = (— a ) + a = 0. 


La propiedad P2 deberia representar un caracter distintivo del numero 0 y resulta 
alentador ver que ya estamos en condiciones de demostrar que esto es asf. En 
efecto, si un numero x satisface 

a + x = a 

para cierto numero a, entonces es x = 0 (y en consecuencia esta ecuacidn se 
satisface tambidn para cualquier a). Para demostrar este aserto basta restar a de 
ambos miembros de la ecuacion o, lo que es lo mismo, sumar a ambos miem- 
bros —a; como se ve en la demostracion detallada que sigue, para justificar esta 
operacidn hacen falta las tres propiedades P1-P3. 

Si a + x — a, 

entonces (— a) + (a + x) = (— a) + a = 0; 
de donde ((—«) + a) + x = 0; 
de donde 0 + jc=0; 

de donde x = 0. 

Segun acabamos de indicar, conviene considerar la resta como una operacion 
derivada de la suma: consideremos a — b como una abreviacidn de a + (—/>). 
Es posible entonces encontrar la solucidn de ciertas ecuaciones sencillas mediante 
una serie de pasos (cada uno justificado por PI, P2, P3) parecidos a los que aca- 
bamos de presentar para la ecuacidn a + x = a, Por ejemplo: 
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Si 

x + 3 = 5, 

entonces 

(jc + 3) + (-3) = 5 + (—3); 

de donde 

x + 0 + (—3)) =5 — 3 = 2 

de donde 

x + 0 =2; 

de donde 

x — 2. 


Naturalmente, estos procesos tan minuciosos son de interes solamente hasta que 
se llega al convencimiento de que siempre se pueden aplicar. En la practica es, 
por lo general, perder el tiempo resolver una ecuacion indicando tan expli'citamente 
la aplicacion de las propiedades PI, P2, P3 (o de cualquiera de las propiedades 
que vamos a enumerar). 

Solamente queda por mencionar otra propiedad de la suma. Al considerar 
las sumas de tres numeros a, b y c, solamente se mencionaron dos sumas: 
(a + b) + c y a +(b + c). En realidad se obtienen otras disposiciones distintas 
si se cambia el orden de a, b y c. La igualdad de estas sumas depende de 
(P4) Si a y b son numeros cualesquiera, entonces 

a + b = b + a. 

El enunciado de P4 tiene por objeto destacar que aunque es posible concebir 
que la operacion de suma de pares de numeros dependiera del orden en que se 
dan estos, en realidad no depende de este orden. Conviene recordar que no todas 
las operaciones se comportan de esta manera. Por ejemplo, la resta no tiene esta 
propiedad: por lo general a — b^b — a. Nos podriamos preguntar de paso 
cuando precisamente a — b es igual a b — a y resulta curioso descubrir lo poco 
que podemos hacer si para justificar nuestras manipulaciones nos queremos basar 
solamente en las propiedades P1-P4. El algebra mas elemental demuestra que 
es a — b = b — a solamente cuando a = b. Sin embargo, es imposible hacer de- 
rivar este hecho de las propiedades P1-P4. Resulta instructive examinar cuidado- 
samente el algebra elemental y determinar cuales son el o los pasos que no pueden 
justificarse mediante P1-P4. Podremos, en efecto, justificar todos los pasos con 
detalle una vez que hayamos enunciado algunas propiedades mas. Sin embargo, 
por raro que parezea, la propiedad crucial se refiere a la multiplicacion. 

Las propiedades fundamentals de la multiplicacion son, por fortuna, tan pa- 
recidas a las de la suma que pocos comentarios hara falta anadir; deben resultar 
claros tanto el significado como las consecuencias. (Lo mismo que en algebra ele¬ 
mental, se indica por a-b o simplemente por ab el producto de a y b). 

(P5) Si a, b y c son numeros cualesquiera, entonces 
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(P6) Si a es un numero cualquiera, entonces 

a- 1 = I'd = a. 

Es, ademas, 1^0. 

(Puede parecer extrano que incluyamos este aserto cn la lista basica de 
propiedades, pero es necesario hacerlo, pues nos resultaria imposible de- 
mostrarlo partiendo exclusivamente de las dem&s propiedades enunciadas; 
de hecho dstas se satisfarian todas si no existiese mis que un elemento, el 0). 
(P7) Para todo numero a^O, existe un numero d~ l tal que 

a-a~ l — ar x -a = 1. 

(P8) Si a y b son numeros cualesquiera, entonces 

d-b = b-d. 

Un detalle que merece destacarse es el de que aparezca la condicidn a =£ 0 
en P7. Esta condicidn es absolutamente necesaria; puesto que es 0-6 = 0 para 
todo numero b, no existe ningun numero 0 -1 que satisfaga 0-0 - ' = 1. Esta res- 
triccidn tiene una consecuencia importante para la divisidn. Asi como la resta 
fue definida en funcion de la suma, del mismo modo se define la division en fun- 
cion de la multiplicacion: el simbolo a/b significa d'b Puesto que 0 ’no tiene 
sentido, tampoco lo tiene a/0; la division por 0 es siempre indefinida. 

La propiedad P7 tiene dos consecuencias importantes. Si es a-b = d-c, no 
se sigue necesariamente que b — c; pues si es d = 0, entonces tanto d-b como 
d-c son 0 cualesquiera que sean bye. Sin embargo, si a=^0, entonces b = c; 
esto puede deducirse de P7 como sigue: 


Si 

entonces 
de donde 
de donde 
de donde 


d-b = d-c y a^0, 
d^-id-b) — d~'-{d-c)\ 

(d~ l -d)-b = (d~ 1 -d)’C\ 

1 -b = 1c; 
b — c. 


Se sigue tambiln de P7 que si d-b = 0, entonces a = 0 6 b = 0. En efecto. 
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si 

a-b 

= 0 y a 0, 

entonces 

a~' -(a-b) 

= 0; 

de donde 

(a~ x 'd)-b 

= 0; 

de donde 

lb 

= 0; 

de donde 

b 

= 0 . 

(Puede ocurrir que sea a la vez 

a = 0 y b = 

= 0; esta posibilidad no se excluye 


cuando decimos «a = 0 6/? = 0»; en matematicas, la conjuncion «o» se usa siem- 
pre en el sentido de «lo uno o lo otro o las dos cosas a la vez».) 

Esta ultima consecuencia de P7 se usa constantemente en la resolucion de 
ecuaciones. Supongamos, por ejemplo, que se sabe que un numero x satisface 

(x — 1) (x — 2) = 0. 


Se sigue entonces que o bien x — 1=0 6 x — 2 = 0; de donde x = 1 6 x = 2. 

Sobre la base de las ocho propiedades hasta ahora enunciadas se pueden de- 
mostrar muy pocas cosas. Esta situacion variara drasticamente con el enunciado 
de la propiedad siguiente que combina las operaciones de suma y multiplicacion. 
(P9) Si a, b y c son numeros cualesquiera, entonces 

a-(b + c) = ii'b +■ a-c. 

[Notese que la ecuacion (b + c)-a = b-a + c-a tambien se cumple por P8.] 
Como ejemplo de la utilidad de P9 vamos a determinar ahora exactamente 


cuando es a — b = b — a: 


Si 

a — b = b — a, 

entonces 

(a — b) + b = (b — a) + b = b + (b — a 

de donde 

a = b + b — a; 

de donde 

a + a = (b b — a) a = b -\- b. 

En consecuencia 

a - (1 + 1) = b- (1 + 1), 

y por lo tanto 

a = b. 


Una segunda aplicacion de P9 consiste en la justification del aserto <7-0 = 0 que 
ya hemos hecho e incluso utilizado en una demostracion de la pagina 7. (^Puede 
el lector encontrar donde?). Este hecho no se enuncio como una de las propieda¬ 
des basicas, a pesar de no haberse dado ninguna demostracion del mismo cuando 
se enuncio por primera vez. Solo con P1-P8 la demostracion no era posible. 
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puesto que el numero 0 aparece solamente en P2 y P3 que se refieren a la suma, 
mientras que el aserto en cuestion hace referenda a la multiplicaddn. Con P9 la 
demostradon es sendlla aunque quiza no evidente a primera vista: tenemos 

<2 • 0 + 0 * 0 = a * (0 + 0) 

= a * 0; 

como hemos destacado ya, esto implica inmediatamente [sumando — (a-0) a am- 
bos miembros] que a-0 = 0. 

Una serie de otras consecuencias de P9 puede contribuir a explicar la regia 
algo misteriosa de que el producto de dos numeros negativos es positivo. Para 
empezar estableceremos el aserto mas facilmente aceptable de que (— a)-b = 
= — (a-b). Para demostrar esto, notemos que 

(—a) • b + a * b = [(—a) + a] * b 
= 0 -b 
= 0 . 

Se sigue inmediatamente [sumando — (a-b) a ambos miembros] que (— a)-b — 
= — (a-b). Notese ahora que 

(—a) ♦ ( — b) + [~(a • 6)] = (—a) * ( — b) + ( — a) * b 

= (~a) ' [( — £) + b] 

= (-«)• 0 
= 0 . 

En consecuencia, sumando (a • b) a ambos lados se obtiene 


(—a) • ( — b) = a • b. 

El hecho de que el producto de dos numeros negativos es positivo es casi una 
consecuencia de P1-P9. En otros terminos, la aceptacion como verdaderas de las 
propiedades P1-P9 nos impone obligadamente la regia del producto de dos nu¬ 
meros negativos. 

Las distintas consecuencias de P9 examinadas hasta ahora, aunque interesan- 
tes e importantes, no indican el verdadero significado de P9; despues de todo 
podfamos haber enunciado por separado cada una de estas propiedades. P9 es en 
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realidad la justificacion de casi todas las manipulaciones algebraicas. Por ejem- 
plo, aunque hemos hecho ver cdmo se resuelve la ecuacion 

(* - 1)(* - 2) = 0, 

es dificil que se nos presente una ecuacion en esta forma. Es mas probable que 
nos encontremos con la ecuacion 

x 2 - 3* -f 2 = 0. 

La « factorization® x- — 3x + 2 = (x—l)(x— 2) es en realidad un triple uso 
de P9: 

(x — 1) * (x — 2) = x * (x — 2) + (— 1) • (x — 2) 

= x • x + x • ( — 2) + ( —1) • x + ( — 1)* ( — 2) 

= x 2 + x[(-2) + (-l)] + 2 
— x 2 — 3x + 2. 

Una ilustracidn final de la importancia de P9 es el hecho de que se aplica 
efectivamente cada vez que se multiplica con cifras arabigas. Por ejemplo, el 
calculo 


13 

X24 

52 

26 

312 


es una disposicidn concisa de las siguientes ecuaciones: 

13-24 = 13-(2-10+ 4) 

= 13-2-10 + 13-4 
= 26 • 10 + 52. 


(Notese que trasladar 26 hacia la izquierda en el calculo anterior equivale a escri- 
bir 26-10.) La multiplicacion 13-4 = 52 aplica tambien P9: 
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13 *4 = (1 • 10 + 3) -4 
= 1 -10-4+ 3-4 
= 4*10 + 12 
= 4* 10 + 1 * 10 + 2 
= (4 + 1) * 10 + 2 
= 5*10 + 2 
= 52. 

Las propiedades P1-P9 tienen nombres descriptivos que no es indispensable 
recordar, pero que con frecuencia son utiles para referenda. Aprovecharemos esta 
ocasion para escribir conjuntamente estas propiedades, indicando los nombres con 
que se las suele designar. 

(PI) (Ley asociativa para la suma) . a + (b + c) = (a + b) + c. 

(P2) (Existencia de una identidad a + 0 = 0+ a = a. 
para la suma) 

(P3) (Existencia de inversos para la a + (— a) = (—a) + a = 0. 
suma) 

(P4) (Ley conmutativa para la suma) a + b — b + a. 

(P5) (Ley asociativa para la multipli- a * (b * c) = (a * b) * c. 
cacidn) 

(P6) (Existencia de una identidad a • 1 = 1 * a = a; 1^0. 
para la multiplicacion) 

(P7) (Existencia de inversos para la a * a -1 = a -1 * a = 1, para a 5^ 0. 
multiplicacion) 

(P8) (Ley conmutativa para la mul- a * b = b * a. 
tiplicacidn) 

(P9) (Ley distributive) a * {b + c) = a * b + a * 6\ 

Las tres propiedades basicas de los numeros que quedan por enunciar hacen 
referenda a desigualdades. Aunque las desigualdades se presentan pocas veces en 
las matem^ticas elementales, desempenan un papel destacado en el cdlculo infini¬ 
tesimal. Las dos nociones de desigualdad, a< b (a e s menor que b) y a > b (a es 
mayor que b ), estan intimamente relacionadas: a < b quiere decir lo mismo 
que b> a (asi 1 < 3 y 3 > 1 son, sencillamente, dos maneras distintas de escribir 
un mismo aserto). Los numcios a que satisfacen a> 0, se llaman positivos, mien- 
tras que los numeros a que satisfacen a < 0 se llaman negativos. Mientras que la 
positividad puede definirse asi en funcion de <, es posible invertir el proceso: 
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a<b puede interpretarse como significando que b — at s positivo. En realidad, 
conviene considerar el conjunto de todos los numeros positivos, representado por P, 
como concepto basico y expresar todas las propiedades en funcion de P: 

(P10) (Ley de tricotomia). Para todo numero a se cumple una y solo una 
de las siguientes igualdades: 

(i) a = 0. 

(ii) a pertenece al conjunto P. 

(iii) — a pertenece al conjunto P. 

(Pll) (La suma es cerrada) Si a y b pertenecen a P, entonces a + b per¬ 
tenece a P. 

(P12) (La multiplicacidn es cerrada) Si a y b pertenecen a P, entonces a-b 
pertenece a P. 

Estas tres propiedades deben complementarse con las siguientes definiciones: 


a > b 

si 

a — b pertenece a P; 

a<b 

si 

b> a\ 

a>b 

si 

a> b o a = b; 

a<b 

si 

a<b o a = b* 

Notese en particular que a > 0 

si y 

solo si a pertenece a P. 


Todos los hechos conocidos acerca de desigualdades, por elementales que 
parezcan, son consecuencias de P10-P12. Por ejemplo, si a y b son dos numeros 
cualesquiera, entonces se cumple una y solo una de las siguientes igualdades: 

(i) a — b = 0, 

(ii) a — b pertenece al conjunto P, 

(iii) —( a — b) — b — a pertenece al conjunto P. 

De las definiciones dadas se sigue que se cumple una y solo una de las siguientes 
igualdades: 


(i) a - b, 

(ii) a > b, 

(iii) b > a. 

* Los sfmbolos > y < tienen una caracteristica ligeramente desconcertante. Los asertos 

1 + 1 < 3 
1 + t < 2 

son ambos verdaderos aunque sabemos que < podrfa ser sustituido por < en el primero y 
por = en el segundo. Esta clase de cosas puede ocurrir cuando el signo < se usa con niimeros 
especfficos. La utilidad del slmbolo se pone de manifiesto en un enunciado tal como el del teore- 
ma 1 donde para algunos valores de a y b se verifica la igualdad mientras que para otros se 
cumple la desigualdad. 



Propiedades basicas de los numeros 


13 


Un hecho ligeramente mas interesahte resulta de las siguientes manipulacio- 
nes. Si a < b de modo que b — a pertenece a P, entonces evidentemente 
(b + c) — (a + c) pertenece a P ; asf si a < b entonces a + c < b + c. Igual- 
mente, supongamos a < b y b < c. Entonces 

b — a esta en P, 
y c — b esta en P, 

asf que c — a — {c — b) + (b — a) esta en P. 

Esto demuestra que si a < b y b <C c, entonces a < c. (Las dos desigualdades 

a < b y b <c se escriben ge'neralmente en la forma abreviada a<b <c, que 
tiene casi incorporada la tercera desigualdad a < c.) 

El siguiente aserto es algo menos evidente: si a < 0 y b < 0, entonces ab > 0. 
La unica dificultad de la demostracion esta en el descifrado de las definiciones. 
El sfmbolo a < 0 significa, por definicion, 0 > a, lo cual significa que 0 — a = — a 
esta en P. Del mismo modo, — b pertenece a P y, en consecuencia, por PI2, 
(— a) (— b) = ab esta en P. Asf pues, ab > 0. 

El hecho de que sea ab > 0 si a > 0, b > 0, y tambien a < 0, b < 0 tiene 

una consecuencia especial: ar 0 si a^= 0. Asf los cuadrados de numeros dis- 

tintos de 0 son siempre positivos, y en particular hemos demostrado un resultado 
que podfa haber parecido suficientemente elemental como para incluirlo en nues- 
tra lista de propiedades: 1 > 0 (puesto que 1 = 1 2 ). 

El hecho de que sea —a > 0 si a < 0 es la base de un concepto que va a 
desempenar un papel sumamente importante en este libro. Para todo numero a' 
deflnimos el valor absoluto \a\ de a como sigue: 



Notese que \a\ es siempre positivo excepto cuando a = 0. Tenemos por ejemplo 
| —3 | = 3, | 7 | = 7, | 1 + y/1— s/T\ = 1 + v?— V7 P y 11 + sTZ— /nT| = 
= </T6 — s/2 — 1. En general, el metodo mas directo de atacar un problema re- 
ferente a valores absolutos requiere la consideracion por separado de distintos 
casos, puesto que ya para empezar los valores absolutos han sido definidos por 
casds. Este procedimiento puede emplearse para demostrar el siguiente hecho muy 
importante acerca de valores absolutos. 

TEOREMA 1 

Para todos los numeros a y b se tiene 
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|<z + b\ < |a| + |6|. 


DEMOSTRACI6N 

Vamos a considerar cuatro casos: 

(1) a > 0, b > 0; 

(2) a > 0, b < 0; 

(3) a < 0, b > 0; 

(4) a <0, b < 0. 

En el caso (1) tenemos tambien a + b > 0 y el teorema es evidente; en efecto, 

\a + b\ = a + b = |a| + |6|, 

de modo que en este caso se cumple la igualdad. 

En el caso (4) se tiene a + b < 0 y de nuevo se cumple la igualdad: 

|<2 b | = —(a "t* b) — —a + (— b) = |<z| + \b\. 

En el caso (2), cuando a > 0 y /) < 0, debemos demostrar que 

\a b\ < a — b. 

Este caso puede dividirse, por lo tanto, en dos subcasos. Si a 4- b > 0, entonces 
tenemos que demostrar que 


a -\- b < a — b, 


es decir. 


b < -b , 

lo cual se cumple ciertamente puesto que b es negativo y —b positivo. Por otra 
parte, si a + b < 0 debemos demostrar que 


—a — b < a — by 
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es decir, 

—a < a, 

lo cual es verdad puesto que a es positivo y — a negativo. 

Notese finalmente que el caso (3) puede despacharse sin ningun trabajo adi- 
cional aplicando el caso (2) con a y b intercambiados. I 

Aunque esta manera de tratar valores absolutos (consideracion por separado 
de los distintos casos) es a veces el unico metodo disponible, se pueden emplear 
con frecuencia metodos mas sencillos. En realidad se puede dar una demostracion 
mucho mas corta del teorema 1; esta demostracion esta motivada observando que 

|<z| = Vtf 2 . 

(Aqui a lo largo de todo el libro, sfx representa la raiz cuadrada positiva de x\ 
este sfmbolo esta definido solamente cuando x > 0.) Podemos observar ahora que 

(| a + b\) 2 = {a + by = a 1 + 2 ab + b 1 

< a 2 + 2\a\ * \b\ + b 2 
= |a| 2 + 2ja| • \b\ + |^| 2 

= (M + |^|) 2 . 

De esto podemos concluir que \a 4 b\ ^ |a| 4- \b\ porque x~ < y 2 implica x < y, 
siempre que x e y sean am bos no negativos; una demostracion de este hecho se 
deja para el lector (problema 5). 

Se puede hacer una observacion final acerca del teorema que acabamos de 
demostrar ; un examen atento de cada una de las dos demostraciones hace ver que 

\a b\ = |< 2 1 4“ |^| 

si a y b tienen el mismo signo (es decir, ambos positivos o ambos negativos), o si 
uno de los dos es 0, mientras que 

.. i- \a 4- b\ < \a\ 4“ |^| 

si a y b tienen signos opuestos. 

Concluiremos este capitulo con un punto delicado, no tenido en cuenta hasta 
ahora, cuya consideracion es necesaria para un examen concienzudo de las pro- 
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piedades de los numeros. Despues de enunciar la propiedad P9 demostramos que 
a — b = b — a implica a = b. La demostracion empezo estableciendo que 

a - (1 + 1)'= b- (1 + 1), 

de donde se dedujo que a — b. Este resultado se obtiene de la ecuacion a-( 1 + 1) = 
= b-( 1 + 1) dividiendo ambos miembros por 1 + 1. La division por 0 debe evi- 
tarse escrupulosamente y debe por lo tanto admitirse que la validez del raciocinio 
depende de que se sabe que 1 + 1^0. j El problema i25 tiene por objeto hacer 
ver que este hecho no puede demostrarse partiendo solo de las propiedades P1-P9! 
Sin embargo, una vez que se dispone de P10, Pl r l y PI2, la demostracion es muy 
sencilla: hemos visto ya que i > 0; se sigue que 1 + 1 > 0, y en particular 
1 + 1 ^ 0 . 

Esta ultima demostracion quiza haya solo reforzado la creencia de que es 
absurdo preocuparse por demostrar hechos tan evidentes, pero un examen honesto 
de nuestra situacion actual nos hara dar cuenta de que la consideracion seria de 
tales detalles esta justificada. En este capitulo hemos supuesto que los numeros 
nos son familiares y que PI-PI2 son meramente enunciados explicitos de algunas 
de sus propiedades evidentes y bien sabidas. Seria, sin embargo, diffcil justificai 
esta suposicion. Aunque se aprende en la escuela como «manejar» los numeros, 
lo que en realidad los numeros son queda mas bien en la penumbra. Una gran 
parte de este libro esta dedicada a poner en claro lo que son los numeros y al 
final del mismo acabaremos conociendolos bien. Pero sera necesario trabajar con 
numeros a lo largo de todo el libro. Por lo tanto sera razonable admitir franca- 
mente que todavia no entendemos bien lo que son; podemos, con todo, afirmar 
que, de cualquier manera que se definan, han de satisfacer las propiedades P1-P12. 

En este capitulo hemos intentado poner en evidencia que PI-PI2 son de verdad 
propiedades basicas que deben admitirse para deducir de ellas otras propiedades 
corrientes de los numeros. Algunos de los problemas (que indican como se derivan 
de PI-PI2 otras propiedades) se ofrecen para mayor evidencia. Queda todavia la 
cuestion crucial de si de P1-P12 se derivan en realidad todas las propiedades de 
los numeros. Pronto veremos que no. Las deficiencias de las propiedades PI-PI 2 
quedaran muy claras en el proximo capitulo, pero descubrir la manera adecuada 
de corregir tales deficiencias no es nada facil. La propiedad basica crucial que 
necesitamos anadir es profunda y sutil a diferencia de PI-PI2. Para descubrir 
esta propiedad crucial hara falta todo el trabajo de la parte II de este libro. En lo 
que queda de la parte I empezaremos por ver por que se necesita otra propiedad; 
para investigar este punto tendremos que considerar con mas detention lo que 
entendemos por «numeros». 
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PROBLEMAS 

1. Demostrar lo siguiente: 

(i) Si = a para algun numero a=£0, entonces x =1. 

(ii) x 2 - y 2 = (x - y){x -f y). 

(iii) Si x- = y 1 , entonces x = y o x = — y. 

(iv) x 3 — y 3 = (x — y){x 2 + xy -f y 2 ). 

(v) x n — y n = (x — yX*” -1 + x n ~ 2 y + ' * * + xy n ~ 2 -hy n-1 )- 

(vi) * 3 -|-y 3 = (at + y){x 2 — xy + y 2 ).(Hay una manera particularmente 

fdcil de hacer esto utilizando (iv) y esto hara ver una descomposicion 
en factores de x n 4- y n cuando n es impar.) 

2. i,D6nde estd el fallo en la siguiente «demostracion»? Sea x = y. Entonces 

x 2 — xy , 

x 2 — y 2 — xy y 2 , 

(x + y)(x - y) = y{x - y), 
x+y = y, 

2 y = y> 

2 = 1 . 


3. Demostrar lo siguiente: 

... CL dC , . _ 

(0 - = —» si 0 , c j* 0. 
b be 


(ii) 



ad -f* be 
_____ 


f si b, d 0. 


(iii) ( ab) 1 = a l b \ si a, b 0. (Para hacer esto hace falta tener pre- 

^ sente edmo se ha definido (ab)~ l .) 

. a c ac . 

( 1V ) 7 * - * TT> St b, d 7* 0. 

b d db 

( v > I /"} = T’ si b > c > d * °* 

b / d be 

(vi) Si b, d 9 * 0, entonces - = £ si y sdio si ad = be. Determinar tam- 
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bien cuando es 

a _ b 

b a 

4. Encontrar todos los numeros x para los que 

(i) 4 — x < 3 — 2x. 

(ii) 5 — x 2 < 8. 

(iii) 5 — * 2 < — 2. 

(iv) (x — \){x — -3) > 0. (^Cuando es positivo un producto de dos nu¬ 
meros?) 

(v) * 2 - 2x + 2 > 0. 

(vi) x 2 + x + 1 >2. 

(vii) x 2 — x -f 10 > 16. 

(viii) x 2 + * + 1 > 0. 

(ix) (at — t)(x + 5) (x — 3) > 0. 

(x) (* - </2){x - V2) > 0. 

(xi) 2 X < 8. 

(xii) at + 3 X < 4. 

(xm) - + -- > 0. 

x 1 — At: 


5. Demostrar lo siguiente: 

(i) Si a < b y c < d, entonces a + c < b + d. 

(ii) Si a < b, entonces — b < — a. 

(iii) Si a < b y c > d, entonces a — c < b — d. 

(iv) Si a < b y c > 0, entonces ac < be. 

(v) Si a < b y c < 0, entonces ac > be. 

(vi) Si a> 1, entonces a 2 > a. 

(vii) Si 0 < a < 1. entonces a' < a. 

(viii) Si 0 < a < 6 y 0<c<<i, entonces ac < bd. 

(ix) Si 0 < a < entonces a* < Z> 2 . (Utilfcese (viii).) 

(x) Si a, b > 0 y a 1 < b 2 , entonces a < b. (Utih'cese (ix), hacia atras.) 
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6 . 


7. 


(a) Demostrar que si 0 < x < y, entonces x" < y n . 

(b) Demostrar que si x < y y n es impar, entonces x" < y". 

(c) Demostrar que si x n = y n y n es impar, entonces x = y. 

(d) Demostrar que si x n = y° y n es par, entonces x = y o x = -y. 

Demostrar que si 0 < a < b, entonces 


a 


< V ab < 


a + b 
2 


< b. 


Notese que la desigualdad sfaE < (a + b)/2 se cumple para a, b> 0, sin la 
suposicion adicional a < b. Una generalizacion de este hecho se presenta 
en el problema 2-22. 

* 8 . Aunque las propiedades bdsicas de las desigualdades fueron enunciadas en 
terminos del conjunto P de los numeros positivos, y < fue definido en ter- 
minos de P, este proceso puede ser invertido. Supongase que P10-P12 se 
sustituyen por 


(P'10) Cualesquiera que sean los numeros a y b, se cumple una y solo 
una de las relaciones siguientes: 

(i) a = b, 

(ii) a < b, 

(iii) b < a. 

(P'll) Cualesquiera que sean a, b y c, si a < b y b < c, entonces a < c. 

(P / 12) Cualesquiera que sean a, b y c, si a <b, entonces a + c < b + c. 

(P , 13) Cualesquiera que sean a, b y c, si a < b, y 0 < c, entonces 
ac < be. 

Demostrar que P10-P12 se pueden deducir entonces como teoremas. 

9. Dese una expresidn equivalente de cada una de las siguientes utilizando 
como mlnimo una vez menos el iigno de valor absoluto. 

(i) |V2 + V$ -V5 + Vl\. 

(ii) i(|a + ^>| - |a| - |^|)|. 

(iii) |(ja + b\ + \c\ — \a -f b + «|)|. 

(iv) \x 2 — 2xy + y 2 \. 

(v) |(|V5 + Vl\- |V5 - V7|)|. 
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10 . Expresar lo siguiente prescindiendo de signos de valor absoluto, tratando 
por separado distintos casos cuando sea necesario. 

(i) |d + b\ - |4|. 

(ii) KM-OI. 

(iii) |a:| - |**|. 

(iv) a — \(a — |a|)|. 

11 . Encontrar todos los niimeros * para los que se cumple 


(i) \x - 3| = 8. 

(ii) |x — 3| < 8. 


(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(vii) 


\x + 4 
|* - 1 
j* - 1 
|* - 1 
I* - l 


< 2 . 

H- |* — 2| > 1. 
+ |* + 1 | < 2 . 
+ |* + 1 | < 1 . 
•U + ll =0. 


(viii) |* — J 


|* + 2| = 3. 


12 . Demostrar lo siguiente: 


(i) \xy\ = |^| • \y\. 

(ii) - = si^ 0.(La mejor manera de hacer esto es recordando el 

x \x\ 

significado de \x\~ l .) 
x 

- > Sl^ 9 * 0. 

y 

(iv) \x — jyj < \x\ + |j|. (Dese una demostracion muy corta.) 

(v) \x\ — jyj < \x — y|.(Es posible dar una demostracion muy corta es- 
cribiendo las cosas debidamente.) 

(vi) 1(|*| — |y|)| < |* — yj. (i,Por que se sigue esto inmediatamente de 
(v)?) 

(vii) 1* + y + z\ < 1*1 + \y\ H- (z). Indiquese cuando se cumple la igual- 
dad y demostrar el aserto. 

13. El maximo de dos numeros * e y se denota por max(*. y ). Asi max(—1, 3) = 
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— max(3, 3) — 3 y max(—1, —4) — max(—4, —1) = —1. El minimo de x 
e y se denota por min(x, y). Demostrar que 

max(x, y) = -fj, 

min(x, y) — —— — — 

Derivar una formula para max(x, y, z) y min(x, y, z), utilizando, por ejemplo, 
max (x, y, z) = max (at, max(y, z)). 

14. (a) Demostrar que \a\ = |— a\. (No debe complicarse el proceso con un 
excesivo numero de casos. Demostrar primero el aserto para a > 0. 
^Por que es despues evidente para a < 0?) 

(b) Demostrar que —b < a < si y solo si |a| ^ b. En particular se sigue 
que —|a| < a < \a\. 

(c) Utilizar este hecho para dar una nueva demostracion de \a+b\ < |a| + |Z>|. 
^15. Demostrar que si x e y no son 0 los dos, entonces 

x 2 + xy + y 2 > 0 
x 4 + x 3 y + x 2 y 2 + xy 3 + y 4 > 0 

Ayuda: Utilizar el Problema 1. 

*16. (a) Demostrar que 

(x + yf = x 2 + y 2 solamente cuando x = 0 o y = 0, 

(x + y) 3 = x 3 + y 3 solamente cuando x = 0, o y = 0, o x = -y. 

(b) Haciendo uso del hecho que 

x 2 + 2xy + y 2 = (x + y) 2 > 0, 

demostrar que el supuesto 4x 2 + 6xy + 4y 2 < 0 lleva a una contradic- 
cion. 

(c) Utilizando la parte (b) decir cuando es (x + yf - x 4 + y 4 . 

(d) Hallar cuando es (x + yf = x 5 + y 5 . Ayuda: Partiendo del supuesto 
(x + y) 5 = x 5 + y 5 tiene que ser posible deducir la ecuacion 
x 3 + 2x 2 y + 2xy 2 + y 3 = 0, si xy ^ 0. Esto implica que 
(x 3- y) 3 = x 2 y + xy 2 = xy(x + y). 
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El lector tendria que ser ahora capaz de intuir cuando (x +y) a = x B +..y* la 
demostracion esta contenida en el Problema 11-57. 

17. (a) Hallar el valor minimo de 2x 2 - 3x + 4. Ayuda: «Completar el cuadra- 

do», o sea, poner lx 1 - 3x + 4 = 2(x - V*) 2 + ? 

(b) Hallar el valor mmimo de x 2 -3x + 2y 2 + Ay + 2. 

(c) Hallar el valor minimo de x 2 + 4 xy + 5y 2 - 4x - 6y + 7. 

18. (a) Supongase que b 2 — 4c ^ 0. Demostrar que los niimeros 

-b + Vb 2 - 4c -b - vV - 4c 

2 ’ 2 

satisfacen ambos la ecuacion x 2 + bx + c = 0. 

(b) Supongase que b 2 — 4c < 0. Demostrar que no existe ningun numero x 
que satisfaga jc 2 + bx + c = 0; de hecho es x 2 + bx + c > 0 para 
todo x. Indicacidn: «Completar el cuadrado#, es decir, escribir x 2 + 
+ bx + c = (x + b/ 2) 2 + ? 

(c) Utilizar este hecho para dar otra demostracion de que si x e y no son 
ambos 0, entonces x 2 + xy + y 2 > 0. 

(d) ^Para que numeros a se cumple que x 2 + ccxy + y 2 > 0 siempre que x 
e y no sean ambos 0? 

(e) Hallese el valor minimo posible de x 2 + bx + c y de ax 2 + bx + c, 
para a > 0. (Utilicese el artificio de la parte (b).) 

19. El hecho de que a 2 > 0 para todo numero a, por elemental que pueda pare- 
cer, es sin embargo la idea fundamental en que se basan en ultima instancia. 
la mayor parte de las desigualdades. La primerisima de todas las desigual- 
dades es la desigualdad de Schwarz: 

x\y\ + xzyi < ^x\ 2 + *2 2 ^yi 2 + JV2 2 . 

Las tres demostraciones de la desigualdad de Schwarz que se esbozan m&s 
abajo tienen solamente una cosa en comun: el estar basadas en el hecho 
de ser a 2 > 0 para todo a. 

(a) Demostrar que si x x — Ay l y x 2 == \y 2 para algiin numero K entonces 
vale el signo igual en la desigualdad de Schwarz. Demuestrese lo mis- 
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mo en el supuesto y, = y a = 0. Supongase ahora que y, e y 2 no son 
ambos 0 y que no existe ningun numero A tal que — Ay, y x 2 = Ay 2 . 
Entonces 

0 < (Ayi — xi) 2 + (Xy 2 — * 2 ) 2 
= A 2 (yi 2 + y 2 2 ) - 2A(x 1 y 1 + x 2 y 2 ) + (*i 2 + x 2 2 ). 


Utilizando el problema 18, completar la demostracidn de la desigual- 
dad de Schwarz. 

(b) Demostrar la desigualdad de Schwarz haciendo uso de 2 xy < x 2 + y 2 
(icdmo se deduce esto?) con 


x = 


Xi 


V X \ 2 + Xi 2 


y = 


^ y\ 2 + yS 


primero para i = 1 y despues para i — 2. 

(c) Demostrar la desigualdad de Schwarz demostrando primero que 

(*i 2 + *2 2 )0 >i 2 +> 2 *) = (xiyi 4- x 2 y 2 ) 2 + (*iy 2 - x 2 yi) 2 . 


(d) Deducir de cada una de estas tres demostraciones que la igualdad se 
cumple solamente cuando y, == y 2 = 0 6 cuando existe un numero A tal 
que *, = Ay, y x 2 = Ay 2 . 

En relaCidn con las desigualdades habrd tres hechos que tendran una impor- 
tancia crucial. Aunque las demostraciones se dar&n en el lugar apropiado del 
texto, un intento personal de ataque a estos problemas tendrd mas valor ilustra- 
tivo que el estudio detenido de una demostracidn completamente elaborada. Los 
enunciados de estas proposiciones encierran algunos numeros extranos, pero su 
mensaje Msico es muy sencillo: si x est£ suficientemente cerca de x 0 e y esta 
suficientemente cerca de y 0 , entonces x + y estard cerca de * 0 + y 0 , y xy estard 
cerca de Jt 0 y uf y 1/y estara cerca de l/y 0 . El sfmbolo “e” que aparece en estas 
proposiciones es la quinta letra del alfabeto griego («epsilon#) y en vez de ella 
podrla haberse usado cualquier letra menos aparatosa del alfabeto romano; sin 
embargo, la tradicidn ha hecho el uso de e casi sagrado en los contextos relativos 
a estos teoremas. 

20. Demostrar que si 

\x - *o| < 2 y \y ~ yA < ^ 
l(* +y) - (*• +>o)| < e, 


entonces 
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* 21 . 


Demostrar que si 


\y - yo\ 


£ 

2(|*o| + 1) 


entonces \xy — xo^ol < S- 

(La notacion «min» fue definida en el problema 13, pero la formula sumi- 
nistrada por aquel problema es por el momento irrelevante; la primera 
igualdad de la hipotesis significa precisamente que 


* 22 . 


\x — *o| < 


£ 

2(|>o| + 1) 


\x — *o| < 1; 


en un punto de la demostracion hara falta la primera igualdad y en otro 
punto la segunda. Una advertencia mas: puesto que las hipotesis solamente 
dan informacion acerca de x — x„ e y — y 0 , es casi obligado concluir que 
para la demostracion habra que escribir xy — x„y it de manera que aparez- 
can x — x„ e y — y (r ) 

Demostrar que si y u 0 y 


\y 


jyo| < min 



entonces y 


1 

7 


7o 


< £. 


*23. Sustituir los interrogantes del siguiente enunciado por expresiones que en- 
cierren £, x 0 e y 0 de tal manera que la conclusion sea valida: 

Si y„ =£ 0 y 


\y ~ yo\ < ? y \x — x 0 \ < ? 


entonces y^O y 



Este problema es trivial en el sentido de que su solucion deriva sin casi 
ningun trabajo de los problemas 21 y 22 (notese que x/y = x * 11 y). El punto 
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crucial es no confundirse; deddase cual de los dos problemas ha de apli- 
carse primero y no asustarse si la solucion parece improbable. 

*24. Este problema haee ver que la colocacion de los parentesis en una suma 
es irrelevante. Las demostraciones utilizan la «induccion matematica»; si 
no se esta familiarizado con este tipo de demostraciones, pero a pesar de 
todo se quiere tratar este problema, se puede esperar hasta despues de 
haber visto el capftulo 2, en el que se explican las demostraciones por in- 
duccion. Convengamos, para fijar ideas, que a n denota 


a\ + (02 + (<23 + * ‘ ' + (tfn -2 -b (a n ~i + a n ))) • • • ). 

Asi a, 4- a., + a 3 denota a x + (a 2 + a 3 ), y a, + a. 2 + a 3 + a 4 denota 
+ (a, + ( a 3 + a 4 )), etc. 

(a) Demostrar que 


(ai (2k) + flfc+i = tfi + • • ' -f- a/c+i- 


Indicacion: Usese induccion sobre k. 

(b) Demostrar que si n > k, entonces 

(ai + • ‘ • + a k ) + (a fc+ i + * * • + a n ) — a\ + * * * -f a n . 

Indicacion: Aplfquese la parte (a) para obtener una prueba por induc¬ 
cion sobre k. 

(c) Sea sia, . a *) una suma formada con a l .a*. Demostrar que 


s(a h . . . , a k ) = a\ + • • * ■ + a k . 


Indicacion: Debe haber dos sumas s'{a . a t ) y s"(a,+ .a fc ) tales 

que 


j(«i, . . . , a k ) — s'(a i, . . . , ai) + /'(aj+i,• • >«*:)• 
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25. Supongase que por «numero» se entiende solo el 0 6 el 1 y que + y • son 
las operaciones definidas mediante las siguientes tablas. 



Comprobar que se cumplen las propiedades P1-P9, aunque 1 + 1=0. 





CAHTULO 

2 

DISTINT AS CLASES DE NOMEROS 


En el capftulo 1 hemos usado la palabra «numero» con poca precision a pesar de 
habemos preocupado tanto por las propiedades basicas de los numeros. Serdne- 
oesario ahora distinguir distintas clases de numeros. 

Los numeros mds sencillos son los t numeros de contar# 

1, 2, 3, ... . 

La importancia fundamental de este conjunto de numeros es realzada por su 
sfmbolo N (de numeros naturales). Una breve ojeada a PI-PI 2 hard ver que 
nuestras propiedades bdsicas de los a numeros# no son vdlidas para N; por ejem- 
plo, P2 y P3 no tienen sentido para N. Desde este punto de vista, el sistema N 
presenta muchas deficiencias. Sin embargo, N tiene suficiente importancia para 
que le dediquemos algunos comentarios antes de pasar a la consideracidn de 
conjuntos mds amplios de numeros. 

La propiedad mds fundamental de N es el principio de cinduccidn matemd- 
tica». Supdngase que P(x) significa que la propiedad P se cumple para el numero x. 
Entonces el principio de induccidn matemdtica afirma que P(x) es verdad para 
todos los numeros naturales x siempre que 

(1) F(l) sea verdad. 

(2) Si P{k) es verdad, tambidn lo es P{k -f 1). 
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Notese que la condicidn (2) se limita a afirmar la verdad de P(k + 1) bajo el 
supuesto de que P(k ) es verdad. Esto basta para asegurar la verdad de P(jc) para 
todo x si tambien se cumple la condicion (1). En efecto, si P(l) es verdad, se sigue 
entonces que P(2) es verdad [aplicando (2) al caso particular k = 1]. Ahora, 
puesto que P(2) es verdad, se sigue que P(3) es verdad [aplicando (2) al caso 
particular k — 2]. Es evidente que todo numero sera alcanzado alguna vez me- 
diante una serie de etapas de esta clase, de manera que P(k) sera verdad para to- 
dos los numeros k. 

Una ilustracion muy corriente del razonamiento que justifica la induccion 
matematica considera una fila infinita de personas, 

persona n.° 1, persona n.° 2, persona n.° 3, ... 

Si cada persona ha recibido instrucciones de contar cualquier secreto que oiga a 
la persona que le sigue (la que tiene el numero siguiente) y se cuenta un secreto 
a la persona n.° 1, es evidente entonces que cada persona se enterara irremisible- 
mente del secreto. Si P{x) es el aserto de que la persona numero x se enterara del 
secreto, entonces las instrucciones dadas (contar todos los secretos que se oigan a la 
persona siguiente) significan que la condicion (2) se cumple, mientras que contar 
el secreto a la persona numero 1 hace que se cumpla (1). El siguiente ejemplo 
consiste en una aplicacion menos jocosa de la induccion matematica. Existe una 
formula util y curiosa que expresa de manera sencilla la suma de los n primeros 
numeros: 

i +•••+. - n(n + 1} - 

2 

Para demostrar esta formula, notese primero que se cumple para n — 1. Supdn- 
gase ahora que para algun entero k se tiene 

i + •■•+* - 

2 

Entonces 

i+ •••+* + (* +1) =.^ t±ll + k + \ = 

_k(k + l)+2k + 2 k* + Sk + 2 (k+\)(k + 2) 

— - - - , 

2 


2 


2 
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de manera que la formula es tambien verdad para k + 1. Por el principle de 
induccion, esto demuestra que la formula es valida para todos los numeros natu- 
rales n. Este ejemplo particular ilustra un fenomeno que ocurre frecuentemente, 
en especial con formulas como la que acabamos de demostrar. Aunque la demos- 
tracion por induccion es con frecuencia directa, el metodo mediante el cual la 
formula se descubrio sigue siendo un misterio. Los problemas 4 y 5 indican como 
pueden deducirse algunas formulas de este tipo. 

El principio de induccion matematica puede ser formulado de manera equi- 
valente sin hablar de «propiedades» de un numero, termino suficientemente vago 
para ser excluido de una conversacion matematica. Una formulacion mas precisa 
afirma que si A es una coleccion (o «conjunto», termino matematico sinonimo) 
de numeros naturales y 


(1) 1 pertenece a A, 

(2) k -f 1 pertenece a A siempre que k pertenece a A, 


entonces A es el conjunto de los numeros naturales. Debe quedar claro que esta 
formulacion sustituye a la menos formal que hemos dado antes; aqui considera- 
mos solo el conjunto A de los numeros naturales x que satisfacen P(x). Por ejem¬ 
plo, supongase que A es el conjunto de los numeros naturales n para los cuales 
se cumple que 


!+••*+ n — 


n(n + 1) 
2 


Nuestra demostracion anterior hizo ver que A contiene 1 y que k -1- 1 pertenece 
a A si k pertenece a A. Se sigue que A es el conjunto de todos los numeros natu¬ 
rales, es decir, que la formula se cumple para todos los numeros naturales n. 

Existe todavfa otra formulacion rigurosa del principio de induccion matema¬ 
tica que parece totalmente distinta. Si A es una coleccion cualquiera de numeros 
naturales, es tentador decir que en A debe haber un elemento mas pequeno que 
todos los demas. En realidad esta afirmacion puede dejar de ser cierta de un modo 
bastante curioso. Un conjunto de numeros naturales de particular importancia es 
la coleccion A que no contiene ningun numero natural en absoluto, el llamado 
«conjunto vacfo» * que se suele designar por 0. El conjunto vacio 0 es una 


* Aunque no convenza como tal conjunto en el sentido ordinario de la palabra, el conjunto vado sur¬ 
ge de modo natural en muchos contextos. Con frecuencia consideramos al conjunto A que esta for- 
mado por todos los x que satisfacen la propiedad P\ a menudo no tenemos ninguna garantia de que 
P sea satisfecha por algun numero de manera que A puede ser 0; en realidad muchas veces se de¬ 
muestra que P es siempre falso demostrando que A = 0. 
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coleccion de numeros naturales que no tiene elemento minirno; en realidad, lo 
que no tiene es ningun elemento en absoluto. fista es, sin embargo, la unica excep¬ 
tion posible; si A es un conjunto no vacfo de numeros naturales, entonces A tiene 
un elemento minirno. Esta afirmacidn «intuitivamente evidente*, conocida como 
« principio de buena ordenacion», puede ser demostrada como sigue a partir del 
principio de induccion. Supongase que el conjunto A no tenga elemento minirno. 
Sea B el conjunto de los numeros naturales n tales que 1, n no estdn ninguno 
en A. Evidentemente 1 esta en B (pues si 1 estuviese en A, entonces A tendria a 1 
como elemento minirno). Ademas, si 1, ..., k no estan en A, evidentemente k 4- 1 
no esta en A (de otro modo k 4- 1 seria el elemento minirno de A), de manera 
que 1, .... k 4- 1 no estan ninguno en A. Esto demuestra que si k est£ en B, 
entonces k 4 1 esta en B. Se sigue que todo numero n esta en B, es decir, los 
numeros 1, ..., n no estan en A cualquiera que sea el numero natural. Asi pues, 
A = 0, con lo que se concluye la demostracion. 

Es tambien posible demostrar el principio de induccion a partir del principio 
de buena ordenacion (problema 9). Cualquiera de estos principios puede consi¬ 
derate como postulado basico acerca de los numeros naturales. 

Otra forma de induccion nos queda aun por mencionar. Ocurre a veces que 
para demostrar P(k 4-1) debemos suponer no s61o P{k ), sino tambien P{1 ) para 
todos los numeros naturales / < k. En este caso descansamos en el «principio de 
induccion completa». Si A es un conjunto de numeros naturales y 

(1) 1 esta en A, 

(2) k + 1 esta en A si 1, ..., k esta en A, 

entonces A es el conjunto de todos los numeros naturales. 

Aunque el principio de induccion completa puede parecer mucho mas fuerte 
que el principio de induccion ordinario, en realidad no es sino una consecuencia 
de este ultimo. La demostracion de este hecho se deja para el lector, con una 
indication (problema 10). Aplicaciones de esto se encontraran en los problemas 7, 
17, 20 y 22. 

En relacion estrecha con las demostraciones por induccion estan las «defini- 
ciones recursivas». Por ejemplo, el numero n\ (lei'do ((factorial de n») se define 
como el producto de todos los numeros naturales menores o iguales a n : 

nl = 1 • 2 * . . . * (n — 1) • n. 

Esto puede expresarse con mas precision como sigue: 
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(1) U = 1, 

(2) n\ — n ' (n — 1) !. 

Esta forma de definition hace ver la relation entre n\ y (n — 1)! de una manera 
explfcita idealmente adecuada para las demostraciones por induction. El proble- 
ma 23 revisa una definition ya conocida del lector que puede expresarse mucho 
mas sucintamente como definition recursiva; como se ve en este problema, la 
definition recursiva es verdaderamente necesaria para una demostracion rigurosa 
de algunas de las propiedades basicas de la definition. 

Una definition, que puede no ser familiar, encierra una notation conveniente 
que vamos a usar constantemente. En lugar de escribir 

«i ■+■ ' ’ * -t- a ny 

emplearemos generalmente la letra griega 2 (sigma mayuscula, de «suma») y 
escribiremos 

n 

Oi- 

en otras palabras, ^ a{ designara la suma de los numeros obtenidos haciendo 

*=i 

i = 1, 2. n. A si 

» 

V ! = 1+2+ • ■ ■ +„ = 
k 2 

Observese que la letra / no tiene en realidad nada que ver con el numero desig- 

n 

nado por ^ i, y puede ser sustituido por cualquier si'mbolo conveniente (ex- 
»» i 

cepto n, por supuesto): 

n(n + 1) 

2 ’ 

j-i 
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V = M +1,) 

4" ^ 

n = 1 
n 

Para definir V <? n con precision hace falta en realidad una definicidn recursiva: 



» = i 

n n — 1 


(2) ^ <2; = ^ di -f An* 

* = 1 » = 1 

Pero solamente insistirfan en tal precision los proveedores de escrupulos rigoris- 
tas. En la practica se usan toda clase de modificaciones de este simbolismo y en 
ninguna de ellas se considera necesario anadir ninguna palabra de explicacidn. 
El simbolo 

n 

por ejemplo, es una manera evidente de escribir 

a\ + «2 + az + a 5 + a& + ' ' * + a n , 

o, con mas precision, 

i *+!*■ 

»= 1 t = 5 

Las deficiencias de los numeros naturales que descubrimos al principio de 
este capitulo pueden ser remediadas en parte extendiendo este sistema al conjunto 
de los enteros 

. . . , - 2 , - 1 , 0 , 1 / 2 , .... 

Este conjunto se designa por Z (del aleman «Zahl», numero). De las propieda- 
des P1-P12, solamente P7 deja de cumplirse para Z. 

Un sistema todavia mas amplio de numeros se obtiene tomando cocientes m/w 
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de enteros (con n ^ 0). Estos numeros reciben el nombre de numeros racionales, 
y el conjunto de los numeros racionales se designa por Q (del ingles «quotient», 
cociente). En este sistema de numeros se satisfacen todas las propiedades P1-P12. 
Esta uno tentado de sacar como consecuencia que las «propiedades de numeros» 
estudiadas con algun detalle en el capitulo 1 hacen referenda precisamente a una 
clase de numeros, a saber, a Q. Existe sin embargo una coleccion todavia mas 
amplia de numeros para la que son validas las propiedades P1-P12: el conjunto 
de todos los numeros reales, designado por R. Los numeros reales incluyen no 
solo los numeros racionales, sino tambien otros numeros (los numeros irraciona- 
les) que pueden ser representados por decimates infinitos; - y sfl son ambos 
ejemplos de numeros irracionales. La demostracion de que ?r es irracional no es 
facil; dedicaremos todo el capitulo 16 de la parte III a una demostracion de este 
hecho. La irracionalidad de sfl por el contrario es muy sencilla y era conocida 
ya de los griegos. (Puesto que el teorema de Pitagoras prueba que un triangulo 
rectangulo isosceles con los catetos de longitud 1 tiene una hipotenusa de lon- 
gitud vT, no es sorprendente que lc* griegos investigaran esta cuestion.) La de¬ 
mostracion se basa en algunas observaciones acerca de los numeros naturales. 
Todo numero natural n puede escribirse ya sea en la forma 2k o en la forma 2k + 1 
para algun entero k [este hecho «evidente» tiene una demostracion facil por in- 
duccion (problema 8)]. Los numeros naturales de la forma 2k reciben el nombre 
de pares; los de la forma 2k + 1 se llaman impares. Observese que los numeros 
pares tienen cuadrados pares y los numeros impares tienen cuadrados impares: 

(2k) 2 = 4k 2 = 2 * (2k 2 ), 

(2k -f l) 2 = 4it 2 + 4Hl = 2 • (2k 2 + 2k) + 1. 

De esto se sigue que la reciproca tiene que ser cierta: si n 2 es par, entonces n es. 
par; si n 2 es impar, entonces n es impar. La demostracion de que »/T es irracio¬ 
nal es ahora muy sencilla. Supongase que sfT fuese racional, es decir, que existie- 
ran numeros naturales p y q tales que 

2 

” = 2 . 

Podemos suponer que p y q no tienen ningun divisor comun (puesto que se podria 
empezar simplificando para eliminar los divisores comunes). Tenemos, pues. 



p 2 = 2 q 2 . 
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Esto demuestra que p 2 es par y en consecuencia p debe ser par; es decir, p — 2k 
para algun numero natural k. Entonces 

p* = 4^-2 = 2 q\ 


de modo que 


2 k 2 = q 2 . 

Esto demuestra que q 2 es par y en consecuencia que q es par. Asi pues, son pares 
tanto p como q en contradiccion con el hecho de que p y q no tienen divisores 
comunes. Esta contradiccion nos demuestra lo que nos proponiamos. 

Es importante comprender con precision que es lo que esta demostracion nos 
ensena. Hemos demostrado que no existe ningun numero racional x tal que x 2 = 2. 
Este aserto se expresa a menudo mas brevemente diciendo que \/T es irracional. 
Observese, sin embargo, que el uso del simbolo \fT implica la existencia de algun 
numero (necesariamente irracional) cuyo cuadrado es 2. No hemos demostrado 
que un tal numero exista y podemos decir en confianza que por ahora seria impo- 
sible para nosotros dar una demostracion de esto. Tal como estamos, cualquier 
demostracion tendria que estar basada en P1-P12 (las unicas propiedades de R 
que hemos mencionado); puesto que PI-PI 2 se cumplen tambien para Q, exacta- 
mente los mismos argumentos valdrian para demostrar que existe un numero 
racional cuyo cuadrado es 2, lo cual sabemos que es falso. (Observese que la 
demostracion que hemos dado para Q de que no existe ningun numero cuyo 
cuadrado es 2 no es utilizable para R puesto que en dicha demostracion hemos 
aplicado no solamente PI-PI 2 sino tambien una propiedad especial de Q, el hecho 
de que todo numero de Q puede ser escrito en la forma p/q con p y q enteros.) 

Esta deficiencia particular en nuestra lista de propiedades de los numeros 
reales podria, por supuesto, corregirse, anadiendo una nueva propiedad que afir- 
mara la existencia de raices cuadradas de numeros positivos. Recurrir a una tal 
medida no seria, sin embargo, ni esteticamente agradable ni matematicamente 
satisfactorio; todavia no sabriamos que todo numero tiene una raiz /i-esima si n 
es impar y que todo numero positivo tiene una raiz n-esima si n es*paiv Incluso 
aceptando esto, no podriamos demostrar la existencia de un numero que satis- 
ficiera + x 4- 1 = 0 (si bien existe uno), puesto que no sabemos escribir la 
solucion de la ecuacion en terminos de raices n-esimas (de hecho se sabe que 
la solucion no puede escribirse en esta forma). Y, por supuesto, no queremos 
suponer que todas las ecuaciones tienen soluciones, ya que esto es falso (ningun 
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numero real jc satisface, por ejemplo, jc 2 -j- 1 = 0). De hecho, este camino de in- 
vestigacion no conduce a nada. Las indicaciones mas utiles acerca de la propie- 
dad que ha de distinguir a R de Q, la evidencia mis clara de encontrar esta 
propiedad, no viene del estudio exclusivo de los numeros. Para estudiar los nu¬ 
meros reales de manera mis profunda, debemos estudiar mis que los numeros 
reales. En este punto debemos empezar con los fundamentos del cilculo infini¬ 
tesimal, en particular el concepto fundamental sobre el que el cilculo se basa: 
las funciones. 


PROBLEMAS 

1. Demostrar por induction las siguientes formulas: 


(i) 1 2 + * * * + « 2 

(ii) l 3 + * • * + n 3 


_ n(n + f)(2 n + 1) 
6 

= (!+•••+ n)\ 


2. Encontrar una formula para 

n 

® T (a - i) - i + 3 + s +•••+(* -i). 

i * 1 
n 

(ii) £ (2* - l) 2 = l 2 + 3 2 + 5 2 + • • * + (2n - l) 2 . 


t = i 


Indicacidn: ^Que tienen que ver estas exj^resiones con 1 + 2 + 3 + ... + 2 n 
y 1* + 2 2 + 3 2 + ... + (2n) 2 ? / 

3. Si 0 < k < n, se define el acoeficiente binomial* por 


0 — n ' — n 
~ k\(n - k)\~~ 


(n - 1) • •'• (n ~'k + 1) . , ^ n „ 

-, si k 0,+ 


\(n - k )! kl 

1. (Esto se convierte en un caso particular de la primera 


fdrmula si se define 0! = 1.) 


(a) Demostrar que 


crK-.M;)' 
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(La demostracion no requiere ningun argumento de induction). 

Esta relation da lugar a la siguiente configuration, conocida por «trian- 
gulo de Pascal»: todo numero que no este sobre uno de los lados es 
la suma de los dos numeros que tiene encima; el coeficiente bino¬ 
mial es el numero A:-esimo de la fila (n 4- 1). 


1 

1 1 
1 2 1 
13 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 


(b) Observese que todos los numeros del triangulo de Pascal son numeros 
naturales. Utilicese la parte (a) para demostrar por induction que 

es siempre un numero natural. (Toda la prueba por induction puede 
resumirse, en cierto sentido, en una ojeada al triangulo de Pascal). 

(c) Dese otra demostracion de que ( n \ es un numero natural, demostrando 


que es el numero de con juntos de exactamente k enteros elegidos 


cada uno entre 1, .... n. 

(d) Demostrar el «teorema del binomio»: Si a y b son numeros cuales- 
quiera, entonces 



(e) Demostrar que 


n 
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(“>2 <-„'(! 
y=o 

)-(;) 

/«> 

\1/ 

+ 

1+ 

3 

H 

p 

(iii) S f) = ( 

;) + (; 


• • = 2 n_1 . 

«•> ?(;)-( 


) + ' 

• • = 2 n ~\ 

Demostrar que 






Ayuda: Aplicar el teorema binomial a (1 -f- *) n (l + x) m . 
(b) Demostrar que 



5. (a) Demostrar por induction sobre n que 

1 — r n+1 

1 + r + r 2 + • • • + r n =- 

1 — r 


sir 1 (si es r = 1, el calculo de la suma no presenta problema alguno). 
(b) Deducir este resultado poniendo S = 1 + r + ... + r n , multiplicando 
esta ecuacion por r y despejando S entre las dos ecuaciones. 

6. La formula para l 2 + 2 2 + ... + n 2 se puede obtener como sigue. Empezamos 
con la formula 

(k + l) 3 - k* = 3k 2 + 3 k + 1. 


Particularizando esta formula para k- L ..., n y sumando, obtenemos 

2 3 - l 3 = 3 • l 2 + 3 • 1 + 1 
3 3 - 2 3 = 3 • 2 2 + 3 • 2 + 1 
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(n + l) 3 - n 3 = 3 • n 2 + 3 • n + t _ 

(n + l) 3 - 1 = 3[1 2 + • • * + n 2 ] + 3[1 + • • ‘ + n] + n. 


" n 

De este modo podemos obtener S k 2 una vez conocido Y £ (lo cual pue- 

*-i ib*i 

de obtenerse mediante un procedimiento analogo). Apliquese este metodo 
para obtener 


(i) 1* + 

(ii) 1 4 + 


+ n 3 . 
+ n 4 . 


(iii) t-4 + J-z + 


(iv) 


1-2 2-3 

3 5 

+ -7^ + 


l 2 • 2 2 


2 2 • 3 s 


+ 


1 


n(n + 1) 

2 n + 1 


+ 


n\n + l) 2 


*7. Utilizar el metodo del problema 6 para demostrar que } k P puede escri- 

jt =i 


birse siempre en la forma 


,p+x 


+ An p + Bn*- 1 + Cn p ~ 2 + 


p + 1 

(Las diez primeras de estas expresiones son 


n 


cm 

II 

-v; 

*1 

+ %n 

eo 

II 

k| 

+ \n 

2 *' = v 

1 

n 

+ \ri' 

2 ** = V 

Jfc = l 

+ \n l 


+ 

+ \n 2 


+ in 3 ~ 
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n 


1 k b = 

+ *»• 

+ 

- A« 2 


II 

* 

+ *n‘ 


- in 3 + A” 


t 0- = £n 8 

*—i 

+ in' 


- -fan* + iVi 2 


Y k* = in 9 

k -1 


+ $« 7 

- A« 8 + b 3 

— 

y k 9 = tV n 10 


+ f« 8 

- An 8 + i” 4 

- 

O 

II 

% 

+ 4n"> 


- In 7 + In 5 

-b z 


Observese que los coeficientes de la segunda columna son siempre \ y que 
despues de la tercera columna las potencias de n de coeficiente no nulo van 
decreciendo de dos en dos hasta Uegar a n 2 o a n. Los coeficientes de todas 
las columnas, salvo las dos primeras, parecen bastante fortuitos, pero en 
realidad obedecen a cierta regia; encontrarla puede considerarse como una 
prueba de superperspicacia. Para descifrar todo el asunto, v6ase el problema 
26-17.) 

8. Demestrar que todo numero natural es o par o impar. 

9. Demostrar que si un conjunto A de numeros naturales contiene n 0 y con¬ 
vene k + 1 siempre que contenga k, entonces A contiene todos los nume¬ 
ros naturales ^ n Q . 

16. Demostrar el principio de induction matemdtica a partir del principio de 
buena ordenaciOn. 

11. Demostrar el principio de induction completa a partir del principio de in¬ 
duction ordinario. Indication: Si A contiene 1 y A contiene n 4- 1 siempre 
que contenga 1, ... n, considerese el conjunto B de todos los k tales que 
1, .... k est£n todos en A. 

12. (a) Si o es rational y b es irrational, £es a + b necesariamente irrational? 

iY si a y b son ambos irracionales? 

(b) Si a es rational y b es irrational, i,cs ab necesariamente irrational? 

(; Cuidado!) 
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(c) i,Existe algun numero a tal que a 2 es irracional, pero a 4 racional? 

(d) ^Existen dos numeros racionales tales que sean racionales tanto su suma 
como su producto? 

13. (a) Demostrar que \f3, </5 y \/6~ son irracionales. Indicacion: Para tra- 
tar \/~3, por ejemplo, aph'quese el hecho de que todo entero es de la 
forma 3n o 3n + 1 o 3n + 2. i,Por que no es aplicabkr esta demostra- 
cion para \/Tl 

(b) Demostrar que y \^3 son irracionales. 

*14. Demostrar que 

(a) \fl + JT es irracional. 

(b) — \fl — \T3 es irracional. 

15. (a) Demostrar que si x = p + sfq, donde p y q son racionales, y m es un 

numero natural, entonces x m — a + b \J~q siendo a y b numeros racio¬ 
nales. 

(b) Demostrar tambien que (p — sfq) m — a — b \fq. 

16. (a) Demostrar que si m y n son numeros naturales y m' 2 /ri 2 < 2, entonces 

(m + 2 n) 2 l(m + n) 2 > 2; demostrar, ademas, que 

(m + 2 nY 

(m + n ) 2 n 2 

(b) Demostrar los mismos resultados con todos los signos de desigualda 
invertidos. 

(c) Demostrar que si m/n < \fl, entonces existe otro numero raciona 

mjn con mjn < rri 'In' < sjl- ^ 

*17. Parece normal que \fn tenga que ser irracional siempre que el numero na¬ 
tural n no sea el cuadrado de otro numero natural. Aunque puede usarse en 
realidad el metodo del problema 13 para tratar cualquier caso particular, no 
esta claro, sin mas, que este metodo tenga que dar necesariamente resulta- 
do, y para una demostracion del caso general se necesita mas informacion. 
Un numero natural p se dice que es un numero primo si es imposible escri- 
bir p - ab para numeros naturales a y b a no ser que uno de estos sea p 
y el otro 1; por conveniencia se considera que 1 no es un numero primo. 
Los primeros numeros primos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Si n > 1 no es 
primo, entonces n = ab, con a y b ambos < n\ si uno de los dos a o b 
no es primo, puede ser factorizado de manera parecida; continuando de esta 
manera se demuestra que se puede escribir n como producto de numeros 
primos. Por ejemplo, 28 = 4 • 7 = 2 • 2 • 7. 
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(a) Conviertase este argumento en una demostracion rigurosa por induccion 
completa. (En realidad, cualquier matematico razonable aceptaria esta 
argumentacion informal, pero ello se deberia en parte a que para el es- 
taria claro como formularla rigurosamente.) 

Un teorema fundamental acerca de enteros, que no demostraremos aquf, 
afirma que esta factorizacion es unica, salvo en lo que respecta al orden 
de los factores. Asi, por ejemplo, 28 no puede escribirse nunca como pro- 
ducto de numeros primos uno de los cuales sea 3, ni puede ser escrito de 
manera que 2 aparezca una sola vez (ahora deberia verse clara la razon de 
no admitir a 1 como numero primo). 

(b) Utilizando este hecho, demostrar que \fn es irracional a no ser que 
n — ni- para algun numero natural m. 

(c) Demostrar que sfn es irracional a no ser que n = m k . 

(d) Al tratar de numeros primos no se puede omitir la hermosa demostra¬ 
cion de Euclides de que existe un numero infinito de ellos. Demuestrese 
que no puede haber solo un numero finito de numeros primos p,, p 2 , 
p ;! , . .., p n considerando p,-p 2 -...-p w + 1. 

* 18 . (a) Demostrar que si x satisface 

x n + a n ~\x n ~ l -f- ' * • + a 0 = 0, 

para algunos enteros a n _ l . a,,, entonces x es irracional si no es 

entero. (^.Por que es esto una generalizacion del problema 17?) 

(b) Demostrar que \fl + sfT es irracional. Indicacion: Empiecese desarro- 
llando las 6 primeras potencias de este numero. 

19 . Demostrar la desigualdad de Bernoulli: Si h >—1, entonces 

(1 + h) n > 1 + nh. 

^Por que es esto trivial si h> 0? 

20. La sucesion de Fibonacci a l , a 2 , a x , ... se define como sigue: 

a\ = i, 

a-i — 1, 

a n — t 7 n _ x + a n _ 2 para n > 3. 

Esta sucesion, cuyos primeros terminos son 1, 1, 2, 3, 5, 8.fue des- 

cubierta por Fibonacci (1175-1250, aprox.) en relacion con un problema de 
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conejos. Fibonacci supuso que una pareja de conejos criaba una nueva 
pareja cada mes y que despues de dos meses cada nueva pareja se compor- 
taba del mismo modo. El numero a n de parejas nacidas en el n-esimo mes 
es puesto que nace una pareja por cada pareja nacida en el 

mes anterior, y adem£s, cada pareja nacida hace dos meses produce ahora 
una nueva pareja. Es verdaderamente asombroso el numero de resultados 
interesantes relacionados con esta sucesion, hasta el punto de existir una 
Asociacion Fibonacci que publica una revista. The Fibonacci Quarterly. 
Demostrar que 



Una manera de deducir esta sorprendente formula se presenta en el pro- 
blema 23-15. 

21. La desigualdad de Schwarz (problema 1-19) tiene en realidad una forma mas 
general: 


S < JibxS Jit, yS- 

i -1 \ i-1 \ »-l 

Dar de esto tres demostraciones, andlogas a las tres demostraciones del pro¬ 
blema 1-19. 

22. El resultado del problema 1-7 tiene una generalizacion importante: 

Si a\, ..., a 0 > 0, entonces la «media aritmetica» 

4 _ On 

n 

y la «media geometrica» 

G n — tya i . . . <2 n 


satisfacen 
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(a) Supongase que a\ < A„. Entonces algun a, tiene que satisfacer a, > A„; 
pongamos que sea ai > A a . Sea d\-A a y sea U 2 = a\ + a% - a\. Demos- 
trar que 

did? ^ 0L\(l2~ 

i,Por que la repetition de este proceso un suficiente numero de veces de- 
muestra que G n ^ A„? (He aqui otra ocasion en que resulta ser un buen 
ejercicio establecer una demostracion formal por induccion, al tiempo 
que se da una explicacion informal.) ^Cuando se cumple la igualdad en 
la formula G„ < A„1 

El razonamiento de esta demostracion esta relacionado con otra demostra¬ 
cion interesante. 

(b) Haciendo uso del hecho de ser G„ < A„ cuando n — 2, demostrar por 
induccion sobre k, que G„ < A n para n - 2 k . 

(c) Para un n general, sea 2 m > n. Apliquese la parte (b) a los 2 m numeros 

fllj • • • > ^»j ^»> • • • i 
2* —» vecea 

para demostrar que G„ < A„. 

23. Lo que sigue es una definicion recursiva de a n : 



Demostrar por induccion que 

a n+m = a n . 

(a n ) m = a nm . 

‘ (No se deje Uevar el lector por la fantasia: apliquese induccion sobre n 
0 bien induccion sobre m, pero no sobre ambas a la vez.) 

24 . Supongase que conocemos las propiedades PI y P4 de los numeros natu- 
rales, pero que no se ha hablado de multiplicacidn. Entonces se puede dar 
la siguiente definicion recursiva de multiplicacidn: 

1 • b = b, (a + l)-b = a-b + b. 
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Demostrar lo siguiente (jen el orden indicado!): 

ci'(b + c) = a-b + a-c (utilizar induccidn sobre a), 
a -1 = a, 

a-b = b-a (lo anterior era el caso b — 1). 

25. En este capitulo hemos empezado con los ndmeros naturales y gradualmente 
hemos ido ampliando hasta los reales. Un estudio completamente riguroso 
de este proceso requiere de por si un pequeno libro (vease la parte V). Nadie 
ha encontrado la manera de llegar a los numeros reales sin pasar por todo 
este proceso, pero si aceptamos los numeros reales como dados, entonces los 
numeros naturales pueden ser definidos como los numeros naturales de la 
forma 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, etc. Todo el objeto de este problema consiste 
en hacer ver que existe una manera matemdtica rigurosa de decir «etc.». 

(a) Se dice que un conjunto A de numeros reales es inductivo si 

(1) 1 estd en A, 

(2) k + 1 estd en A siempre que k estd en A. 

Demostrar que 

(i) R es inductivo. 

(ii) El conjunto de los ndmeros reales positivos es inductivo. 

(iii) El conjunto de los ndmeros reales positivos distintos de £ es in¬ 
ductivo. 

(iv) El conjunto de los numeros reales positivos distintos de 5 no es 
inductivo. 

(v) Si A y B son inductivos, entonces el conjunto C de los ndmeros 
reales que estdn a la vez en A y en B es tambien inductivo. 

(b) Un numero real n serd llamado numero natural si n estd en todo con¬ 
junto inductivo. 

(i) Demostrar que 1 es un numero natural. 

(ii) Demostrar que k + 1 es un numero natural si k es un numero 
natural. 

26. Un rompecabezas consiste en disponer de tres vastagos cilindricos, el prime- 
ro de los cuales lleva engastados n anillos concentricos de diametro decre- 
ciente.Se puede quitar el anillo superior de un vastago para engastarlo sobre 
otro vastago siempre que al hacer esto ultimo el anillo desplazado no venga 
a caer sobre otro de diametro inferior (Figura 1). Por ejemplo, si el anillo 
mas pequeno se pasa al vastago 2 y el que le sigue en tamano se pasa al vas¬ 
tago 3, entonces el anillo mas pequeno se podra pasar tambien al vastago 3 
encima del que le sigue en tamano. Demostrar que la pila completa se pue- 
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de pasar al vastago 3 en 2 n - 1 pasos y no en menos. 




FIGURA 1 


*27. Hubo un tiempo en que la Universidad B se preciaba de tener 17 profesores 
numerarios de matematicas. La tradition obligaba a que en el almuerzo co- 
munitario semanal, al que concurrian fielmente los 17, todo miembro que hu- 
biese descubierto un error en una de sus publicaciones tenia que hacer pu¬ 
blico este hecho y a continuation dimitir. Una declaration de este tipo no se 
habia producido nunca porque ninguno de los profesores era consciente de 
la existencia de un error en su propio trabajo. Lo cual, sin embargo, no quie- 
re decir que no existieran errores. De hecho, en el transcurso de los anos, 
por lo menos un error habia sido descubierto en el trabajo de cada uno de 
los miembros por otro de entre ellos. La existencia de este error habia sido 
comunicada a todos los demas miembros del departamento salvo al respon- 
sable, con objeto de evitar dimisiones. 

Llego un fatidico ano en que el departamento aumento el numero de sus 
miembros con un visitante de otra universidad, un Profesor X que venia con 
la esperanza de que se le ofreciera un puesto permanente al final del ano aca- 
demico. Una vez que vio frustrada su esperanza, el Profesor X tomo su ven- 
ganza en el ultimo almuerzo comunitario del ano diciendo: «Me ha sido muy 
grata mi estancia entre Vds. pero hay una cosa que creo que es mi deber co- 
municarles. Por lo menos uno de entre Vds. tiene publicado un resultado in- 
correcto, lo cual ha sido descubierto por otros del departamento.» ^Que 
ocurrio al ano siguiente? 

** 28 . Despues de imaginarse, o de consultar, la solution del problema 27, con- 
sidere lo siguiente: Cada uno de los miembros del departamento era ya sa- 
bedor de lo que el Profesor X aflrmaba. ^Como pudo pues su afirmacion cam- 
biar las cosas? 
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Sc afirma con frecuencia 

quo cl calculo cliferencial 

trafa de la magnitad continua 

y sin embargo no se da ntmca 

ana exp/icacion de esia continuidad; 

ni siquiera las e.\()licaciones mas rigurosas 

del cdlculo diferencial 

basan sus demostraciones sobre la continuidad, 
si no qae, mas o me nos conscientemente. 
o bien apelan a nociones geometricas 
o sugeridas por la geomelria, 

o se basan en teoremas qae nanca ban sido establecidos 
de mancra paramenie aritmetica. 

Entre estos esia, por ejemplo, 
el qae hemos mencionado antes, 
y ana investigation mas caidadosa 
me ha convencido de qae este teorema 
o cualquier otro equivalent e, puede ser consider ado 
en cierto modo coma ana base suficiente 
para el andlisis infinitesimal. 

Faltabu solo por descabrir sa verdadero origen 

en los elementos de la aritmetica 

v obtener asi al mismo tiempo 

ana verdadera definicion 

de la esencia de la continuidad. 

Lo consegai cl 24 de novietnbre de 1858 
y pocos dias de spues comunique 
el resaltado de mis meditaciones 
a mi qaerido amigo Durege , 
con quien sostuve ana larga 
y anim ad a com cr sac ion. 


RICHARD DI-DEKINI) 
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FUNCIONES 


El concepto mas importante de todas las matematicas es, sin dudarlo, el de 
funcion: en casi todas las ramas de la matematica moderna, la investigation se 
centra en el estudio de funciones. No ha de sorprender, por lo tanto, que el con¬ 
cepto de funcion sea de una gran generalidad. Nos puede servir de consuelo pen- 
sar que de momento podemos limitar nuestra atencion a funciones de una clase 
muy especial, pero incluso esta clase tan limitada de funciones presentara tal va- 
riedad como para centrar nuestra atencion durante bastante tiempo. Para empe- 
zar no daremos ni siquiera una definicion propia de funcion. De momento, una 
definicion provisional nos capacitara para estudiar muchas funciones e ilustrara 
la notion intuitiva de funcion, tal como la entienden los matemdticos. Mas ade- 
lante consideraremos y discutiremos las ventajas de la definicion matematica mo¬ 
derna. Empecemos por la siguiente: 

definici6n provisional 

Una funcidn es una regia que asigna a cada uno de ciertos numeros reales un 
ndmero real. 

Los siguientes ejemplos de funciones est&n destinados a ilustrar y ampliar esta 
definicion que, por supuesto, necesita ponerse en claro. 

Ejemplo l. La regia que asigna a todo numero su cuadrado. 
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Ejemplo 2. La regia que asigna a todo numero y el numero 

y 3 + 3y + 5 

y 2 + 1 

Ejemplo 3. La regia que asigna a todo numero 1, —1 el numero 

c 3 + 3c + 5 
c 2 - 1 

Ejemplo 4. La regia que asigna a cada uno de los numeros x que satisface 
—17 < x < it 13 el numero x 2 . 

Ejemplo 5. La regia que asigna a todo numero a el numero 0 si a es irra- 
cional y el numero 1 si a es racional. 

Ejemplo 6. La regia que asigna 

a 2 el numero 5, 

, 36 

a 17 el numero —, 

T 

TT 3 

a — el ndmero 28, 

17 

36 

a — el numero 28, 

7r 

y a todo y=£ 2, 17, *r 2 /17, 6 36/n, el numero 16 si y es de la forma a + b 
con a y b en Q. 

Ejemplo 7. La regia que asigna a todo numero t el numero t 3 + x. (Esta re¬ 
gia depende por supuesto del numero x, de modo que en realidad estamos des- 
cribiendo una infinidad de funciones, una para cada numero x). 

Ejemplo 8. La regia que asigna a todo numero z el numero de veces en que 
figura el 7 en el desarrollo decimal de z si este numero es finito y —«■ si hay un 
numero infinito de sietes en el desarrollo decimal de z. 

Una cosa, por encima de todo, debe quedar clara con estos ejemplos: una 
funcion es una regia cualquiera que hace corresponder numeros a ciertos otros 
numeros, no necesariamente una regia que pueda ser expresada mediante una 
formula algebraica ni siquiera mediante una condicion uniforme aplicable a todo 
numero; ni es tampoco necesariamente una regia a la que sea posible encontrar 
una aplicacion en la practica (nadie sabe, por ejemplo, que es lo que hace asociar 
a 8 con it). Mas aun, la regia puede prescindir de algunos numeros y puede incluso 
no estar del todo claro a que numeros se aplica la funcion (intentese determinar, 
por ejemplo, si la funcion del ejemplo 6 es aplicable a ?r). El conjunto de los 



Funciones 


51 


numeros a los cuales se aplica una funcion recibe el nombre de dominio de la 
funcion. 

No podemos pasar adelante en el estudio de las funciones, sin antes introducii 
una notacion. Puesto que en todo el libro hablaremos con frecuencia de funciones 
(en realidad apenas hablaremos de otra cosa) nos hace falta una manera conve- 
niente de dar un nombre a las funciones y de referirnos a ellas en general. La 
practica corriente consiste en designar una funcion mediante una letra. Por razo- 
nes obvias se emplea preferentemente la letra «/», lo cual hace que sigan en orden 
de preferencia las letras «#» y «/i», pero en fin de cuentas puede servir cualquier 
letra (e incluso cualquier simbolo razonable) sin excluir la «jr» y la «y», si bien 
estas letras suelen reservarse para designar numeros. Si / es la funcion, entonces 
el numero que / asocia con x se designa por f(x)i este simbolo se lee «/ de x» 
y se le da con frecuencia el nombre de valor de f en x. Naturalmente, si designa- 
mos una funcion por x sera preciso elegir otra letra para designar el numero 
[seria perfectamente legitimo, aunque inadecuado, elegir «/», lo cual daria el sim¬ 
bolo x(f)]. Observese que el simbolo f(x) solamente tiene sentido cuando x perte- 
nece al dominio de /; para otros jc el simbolo f(x ) no esta definido. 

Si designamos las funciones definidas en los ejemplos 1-8 por f, g, h, r, s, 6 , ct B 
e y, entonces podemos expresar de nuevo sus definiciones como sigue: 


(1) /(*) — x 2 para todo x. 

-|- 3y ”1“ 5 

(2) g(y) = -- 7 —:- Para todo y. 

y + 1 

r 3 -4- 3 C "l - 5 

(3) h{c) = - para todo c 7 * 1, —1. 

c 2 — 1 

(4) r(*) — x 2 para todo x tal que —17 < x < ir/3. 
0 , x irracional 
4 , x racional 


(5) s(x) = 


(6) $(x) = 


5, 

TT 

28, 


x — 2 

x = 17 

_ 71-2 

X ~ 17 

™ 36 

28, x = — 


7r 


36 


16, x 9 * 2, 17, —» o - 
17 7 r 


y x — a + b V 2 para a, b en Q. 
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(7) <x x (t) = t 3 + x para todos los numeros t. 

_ | n, si aparecen exactamente n sides en el desarrollo decimal de x 
( ) y\ x ) | —TT, si aparecen infinitos sietes en el desarrollo decimal de x. 

Estas definiciones ilustran el procedimiento adoptado comunmente para definir 
una funcion f, indicando el valor de fix) para todo numero * del dominio de /. 
[Adviertase que esto es exactamente lo mismo que indicar f(ct) para todo nu¬ 
mero a o f{b) para todo numero b, etc.] En la practica se toleran algunas abrevia- 
ciones. La definicion (1) podrfa escribirse simplemente 

(1) f(x) = *\ 

sobreentendiendose la frase calificativa «para todo *». La unica abreviacion posi- 
ble para la definicion (4) es, por supuesto, 

( 4 ) r (*)=* 2 , —17 < x < 7 t/ 3 . 

Se entiende, generalmente, que una definicion tal como 

k(x) = i H- x & 0, 1 

X X — 1 

puede abreviarse poniendo 

k{x) = - H- 

x x — 1 

en otras palabras, si el dominio no se restringe explicitamente mas, se sobreen- 
tiende formado por todos aquellos numeros para los cuales la definicion tiene 
sentido. 

El lector no debe encontrar dificultad en comprobar si los siguientes enun- 
ciados se cumplen para las funciones antes definidas: 

f{x) + 2 * + 1 ; 
h{x) si x 3 + 3* + 5 = 0; 
r(x) +2x , + lsi—17<*<- — 1; 


fix + 1 ) = 
g(x) = 

r(x + 1 ) = 
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j-(x -j- y) = •*■(*) si y es racional; 

»(S) - •<?> 


OC x (x) 



= * • [/(*) 4 - 1 ]; 



Si al lector no le parece razonable la expresion f(s{a)) es que esta olvidando 
que .s(«) es un numero como cualquier otro, de modo que f(s(a)) tiene sentido. De 
hecho se cumple que f(s(a)) = .y(tf) para todo a. ^,Por que? Expresiones mas com- 
plicadas incluso que f(s(a)) no son, una vez examinadas, mas difi'ciles de descifrar. 
La expresion 

f(r(s(6(a 3 (y(i))))))' 

por temible que parezca, puede ser evaluada muy facilmente con un poco de 
paciencia: 

f(r(s(d(« 3 (y(i)))))) 

= Ms(d(a 3 (0)m 
= f{r{s(6{ 3)))) 

= Ms{ 16 ))) 

= /( r (1)) 

= /(D 

= 1 . 

Los primeros problemas al final de este capftulo daran mas practica en el manejo 
de este simbolismo. , 

La funcion definida en (1) es un ejemplo mas bien especial de una clase im- 
portantisima de funciones, las funciones polinomicas. Una funcion / es una funcion 
polinomica si existen numeros reales a n tales que 

f(x) = a n x n -b ct n -ix n 1 -f * * ' + diX 2 + a\X + <2o, para todo a: 

[cuando se escribe f(x) en esta forma se supone tacitamente que a n ^ 0]. La poten- 
cia mas alta de x con coeficiente distinto de 0 recibe el nombre de grado de /; por 
ejemplo, la funcion polinomica / definida por f(x) = 5x 6 + 137jc 4 — ;r es de 
grado 6. 
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Las funciones definidas en (2) y (3) pertenecen a una clase algo mas amplia 
de funciones, las funciones racionales; estas son funciones de la forma pjq , donde 
p y q son funciones polinomicas (y q no es la funcion que toma siempre el valor 0). 
Las funciones racionales son, a su vez, ejemplos muy especiales de una clase toda- 
vi'a mas amplia de funciones, estudiadas muy detenidamente en analisis, que son 
mas simples que las funciones primeramente mencionadas en este capi'tulo. Los 
siguientes son ejemplos de esta clase de funciones: 


(9) 

00 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


x + x 2 + x sen 2 

f(x) =- 

x sen x + x sen 2 

fix) = senU 2 ). 

fix) = sen(sen(jc 2 )). 


x 

X 


fix) = sen 2 (sen(sen 2 (jc sen 2 jc 2 )))-sen 


jc 4- sen(jc sen jc) 
x + sen x 


i,Cual es el criterio, puede uno preguntarse, que permite considerar como sim¬ 
ple una monstruosidad tal como (12)? La contestacion es que estas funciones 
pueden ser formadas a partir de unas pocas funciones simples, utilizando unos 
pocos medios simples de combinar funciones. Para construir las funciones (9>{12) 
debemos empezar con la «funcion identidad» /, para la cual /(jc) = x, y la «funcion 
seno» sen, cuyo valor sen(jc) en jc se escribe a veces simplemente sen x. Los siguien¬ 
tes son algunos de los m^todos importantes de combinar funciones para formar 
nuevas funciones. 

Si / y g son dos funciones cualesquiera, podemos definir una nueva funcion 
f + g denominada suma de / y g mediante la ecuacion 


(f + g)(x) = f(x) + g(x). 


Observese que segun las convenciones que hemos adoptado, el dominio de / + g 
estd formado por todos los jc para los que tiene sentido «/(*) + #(jc)», es decir, el 
conjunto de todos los jc que est&n a la vez en el dominio de / y en el dominio de g. 
Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, entonces A n B (lease *A interseccion B* 
o «la interseccion de A y J3») designa el conjunto de los jc que estdn a la vez en A 
y en B\ esta notacion nos permite escribir dominio if+g) = dominio f n dominio g. 

De modo semejante definimos el producto f-g y el cociente -j (o fig) de / 


y g por 
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( f'g){x ) =/(*) ' g{x) 



Ademas, si g es una funcion y c un numero, definimos una nueva funcion c-g 
mediante 


(C‘g)(x) = c-g(x). 

Esto se convierte en un caso particular de la notacion f-g si convenimos en que 
el simbolo c representa tambien una funcidn definida por fix) — c ; una tal fun- 
ci6n, que toma el mismo valor para todos los numeros x, recibe el nombre de 

funcidn constante. 

El dominio de f-g es dominio f n dominio g, y el dominio de c-g es simple- 
mente el dominio de g. Por otra parte, el dominio de f/g es bastante complicado; 
puede expresarse por dominio / n dominio g n {x: g(x) ^ 0}, donde el simbolo 
{ x: g(x) =£ 0} designa el conjunto de los numeros x tales que #(jc) =£ 0. En gene¬ 
ral, [x: ...} designa el conjunto de todos los x tales que es verdad. AsiV 
{*: jr 1 + 3 < 11} designa el conjunto de todos los numeros x tales que x 3 < 8 
y en consecuencia {jc : x' + 3 < 11} = [x: x < 2). Cualquiera de estos simbolos 
podria haberse escrito igual de bien utilizando en todas partes y en lugar de x. 
Las variantes de esta notacidn son frecuentes, pero apenas requieren comentarios. 
Cualquiera puede imaginarse que {*> 0: x 3 < 8} designa el conjunto de numeros 
positivos cuyo cubo es menor que 8; podria expresarse mas formalmente ponien- 
do {*: jr>0 y jr*<8}. Incidentalmente, este conjunto es igual al conjunto 
{*: 0 < x < 2}. Una variante de esto es algo menos di£fana, pero muy usada. El 
conjunto (1, 3, 2, 4}, por ejemplo, contiene exactamente los 4 ndmeros 1, 2, 3 y 4; 
puede ser designado tambien por {jc: x = \ 6 x =3 6 j: = 2 6 jc = 4}. 

Algunos hechos acerca de la suma, el producto y el cociente de funciones, son 
consecuencias inmediatas de hechos acerca de sumas, productos y cocientes de 
numeros. Por ejemplo, es muy facil demostrar 

(/ + g) + h = / + (g + h). 

La demostracion es caracteristica de casi todas las demostraciones que prueban que 
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dos funciones son iguales; se debe hacer ver que las dos funciones tienen el mismo 
dominio y el mismo valor para cualquier numero del dominio. Por ejemplo, para 
demostrar que (f + g) + h — f + (g + h\ observese que al interpretar la defini- 
cion de cada lado se obtiene 

[(/ + g) + h](x) = (/ + g) (x) + h(x) 

= (fix) + g (*)] + h(x) 

y 

U + (g + h)](x) = f(x) + (g + k)(x) 

= fix) + [g(x) + h(x)], 

y la igualdad de [/( x) + g(x)] + h(x) y f(x) + [gU) + h(x)] es un hecho que afecta 
a numeros. En esta demostracion no se ha mencionado la igualdad de los dos 
dominios porque esta igualdad aparece obvia desde el momento en que empeza- 
mos a escribir estas ecuaciones; el dominio de (/ + g) + h y el de / + 0? + h) es 
evidentemente dominio f n dominio g n dominio h. Nosotros escribimos, natural- 
mente, / + g + h por (/ + g) + h — f + (g + h\ exactamente igual que hacemos 
para los numeros. 

Es igualmente facil demostrar que (f-g)-h=f-(g-h), y esta funcion se designa 
por f-g-h. Las ecuaciones f + g — g + f y f'g = g'f no deben presentar ninguna 
dificultad. 

Utilizando las operaciones +, •, / podemos expresar ahora la funcion / defi- 
nida en (9) por 


_/ + /•/ + /-sen-sen 
^ I • sen + / • sen • sen 

Debe quedar claro, sin embargo, que no podemos expresar la funcion (10) de esta 
manera. Nos hace falta todavfa otra manera de combinar funciones. Esta combi- 
nacion, la composicion de dos funciones, es con mucho la mas importante. 

Si f y g son dos funciones cualesquiera, definimos una nueva funcion / ° g, la 
composici6n de / y g por 


(f°g)(x) = f(g(x)); 

el dominio de / ° g es {jc: x esta en el dominio de g y g(x) esta en el dominio de /). 
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El sfmbolo «/°#» se lee a menudo «/ drculo #». Comparado con la frase «la 
composicion de / y £» esto tiene, por supuesto, la ventaja de la brevedad, pero 
tiene otra ventaja de mucho mayor alcance: existe menor probabilidad de con- 
fundir f ° g con g ° f y estas no deben ser confundidas ya que en general no son 
iguales; de hecho, casl todas las / y g elegidas al azar podran ilustrar este punto 
(pruebese con / = /•/ y con g = sen, por ejemplo). Para no volvernos demasiado 
aprensivos acerca de la operation de composicion, apresuremonos a decir que la 
composicion es asociativa 


(fog) oh = fo (go h) 

(y la demostracion es una trivialidad); esta funcion se designa por f °go h. Pode- 
mos expresar ahora las funciones (10), (11) y (12) por 

(10) / = sen ° (/•/), 

(11) / = sen ° sen ° (/•/), 

(12) f — (sen-sen) ° sen ° (sen-sen) ° (I-[(sen -sen) ° (/•/)])• 

/ / + sen o (/-sen) \ 

sen o - 

\ / + sen / 

Un hecho habra quedado probablemente claro. Aunque este metodo de escribir 
funciones revela su «estructura» muy claramente, no es breve ni conveniente. El 
nombre mas breve para la funcion / tal que f(x) = sen (x 2 ) para todo x, parece 
ser desgraciadamente «la funcion / tal que f(x ) = sen (x 2 ) para todo x». La necesi- 
dad de abreviar esta tortuosa descripcion se ha visto claro desde hace doscientos 
anos, pero ninguna abreviacion razonable ha recibido universal apoyo. Por el 
momento, lo mas aceptado es algo as! como 

x -> sen (x 2 ) 

(lease «jc va a sen (jt 2 )» o simplemente «x flecha sen (x 2 )»), pero tiene poca popu- 
laridad entre los autores de textos de calculo infinitesimal. En este libro admiti> 
remos algo de elipsis hablando de «la funcion f(x) = sen (x 2 )». Mas popular es 
la totalmente drastica abreviacion: «La funcion sen(x 2 )». Por razones de pre¬ 
cision no haremos nunca uso de esta descripcion, la cual confunde en rigor un 
numero y una funcion, pero a pesar de todo resulta tan conveniente que es pro¬ 
bable que el lector termine adoptandola para uso personal. Como con cualquier 
convenio, el factor motivante es la utilidad y este criterio es razonable siempre 
que las ligeras deficiencias logicas no puedan causar confusion. En ocasiones la 
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confusion surgira a menos que se use una description mds precisa. Por ejemplo, 
«la funcidn x + * 3 » es una frase ambigua; puede significar ya sea 

x -* x + t s , es decir, la funcion f tal que fix) = x + t 3 para todo x 
o bien 

/ -»■ x + / 3 , es decir, la funcidn / tal que fit) = x 4- 1 3 para todo t. 

Sin embargo, como veremos, para muchos conceptos importantes asociados con 
funciones, el calculo infinitesimal dispone de una notacion que lleva la in- 

corporada. 

El estudio que llevamos hecho de las funciones ha sido suficientemente extenso 
para ponernos en condiciones de reconsiderar nuestra definicion. Hemos definido 
una funcion como una «regia», pero lo que esto quiere decir no estd claro del 
todo. Si preguntamos £que pasa si nos saltamos esta regia?, no es fdcil decir si 
esta pregunta es unicamente de chiste o si en realidad encierra algo serio. Una 
objecion mas sustancial al uso de la palabra «regia* es que 

f{x) = x 2 


y 


fix) = x 2 + 3* + 3 - 3(* + 1) 


son ciertamente reglas distintas, si por regia entendemos las instrucciones que se 
dan para determinar fix); sin embargo, queremos que 


fix) = x 2 


y 


fix) = x 2 + 3x + 3 — 3 (* + 1) 

definan la misma funcion. Por esta razon, una funcion se define a veces como 
una «asociacion» entre numeros; por desgracia, la palabra «asociaci6n» escapa 
a las objeciones hechas contra «regia* solamente por el hecho de que es todavfa 
mds vaga. 



Funciones 


59 


Existe, por supuesto, una manera satisfactoria dc definir funciones, pues de 
lo contrario no nos hubiesemos preocupado tanto de hacer la critica a nuestra 
definicidn original. Pero una definicidn satisfactoria no puede consistir en encon- 
trar sinonimos de palabras dificultosas. La definicidn que los matem&ticos han 
aceptado finalmente para « funcidn* es un hermoso ejemplo de los medios que 
han permitido incorporar las ideas intuitivas a la matemdtica rigurosa. Lo que de 
verdad importa preguntar acerca de una funcidn no es «£que es una regia?», o 
a ^que es una asociacion?», sino «£que es lo que hace falta saber acerca de una 
funcidn para saber absolutamente todo lo referente a ella?». La contestacidn a la 
ultima pregunta es fdcil: para todo numero x hace falta saber cudl es el nu- 
mero fix)-, podemos imaginarnos una tabla que retina toda la informacidn que 
se puede desear acerca de la funcidn fix) = x *: 

* _ /(*) 


1 1 

-1 1 

2 4 

-2 4 

V2. 2 

- V 2 2 


TT IT 2 

— T TT 2 

No es ni siquiera necesario disponer los numeros en una tabla (lo cual seria im- 
posible si los quisidramos poner todos). En lugar de una disposicidn en dos co- 
lumnas podemos considerar varios pares de numeros 

(1. 1), (-1. 1), (2, 4), (-2, 4), (x, t»), (V2, 2)- 


simplemente reunidos fonnando un conjunto.* Para encontrar fi\) tomamos sim- 
plemente el segundo numero del par cuyo primer miembro es 1; para encon¬ 
trar fin) tomamos el segundo niimero del par cuyo primer miembro es n. Parece 
que queramos decir que una funcidn podrfa ser definida como una coleccidn de 

* Los pares que aqui se presentan son llamados a veces pares ordenados para destacar que, por ejem¬ 
plo (2, 4) no es el mismo par que (4, 2). Honestamente debemos advertir que vamos a definir fun¬ 
ciones en tirminos de pares ordenados, otro tlrmino sin definir. Sin embargo los pares ordenados 
pueden ser definidos y para los esc6pticos hemos provisto un apdndice a este capitulo. 
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pares de numeros. Por ejemplo, si nos dieran la siguiente coleccion (que contiene 
exactamente 5 pares): 

/= {(1,7), (3, 7). (5,3), (4,8), (8,4)}, 

entonces /(1) = 7, /(3) = 7, /(5) = 3, /(4) = 8, /(8) = 4 y 1, 3, 4, 5, 8 son los 
unicos numeros del dominio de /. Si consideramos la coleccion 

/ = ((1,7), (3, 7), (2, 5), (1,8), (8,4)|, 

entonces /(3) = 7, /(2) = 5, /(8) = 4; pero es imposible decir si /(l) = 7 o 
/(1) = 8. En otras palabras, una funcion no puede definirse como una coleccion 
cualquiera de pares de numeros; debemos excluir la posibilidad que ha surgido 
en este caso. Esto nos lleva a la siguiente definicion. 

DEFINICI6N 


Una funcion es una coleccion de pares de numeros con la siguiente propiedad: 
Si (a, b) y {a, c) pertenecen ambos a la coleccion, entonces b = c; en otras 
palabras, la coleccion no debe contener dos pares distintos con el mismo pri¬ 
mer elemento. 


£sta es nuestra primera definicion completa y da idea del formato que vamos 
a utilizar siempre para definir nuevos conceptos importantes. Estas definiciones 
son tan importantes (por lo menos lo son tanto como los teoremas), que es esen- 
cial saber reconocer cuando en realidad se nos presenta una y saber distinguirlas 
de comentarios, que motivan observaciones, y de explicaciones casuales. Seran pre- 
cedidas por la palabra DEFINICION, contendran el termino que va a ser definido 
en negritas y constituiran de por si un parrafo. 

Hay otra definicion (en realidad define a la vez dos cosas) que ahora puede 
formularse con rigor: 

DEFINICI6N 


Si / es una funcion, el dominio de f es el conjunto de todos los a para los que 
existe algun b tal que (a, b) esta en /. Si a esta en el dominio de /, se sigue 
de la definicion de funcion que existe, en efecto, un numero b unico tal que 
(a, b) esta en /. Este b unico se designa por f(a). 
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Con esta definition hemos alcanzado nuestro objetivo: Lo importante de una 
funcion f es que el numero f(x) este determinado para todo numero x de su do- 
minio. El leetor puede tener la impresion de que hemos ilegado al punto en que 
una definition intuitiva ha sido sustituida por una abstraction que la mente 
puede apenas captar. Dos consuelos podemos ofrecer a esto. En primer lugar, 
aunque una funcion ha sido definida como una coleccion de pares, nada impide 
que el lector imagine una funcion como una regia. En segundo lugar ni la defi¬ 
nition intuitiva ni la formal nos dan la mejor manera de representarse una fun¬ 
cion. La mejor manera consiste en hacer dibujos; pero esto requiere de por si 
todo un capitulo. 

PROBLEMAS 

1. Sea /( x) = 1/(1 4- x). Interpretar lo siguiente: 


(i) /(/(*)) UPara que x tiene sentido?) 



(iii) f(cx). 

(iv) f(x + y). 

(v) f(x)+f(y). 

(vi) /.Para que numeros c existe un numero x tal que f(cx ) = /(*)? Indi¬ 
cation : Hay muchos mas de los que a primera vista parece. 

(vii) Para que numeros c se cumple que f{cx) = f(x) para dos numeros 
distintos x? 

2. Sea g(jc) = x 2 y sea 

, , _ I 0, x racional 
* (1, x irracional. 

(i) ^Para cuales y es h(y) < y? 

(ii) ^Para cudles y es h(y) < giy)l 

(iii) (.Que es y(Mz)) — h(zY- 

(iv) <;Para cuales w es g(w)<w? 

(v) iPara cudles e es gOKO) = g(«)? 
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3. Encontrar el dominio de las funciones definidas por las siguientes fdrmulas: 


(i) /(*) = V1 — x 2 . 

(ii) f(x) = ^ \ — V1 — x 2 . 


(iii) /(*) 




(iv) f(x) = Vl - *2 + V> - 1. 

(v) f ( x ) = V1 - * + V* - 2. 


4. Sean 5 (jt) = jc 2 , P(x ) = 2* y j(jc) = sen x. Determinar los siguientes valores. 
En cada caso la solucion debe ser un numero. 


(i) 0 SoP)(y ). 

(ii) 

(iii) (SoPo S )(t) + (soP)( t ). 

(iv) s(t 3 ). 


5. Expresar cada una de las siguientes funciones en tdrminos de S, P, s usando 
solamente + , • y ° (por ejemplo, la solucidn de (i) es P ° s). En cada caso 
la solucion debe ser una funcion. 

(i) f{x) = 2 se,ir . 

(ii) f{x) = sen 2*. 

(iii) fix) — sen jc 2 . 

(iv) fix) = sen 2 x (recordar que sen 2 x es una abreviacion de (sen jc) 2 ). 

(v) fit)—2^. (Observese: significa siempre d be) \ este convenio se 

adopta porque (a 6 ) 0 puede escribirse mds sencillamente a* 1 ’.) 

(vi) fiu) = sen (2 M + 2“ 2 ). 

(vii) fiy) = sen (sen (sen (2 22 **”''))). 

(viii) fid) = 2 HCn2a + sen (a 2 ) + 2* 0,1 < a,+, * na >. 

Las funciones polinomicas, por ser sencillas y al mismo tiempo flexibles, ocu- 
pan un lugar destacado en el estudio dp las funciones. Los dos problemas si¬ 
guientes ponen de manifesto su flexibilidad y dan una orieritacidn para deducir 
sus propiedades elementales mds importantes. 

6. (a) Si x lt ..., Xn son numeros distintos, encontrar una funcidn polindmica f% 

de grado n — 1 que tome el valor 1 en Xj y 0 en x } para j ^ /. Indica- 
cion: El producto de todos los (jc — jc,) para j ^ i es 0 en x } si / ^ i. 
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(Este producto es designado generalmente por 

n 

n (*- *>)> 

donde el simbolo II (pi mayiiscula) desempena para productos el mismo 
papel que 2 para sumas.) 

(b) Encontrar ahora una funcion polinomica de grado n —1 tal que /(x,) = a t , 
donde a lt .... o» son niimeros dados. (Utih'cense las funciones fi de la 
parte (a). La fdrmula que se obtenga es la llamada ((formula de interpo- 
lacion de Lagrange».) 

(a) Demostrar que para cualquier funcion polinomica / y cualquier nume- 
ro a existe una funcion polindmica g y un numero b tales que fix) — 
= (x — a)g(x) + b para todo x. (La idea es esencialmente dividir fix) 
por (x — a) mediante la division larga hasta encontrar un resto constante. 
Por ejemplo, el cdlculo 

x 2 +x —2 

x — l)x s —3x + 1 

x* —X 2 _ 

x 2 — 3x 

x 2 —x 

^2x+ 1 
—2x + 2 
-1 

hace ver que x 3 — 3x + 1 = (x—l)(x 2 + x — 2)—1. Es posible dar 
una demostracidn formal por induccidn sobre el grado de /.) 

(b) Demostrar que si f(a ) = 0, entonces fix) = (x — a)gix) para alguna fun- 
cidn polinomica g. (La reci'proca es evidente.) 

(c) Demostrar que si f es una funcidn polindmica de grado n, entonces f 
tiene a lo sumo n raices, es decir, existen a lo sumo n numeros a tales 
que fid) = 0. 

(d) Demostrar que para todo n existe una funcidn polindmica de grado n 
con raices. Si n es par, encontrar una funcidn polindmica de grado n sin 
raices, y si n es impar, encontrar una con una sola raiz. 
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8. i,Para que numeros a, b, c y d la funcion 


m = 


ax + d. 
cx + b 


satisface f(f(x)) — x para todo jc? 

9. (a) Si A es un conjunto cualquiera de numeros reales, defmase una fun¬ 
cion C A como sigue: 


C A {x) = 


1, si x esta en A 
0, si x no est£ en A. 


Encuentrense expresiones para C A r\ B > C A \jb y CR_A>en terminos de C A 
y C B . (El simbolo A n B ha sido definido en este capitulo, pero los otros 
dos pueden ser nuevos para el lector. Se pueden definir como sigue: 
A uB = {x: x esta en A o x esta en /*}, 

R— A = {x: * esta en R, pero x no esta en A}.) 

(b) Supongase que / es una funcion tal que /(jc) = 0o 1 para todo x. De- 
mostrar que existe un conjunto A tal que / = C A . 

(c) Demostrar que f — f~ si y solo si / = C A para algun conjunto A. 

10. (a) i,P ar a que funciones / existe una funcion g tal que / = £ 2 ? Indicacidn: 
El lector puede de seguro dar la respuesta adecuada si se sustituye ((fun¬ 
cion# por «numero». 

(b) 6Para que funcion / existe una funcion g tal que / = 1/g? 

*(c) ^Para que funciones bye podemos encontrar una funcion x tal que 


(*0O) 2 + + c(t ) = 0 

para todos los numeros /? 

(d) c Que condiciones deben satisfacer las funciones a y b si ha de existir 
una funcion x tal que 

a{t)x(t) + b{t) = 0 

para todos los numeros tl ^Cuantas funciones x de estas existiran? 

11. (a) Supongase que H es una funcion e y un niimero tal que //(//(v)) = y. 
^Cual es el valor de 

• • (H(y) • • .) ? 


80 vcoe« 
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(b) La misma pregunta sustituyendo 80 por 81. 

(c) La misma pregunta si H(H(y)) = H(y). 

*(d) Encuentrese una funcidn H tal que H(H(x)) = Hix) para todos los nu- 
meros * y tal que H(l) =36, H( 2) = ir/3, //(13) = 47, H( 36) = 36, 
H(nj 3) = jt/ 3, //(47) = 47. (No se intente «despejar» //(*); existen mu- 
chas funciones H que satisfacen H(H(x)) = H{x). Las demds condiciones 
impuestas a H se han dado para orientar acerca de la manera de en- 
contrar un H adecuado.) 

*(e) Encontrar una funcidn H tal que H(H(x)) = H(x) para todo x y tal que 
//(1) = 7, //(17) =18. 

12. Una funcidn / es par si f(x) = /(—*), e impar si /(jc) = —/(—jc). Por ejem- 
plo, f es par si f(x) = jc 2 o /(jc) = Jjr| o fix) = cos jc, mientras que f es impar 
si f(x) = jc o /(j:) = sen x. 

ia ) Determinar si / + g es par. impar o no necesariamente ninguna de las 
dos cosas, en los cuatro casos obtenidos al tomar / par o impar y g par 
o impar. (Las soluciones pueden ser convenientemente dispuestas en 
una tabla 2 x 2.) 

(b) Hagase lo mismo para f-g. 

(c) Hdgase lo mismo para f°g. 

(d) Demostrar que para toda funcidn par / puede escribirse fix) = g(|*|), 
para una infinidad de funciones g. 

*13. (a) Demostrar que cualquier funcidn / con dominio R puede ser puesta en 
la forma / = £ + (?, con E par y O impar. 

(b) Demudstrese que esta manera de expresar / es unica. (Si se intenta re¬ 
solver primero la parte (b) «despejando» E y O, se encontrard proba- 
blemente la solucidn a la parte (a).) 

14. Si f es una funcidn cualquiera. definir una nueva funcidn \f\ mediante 
l/|(*) — \f(x)\- Si / y g son funciones, definir dos nuevas funciones, max if, g) 
y min (/, g), mediante 

mix if, g%x) - mix (fix), g(x)), 
mfn (f, g)ix) = mfn (fix), gix)). 

Encontrar una expresidn para mix if, g) y mfn (f,g) en terminos de | |. 

15. (a) Demostrar que f — mix (/, 0) + mfn ( f, 0). Esta manera particular de es- 

cribir f es bastante usada; las funciones mix(f,Q) y mfn(/, 0) se llaman 
respectivamente parte positive y parte negativa de f. 

(b) Una funcidn f se dice que es no negativa si f(x) > 0 para todo x. De¬ 
mostrar que para cualquier funcidn / puede ponerse / = g — h de infi- 
nitas maneras con g y h no negativas. (La «manera corriente» es g = 
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= max if, 0) y h = —min if, 0). lndicacion: Cualquier numero puede 
ciertamente expresarse de infinitas maneras como diferencia de dos nu- 
meros no negativos. 

*16. Supongase que / satisface fix + y) = fix ) 4- fiy) para todo x c y. 

(a) Demostrar que fix x + ... + x n ) = fixf + ... + fix n ). 

(b) Demostrar que existe algun numero c tal que fix ) = cx para todos los 
numeros rationales x (en este punto no intentamos decir nada acerca 
de fix) cuando x es irracional). lndicacion: Piensese primero en cdmo 
debe ser c. Demostrar luego que fix) = cx, primero cuando x es un en- 
tero, despues cuando x es eli reciproco de un entero, y finalmente para 
todo racional x. 

*17. Si fix) = 0 para todo x, entonces f satisface fix + y) = fix) + fiy) para todo x 
e y y tambien fix-y) — fix) fiy) para todo x e y. Supongase ahora que / satis¬ 
face estas dos propiedades, pero que fix) no es siempre 0. Demostrar que 
fix) = jc para todo x como sigue: 

(a) Demostrar que /(l) = 1. 

(b) Demostrar que fix) = jc si x es racional. 

(c) Demostrar que fix) > 0 si x > 0. (Esta parte es artificiosa, pero habiendo 
puesto atencion a las observaciones filosoficas que van con los problemas 
de los dos ultimos capitulos, se sabrd lo que hacer.) 

(d) Demostrar que fix) > fiy) si x>y. 

(e) Demostrar que fix) = x para todo jc. lndicacion: Hagase uso del hecho 

de que entre dos numeros cualesquiera existe un numero racional. 

*18. tQue condiciones precisas deben satisfacer f, g, h y k para que fix)giy) — 
— hix)kiy) para todo jc e yl 

*19. (a) Demostrar que no existen funciones / y g con alguna de las propiedades 
siguientes: 

(i) /(*) + g(y ) = xy para todo x e y. 

(ii) fix) * giy) = x + y para todo x e y. 

lndicacion: Tratese de obtener informacion acerca de / y g eligiendo 
valores particulares de jc e y. 

(b) Hallar funciones f y g tales que fix + y) = gixy) para todo x e y. 

*20. (a) Hallar una funcion f que no sea constante y tal que |/(y) — fix )| < |y — x\. 
(b) Supongase que fiy) — fix) < (y — jc ) 2 para todo jc e y. (i,Por que esto 

implica | fiy) — /(jc)|<(y — jc) 2 ?) Demostrar que f es una constante. 

lndicacion: Dividase el intervalo [jc, y] en n partes iguales. 
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21. Demostrar o dar un contraejemplo de las siguientes proposiciones: 


(a) / 0 (g + h) = / 0 g + / 0 h. 

(b) (g + h) ° / = g o / + h ° /. 

(c) -— — ~°g’ 
f°g f 


(d) 


1 


f°g 


f 


e> 


22. (a) Supongase que g — h°f. Demostrar que si fix) = fiy), entonces g(x) = g(y). 
(b) Recfprocamente, supdngase que / y g son dos funciones tales que g(jt) = 

= g0>) siempre que f(x) = fiy). Demostrar que g = h°f para alguna 
funcidn h. Indicacion: Intentese definir h(z) cuando z es de la forma 
z = fix) (estos son los unicos z que importan) y aplicar la hipdtesis para 
demostrar que la definicion es consistente. 

23. Supongase que f°g = l donde /( x) = x. Demostrar que 

(a) Si x^y, entonces gix)^giy). 

(b) Todo numero b puede escribirse b — f(a) para algun numero a. 

*24. (a) Sup6ngase que g es una funcion con la propiedad de ser g(x)y£giy) si 
x^y. Demuestrese que existe una funcidn / tal que / ° £ = /. 

(b) Supongase que / es una funcidn tal que todo numero b puede escribirse 
en la forma b = fia) para algun numero a. Demostrar que existe una 
funcidn g tal que / ° g = /. 

*25. Hallar una funcidn / tal que g°f = l para alguna funcidn g, pero tal que 
no exista ninguna funcion h con f°h = I. 

*26. Supdngase / °g = /y/|o/ = /. Demostrar que g = h. Indicacidn: Aplfquese 
el hecho de que la composicidn es asociativa, 

27. (a) Supongase fix) =* x + 1. ^Existen funciones g tales que / ° g = g° /? 

(b) Supdngase que / es una funcion constante. £Para que funciones g se cum- 
pie / ° g = g ° /? 

(c) Supongase que f°g s =g°f para todas las funciones g. Demostrar que / 
es la funcidn identidad fix) = x. 

28. (a) Sea F el conjunto de todas las funciones cuyo dominio es R. Demu6s- 

trese que con las definiciones de + y • dadas en este capitulo, se cum- 
plen todas las propiedades P1-P9, excepto P7, siempre que 0 y 1 se 
interpreten como funciones constantes. 

(b) Demostrar que P7 no se cumple. 
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*(c) Demostrar que no pueden cumplirse P10-P12. En otros terminos, demos- 
trar que no existe ninguna coleccion P de funciones en F, tales que 
P10-P12 se cumplen para P. (Es suficiente, y esto simplificara las cosas, 
considerar sdlo funciones que sean 0, excepto en dos puntos jc 0 y x x .) 

(d) Supongase que se ha definido / < g en el sentido de que f(x ) < #(*) para 
todo x. ^Cuales de las propiedades P'IO-P'13 (del probiema 1-8) se cum¬ 
plen ahora? 

(e) Si f < g, ise cumple ho fKhogl ^Es f°h<g°hl 
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APENDICE. PARES ORDENADOS 

No solo en la definicion de funciones, sino tambidn en otras partes del libro 
es necesario aplicar el concepto de par ordenado de objetos. Todavia no hemos 
dado una definicion, ni siquiera hemos dicho exphcitamente cuales son las pro- 
piedades que ha de tener un par ordenado. La propiedad que vamos a exigir dice 
formalmente que un par ordenado (a, b ) debe quedar determinado por a y b y 
por el orden en que a y b vienen dados: 

si (a, b) = ( c , d ), entonces a — c y b = d. 

Se pueden tratar muy comodamente los pares ordenados introduciendo sim- 
plemente {a, b) como un t^rmino sin definir y adoptando como axioma la propie¬ 
dad basica; al ser esta propiedad el unico hecho importante acerca de pares 
ordenados, no hace falta preocuparse demasiado acerca de lo que un par ordenado 
«realmente» es. El lector que encuentre satisfactorio este tratamiento no hace falta 
que lea mds. 

Lo que queda de este corto ap^ndice va dedicado a aquellos lectores que no 
se sientan satisfechos si no se definen de algun modo los pares ordenados y de tal 
manera que la propiedad b&sica pase a ser un teorema. No existe motivo alguno 
para que restrinjamos nuestra atencion a los pares ordenados de numeros; igual 
de razonable e igual de importante es disponer de la nocion de par ordenado de 
dos objetos matematicos cualesquiera. Esto significa que nuestra definiciOn debe 
encerrar solamente conceptos comunes a todas las ramas de la matemdtica. El 
unico concepto comun presente en todas las zonas de la matemdtica es el de con- 
junto, y los pares ordenados (lo mismo que cualquier otra cosa en matemdticas) 
pueden ser definidos en este contexto; un par ordenado resultard ser un conjunto 
de naturaleza bastante especial. 

El conjunto {a, b} que contiene a los dos elementos a y b podria parecer lo 
adecuado como definicidn de (a, b), pero como definicion no vale puesto que a 
partir de {a, b) no hay manera de saber cuil de los dos a o b ha de ser tenido 
por primer elemento. M£s a propdsito resulta el peculiar conjunto: 

‘ r> ! 1 {{a}, {a, £}|. 

Este conjunto tiene dos elementos, cada uno de los cuales es a su vez un conjunto; 
un elemento es el conjunto { a } que contiene a a como unico elemento, y el otro 
elemento es el conjunto {a, b). Aunque pueda parecer chocante, vamos a tomar 
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a este conjunto como definicion de (a, b). La eleccidn quedar£ justificada con el 
teorema que sigue a la definicion; se ver£ que esta definicidn cumple su cometido 
y realmente ya no quedar& nada importante que decir. 

DEFINICI6N 


(<*, b) = |{a|, {a, 6}}. 


TEOREMA 

Si (a, b) = ( c, d), entonces a — c^jb — d. 

DEMOSTRACI6N 
La hipotesis significa que 

{{«}» {a, ^}) = {{*), [cy d)\. 

Ahora bien, {(a), {a, />}} contiene justamente dos elementos {a} y {a, b) y a es 
el unico elemento comun a estos dos elementos de {(a), { a , b)}. Del mismo modo, 
es c el unico elemento comun a los dos elementos de {(cl, ic, d)}. Por lo tanto, 
a = c. Asi, pues, tenemos 

H«}> b \ 1 = \a,d\), 

y solamente queda por demostrar que b — d. Conviene distinguir dos casos. 

Caso 1. b = a. En este caso, {a, b } = {a}, de modo que el conjunto {(a), ia, 61} 
tiene en realidad un solo elemento que es {a}. Lo mismo vale para {(a), (a, d )}, de 
modo que {a, d) — {a}, lo cual implica d = a = b. 

Caso 2. b=£a. En este caso, b pertenece a uno de los elementos de {(a>, (a, b )}, 
pero no al otro. Debe, por lo tanto, cumplirse que b pertenece a uno de los ele¬ 
mentos de {{a}, (a, d)}, pero no al otro. Esto solamente puede ocurrir si b per¬ 
tenece a {a, d), pero no a {a}; asi, pues, b = a o b = d, pero b=£a, con lo 
que b = d. 
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Si a un matemdtico se le mencionan los numeros reales es probable que, sin el 
quererlo, se forme en su mente la imagen de una recta. Y es probable tambien 
que el ni rechazara ni tampoco acogera con demasiado entusiasmo esta repre- 
sentacidn mental de los numeros reales. La «intuicion geometrica® le permitird 
interpretar proposiciones acerca de numeros en funcion de esta imagen y posi- 
blemente incluso le sugerira metodos para demostrarlas. Aunque las propiedades 
de los numeros reales que se estudiaron en la parte 1 se prestan poco a ser repre- 
sentadas por una imagen geometrica, una tal representacidn sera muy util en la 
parte II. 

El lector estard ya, probablemente, familiarizado con el metodo convencional 
de considerar la linea recta como una imagen de los numeros reales, es decir, de 
asociar a cada numero real un punto de una recta. Para hacer esto (figura 1) 
tomamos arbitrariamente un punto al que llamamos 0 y otro punto a la derecha 

_i_i_i_i_i_i— 

-1 ,« Oil 2 3 

FIGURA 1 ; 

al que llamamos 1. Al punto situado a distancia doble a la derecha le llamamos 2, 
al punto que dista de 0 lo mismo que 1, pero situado a la izquierda de 0, le 11a- 
mamos —I, etc. Con esta definicidn, si a < b, entonces el punto correspondiente 
a a qudda a la izquierda del punto correspondiente a b. Podemos tambien dibujar 
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numeros racionales, tales como L de la manera sabida. Se puede admitir como 
evidente que los numeros irracionales encajan en este esquema, de tal modo que 
todo numero real puede ser dibujado como punto de una recta. No insistiremos 
demasiado en querer justificar esta suposicion, puesto que este metodo de «dibu- 
jar» ndmeros es unicamente un metodo de representar ciertas ideas abstractas 
y nuestras demostraciones no se apoyardn nunca en estas imagenes (aunque fre- 
cuentemente las usaremos para sugerir o para hacer mas comprensible una de- 
mostracion). Debido a que esta imagen geometrica, aun no siendo esencial, desem- 
pena un papel tan prominente, al hablar de numeros se utiliza con frecuencia la 
terminologia geometrica; a un numero se le da, a veces, el nombre de punto, 
y R recibe a veces, el nombre de recta real 

El numero | a — b | tiene una interpretation sencilla en funcidn de esta imagen 
geometrica: es la distancia entre a y b, la longitud del segmento rectih'neo que 
tiene por extremos a y b. Esto significa, eligiendo un ejemplo que, por la fre¬ 
cuencia con que se presenta merece consideration especial, que el conjunto de 
los numeros x que satisfacen |jt — a\ <£ puede ser interpretado como el conjunto 
de puntos cuya distancia a a es menor que £. Este conjunto de puntos es el «in¬ 
tervalo* de a — £ a a + £, que puede ser tambien descrito como los puntos corres- 
pondientes a numeros x con a — e < jc < a + £ (figura 2). 

-t —» - 

d £ d a - f- c 

FIGURA 2 

Los conjuntos de puntos que corresponden a intervalos surgen con tanta fre¬ 
cuencia que es conveniente disponer de nombres especiales para ellos. El con¬ 
junto {x.a < x < b} se designa por (a, b) y es llamado intervalo abierto de a a b. 
Esta notacion da origen, naturalmente, a cierta ambiguedad, puesto que (a, b) se 
usa tambien para designar un par de numeros, pero queda siempre claro (o puede 
ser aclarado facilmente) por el contexto, si de lo que se habla es de un par o de 
un intervalo. Notese que si a > b, entonces {a, b) = 0, el conjunto sin elementos; 
en la practica, sin embargo, se supone casi siempre {exphcitamente si se ha tenido 
cuidado o de otro modo implfcitamente) que siempre que se habla de un inter¬ 
valo ( a , b ), el numero a es menor que el b. 

El conjunto {x:a<x<b} se designa por [a, b] y recibe el nombre de inter¬ 
valo cerrado de a a b. Este simbolo se reserva por lo general para el caso a < b, 
pero algunas veces se utiliza tambien para a = b. Las representaciones usuales 
para los intervalos (a, b) y [a, b] se pueden ver en la figura 3; al no haber nin- 
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a h ah 

-f- ) ----- 

intervalo abierto (a, b ) intcrvalo cerrado [a, 61 


- ) - 

intervalo (— a) 

a 

- (- 

intervalo (a, «) 


a 

--- ♦ 

intervalo (— a] 


intervalo [a, oo) 

FIGURA 3 


guna image n que pueda indicar con aceptable exactitud la diferencia entre los 
dos intervalos, se han adoptado distintos convenios. La figura 3 muestra tambien 
ciertos intervalos «infinitos». El conjunto {x:x> a) se designa por (a, oo), mien- 
tras que el conjunto {x\x> a) se designa por [a, oo); los conjuntos (— oo, a) 
y (— oo, a] se definen del mismo modo. En este punto es obligado hacer una adver- 
tencia: Los simbolos oo y — oo, aunque corrientemente se leen «infinito» y «menos 
infinito# son meramente sugestivos; no existe ningun numero «oo» que satisfaga 
oo > a para todos los numeros a. Aunque los simbolos oo y — oo aparecen en 
muchos contextos, es siempre necesario definir estos usos en terminos que hagan 
referenda solamente a numeros. El conjunto R de todos los numeros reales se 
considera tambidi como un «intervalo* y se designa a veces por (— oo, oo). 

De mayor interns para nosotros que un metodo para dibujar numeros es un 
metodo para dibujar pares de numeros. Este procedimiento, probablemente co- 
nocido tambien por el lector, requiere un «sistema de coordenadas», dos lineas 
rectas que se cortan en &ngulo recto. Para distinguir estas rectas llamamos a una 
de ellas eje horizontal y a la otra eje vertical . (Quizds desde un punto de vista 
Idgico sea preferible una terminologfa mds prosaica tal como «primero» y «segun- 
do» eje, pero como siempre se suelen coger los libros y desde luego los encerados 
de la misma manera, resulta mds descriptivo decir «horizontal* y «vertical*. Cada 
uno de los dos ejes podrfa ser descrito mediante niimeros reales, pero tambien 
podemos designar los puntos del eje horizontal mediante pares (a, 0) y los puntos 
del eje vertical mediante pares (0, b), de manera que la intersection de los dos 
ejes, el «origen» del sistema de coordenadas, sea designado por (0, 0). Cualquier 
punto (a, b) se podrd trazar ahora como en la figura 4 en el vertice del rectdngulo 
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(0, b) t 

(-1,1). 

_(a, b) 

1 

• i* ]) ! 

i 

i 

, 4 


(0, 0) 'o, o) 

• 

• 

(-1, -1) 

(1, -1) 


FIGURA 4 


cuyos otros tres vertices son los designados por (0, 0), (a, 0) y (0, b). Los nume- 
ros a y b reciben respectivamente los nombres de primera y segunda coordenada 
del punto determinado de esta manera. 

Recordemos que lo que realmente nos interesa es hallar un metodo para 
dibujar funciones. Puesto que una funcion no es mas que una coleccion de pares 
de numeros, el trazado de una funcion se reduce a trazar cada uno de los pares de 
la misma. El dibujo asf obtenido recibe el nombre de grafica de la funcion. En 
otros terminos, la gr£fica contiene todos los puntos correspondientes a pares 
(*, fix)). Puesto que la mayor parte de las funciones contienen infinitos pares, el 
trazado de una grafica parece tener que ser una laboriosa tarea, pero de hecho 
muchas funciones son faciles de dibujar. 

No es de sorprender que las funciones mas sencillas, las funciones constantes 
f{x) = c, tengan las graficas mas sencillas. Es facil ver que la grafica de la fun¬ 
cion fix ) = c es una recta paralela al eje horizontal, a distancia c de el (figura 5). 

Las funciones /(jc) = cx tienen tambien graficas particularmente sencillas; 
lineas rectas que pasan por (0, 0), como en la figura 6. Una demostracion de 



f(x) = 1 




fix) = -i 





FIGURA 5 


FIGURA 6 
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este hecho se indica en la figura 7: Sea x un numero distinto de 0 y sea L la recta 
que pasa por el origen O que corresponde a (0, 0) y por el punto A correspondiente 
a (jc, cx). Un punto A' con primera coordenada y estara sobre L siempre que el 
triangulo A'B'O sea semejante al triangulo ABO, asi, pues, siempre que 

A' B ' _ AB _ 

OB' OB ~ C> 

esta es precisamente la condition de que A' corresponda al par ( y, cy), es decir, 
que A' este sobre la grafica de /. En el argumento se ha supuesto implfcitamente 
que c > 0, pero los otros casos se tratan de modo igualmente facil. El numero c que 
mide la razon entre los lados que aparecen en la demostracion, recibe el nombre 
de pendiente de la recta, y toda recta paralela a esta se dice tambien que tiene 
pendiente c. 



Esta demostracion no ha sido numerada ni tampoco tratada como demostra- 
cion formal. De hecho, para una demostracion rigurosa haria falta una digresion 
para la cual no estamos preparados. La demostracion rigurosa de cualquier pro- 
posicion que relacione conceptos algebra icos y geometricos requeriria en primer 
lugar una verdadera demostracion (o una aceptacion explicita) de que los puntos 
de una Hnea recta se oorresponden exactamente con los numeros reales. Aparte de 
esto seria necesario desarrollar la geometria plana con la misma precision con 
que pretendemos desarrollar las propiedades de los numeros reales. Ahora bien, 
el desarrollo detallado de la geometria plana es ciertamente un hermoso tema, 
pero en ningun modo es requisito previo para el estudio del calculo. Utilizaremos 
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imdgenes geometricas solamente como una ayuda para la intuicion; para nues- 
tros fines (y para la mayor parte de las matemdticas) es perfectamente satisfactorio 
definir el piano como el con junto de todos los pares de numeros reales, y definir 
las rectas como ciertas colecciones de pares, incluyendo, entre otras, las coleccio- 
nes {( x, cx):x un numero real}. Para dotar a esta geometria, artificialmente cons- 
truida, de toda la estructura de la geometria que se estudia en bachillerato hace 
falta una definicion mas. Si (a, b) y (c, d) son puntos del piano, es decir, pares 
de numeros reales, definimos la distancia entre (a, b) y (c, d) como 

V( a - cY + (b - d)\ 

Si no esta claro lo que motiva esta definicion, la figura 8 puede servir como 
explication adecuada; con esta definicion el teorema de Pitagoras ha sido incor- 
porado a nuestra geometria.* 

Volviendo una vez mds a nuestra imagen geometrica informal, no es diffcil 
ver (figura 9) que la grafica de la funcion f(x) — cx + d es una recta de pen- 



diente c que pasa por el punto (0, d). Por esto, las funciones f(x) — cx + d 
reciben el nombre de funciones lmeales. Aunque sencillas, las funciones lineales 


* El lector escrupuloso podria objetar esta definicion diciendo que los numeros negativos no se sabe 
que tengan ralces cuadradas. Esta objecion es verdaderamente incontestable por el momento; la de- 
finicion tendra que ser aceptada con reservas hasta que sea dilucidado este punto. 
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se presentan con frecuencia y el lector deberia sentirse comodo trabajando con 
ellas. El siguiente es un ejemplo ti'pico cuya solucion no debe presentar dificultad. 
Dados dos puntos distintos (a, b) y (c, d), hallar la funcion lineal / cuya grafica 
pasa por (a, b) y ( c, d). Esto equivale a decir que f(a) = b y f{c) = d. Si / ha de 
ser de la forma /( jc) = ocx + 0, entonces se debe tener 

aa + 0 = b, 
ac + 0 = d; 

por lo tanto, a = (d — b)/(c — a) y 0 = b — [(d — b)/(c — a)]a, de mane- 
ra que 

ff \ d ~ b , , d — b d — b 

f{x) — - x + b - a = - (x — a) + b, 

c — a c — a c — a 


formula facil de recordar usando la forma «punto-pendiente» (vease problema 6). 

Esta solucion es, por supuesto, solamente posible si a ^ c; las graficas de las 
funciones lineales corresponden solamente a rectas no paralelas al eje vertical. Las 
rectas verticales no son graficas de ninguna funcion; de hecho la grafica de una fun¬ 
cion no puede contener ni siquiera dos puntos situados sobre la misma vertical. 
Esta conclusion se desprende inmediatamente de la definicion de funcion; dos pun¬ 
tos sobre la misma vertical corresponden a pares de la forma {a, b) y (a, c ) y, por 
definicion, una funcion no puede contener (a, b) y ( a, c) si b c. Viceversa, si un 
conjunto de puntos del piano tiene la propiedad de que no hay dos puntos situa¬ 
dos sobre la misma vertical, entonces dicho conjunto es la grafica de una funcion. 
Asi, los dos primeros conjuntos de la figura 10 no son graficas de funciones y los 
dos ultimos si lo son; notese que el cuarto es la grafica de una funcion cuyo do- 
minio no es todo R, pues algunas lineas verticales no tienen sobre ellas ningun pun- 
to del conjunto. 

Despues de las funciones lineales, quizas la funcion mas simple sea f{x) = x 2 . 
Si trazamos algunos de los pares de f, es decir, algunos de los pares de la for¬ 
ma (x, x 2 ), obtenemos una imagen como la de la figura 11. 

No es dificil convencerse de que todos los pares (jc, jc 2 ) estan sobre una curva 
como la que se ve en la figura 12; esta curva es conocida por el nombre de 
parabola. 

Puesto que una grafica no es sino un dibujo sobre papel, hecho (en este caso) 
con tinta de imprenta, la pregunta «i,Es esta la forma verdadera de la grafica?* 
es dificil de formular con sentido. Nunca es un dibujo realmente correcto puesto 
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que toda lfnea tiene un grueso. Sin embargo, hay algunas preguntas que se pueden 
hacer: por ejemplo, <,de que forma se puede estar seguro que la grafica no tiene 
el aspecto de uno de los dibujos de la figura 13? Es facil ver e incluso demostrar 
que la grafica no puede tener el mismo aspecto que (a); pues si 0 < x < y, 
entonces x 2 < y 2 , de manera que la grafica deberia ser mas alta en y que en x, 
lo cual no es el caso en (a). Es tambien facil ver, dibujando sencillamente una gra¬ 
fica muy exacta, trazando en primer lugar muchos pares (x, x 2 ), que la grafica no 
puede tener un gran «salto» como en (b) o un «angulo» como en (c). Para demos- 





FIGURA 13 

trar esto, sin embargo, necesitamos primero decir de manera matcmatica, que 
quiere decir que una funcion tenga un «salto» o un «angulo»; estas ideas encierran 
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ya algunos de los conceptos fundamentals del cdlculo. Eventualmente podremos 
definirlas con rigor, pero mientras tanto el lector puede entretenerse intentando 
definir estos conceptos y examinando despues criticamente sus definiciones. Estas 
definiciones pueden ser comparadas luego con las establecidas por los matemdti- 
cos. Aquellos para quienes la comparacion resulte favorable merecen ciertamente 
la enhorabuena. 

Las funciones fix ) = x" para los distintos numeros naturales n son, a veces, 
llamadas funciones potenciales. Resulta facil comparar sus graficas como en la 
figura 14, dibujando varias a la vez. 



FIGURA 14 

Las funciones potenciales son solamente casos especiales de las funciones poli- 
nomicas introducidas en el capi'tulo anterior. En la figura 15 se han trazado dos 
graficas, mientras que en la figura 16 se trata de dar una idea general de la fun- 
cion polinomica 


f(x ) = a n x n + a n -\x n 1 + * * * + < 2 0 , 


en el caso a* > 0. 
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FIGURA 15 

En general, la grafica de / tendra a lo sumo n — 1 «cumbres» o «valles# (una 
«cumbre» es un punto como el (jc, f(x)) de la figura 16, mientras que un «valle» 
es un punto como el (y, f(y)). El numero de cumbres y valles puede, en realidad. 



FIGURA 16 



ser mucho m£s pequeno (las funciones potenciales, por ejemplo, tienen a lo sumo 
un valle). Aunque estas proposiciones se formulan Mcilmente, no intentaremos 
siquiera demostrarlas hasta la parte III (una vez que se disponga de los eficaces 
m&odos de la parte III, las demostraciones serin muy ficiles). 
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La figura 17 muestra las grdficas de varias funciones racionales. Las funcio- 
ncs racionales exhiben todavfa mayor variedad que las funciones polindmicas, 
pero su comportamiento serd tambidn fdcil de analizar una vez que se pueda 
hacer uso de la derivada, el instrumento bdsico de la parte Ill. 



FIGURA 17 


Muchas grdficas interesantes pueden construirse «juntando» las grdficas de 
funciones ya estudiadas. La grdfica de la figura 18 estd compuesta totalmente por 
rectas. La funcidn / con esta grdfica satisface 

/© 

'(v) 

/(*) « 1, \x\ > 1, 

y es una funcidn lineal en cada intervaio [l/(n + 1), \jn] y [—1 fn, —l/(n + 1)]. 
(El rnhnero 0 no pertenece al dominio de /.) Se puede escribir, por supucsto, una 
fdrmula explfcita para f{x), cuando x estd en [l/(n + 1), lIn ]; dste es un buen 
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cjercicio en el uso de funciones lineales y con 61 se convencera el lector que una 
buena imagen vale m£s que cien palabras. 

En realidad, existe una manera mucho m&s sencilla de definir una funcidn 
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con esta misma propiedad de oscilar infinidad de veces en la proximidad de 0, 
utilizando la funcion seno. En el capitulo 15 estudiaremos con detalle esta fun- 
cidn y en particular la medida en radianes; de momento sera mas facil usar me- 
didas en grados para ingulos. La grafica de la funcion seno se muestra en la 
figura 19 (se ha modificado la escala sobre el eje horizontal para que la grafica 
quede mas clara; ademas de otras importantes propiedades matematicas, la me¬ 
dida en radianes tiene la ventaja de que estos cambios de escala son innecesarios). 

Consideremos ahora la funcion fix) = sen 1/x. La grafica de / se puede ver 
en la figura 20. (Para dibujar esta grafica conviene observar primero que 


/(*) = o 
/(*) = 1 
/(*) = ~1 


para x 


J_1_1_ 

180’ 360’ 540' 


para x = 


para x = 


1 1 1 
90* 90 + 360’ 90 + 72o’ 
11 1 
270’ 270 -f 360' 270 + 720 


i 



Notese que cuando x es grande, de modo que 1/x es pequeno, fix ) es tambien 
pequeno; cuando x es «grande negativo», es decir, cuando \x\ es grande con 
x negativo, de nuevo esta fix ) proxima a 0, aunque es fix) < 0. 



FIGURA 20 


Una modificacion interesante de esta funcion es fix) = x sen 1/x. La grafica 
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FIGURA 21 


de esta funcion se esboza cn la figura 21. Puesto que sen 1/x oscila infinidad de 
veces en la proximidad de 0 entre 1 y —1, la funcidn fix) = x sen 1/x oscila infi¬ 
nidad de veces entre x y — x. El comportamiento de la grdfica cuando x es grande 
o grande negativo es mas diffcil de analizar. Puesto que sen 1/x se va aproxi- 
mando a 0. mientras que x se va haciendo cada vez mds grande parece que no 
pueda haber manera de poder decir cdmo va a ser el producto. Este producto se 
podrd hallar, pero este es otro asunto que es mejor diferir hasta la parte III. La 
grdfica de fix) — x 2 sen 1/x se ha trazado tambidn (figura 22). 

Para estas funciones infinitamente oscilantes no se puede esperar que la grd- 
fica sea realmente «exacta». Lo mds que se puede hacer es trazar una parte de 
ella, dejando la parte prdxima a 0 (que es la parte interesante). En realidad es 
fdcil encontrar funciones mucho mds sencillas cuya grdfica no puede ser trazada 
con «exactitude Las grdficas de 



x < 1 

X > 1 


y 


gto = 


I x\ X < 1 
12, x > 1 


solamente se pueden distinguir mediante un convenio parecido al usado para in- 
tervalos abiertos y cerrados (figura 23). 
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La grdfica de / debe contener infinitos puntos sobre el eje horizontal y tambien 
infinitos puntos sobre una recta paralela al eje horizontal, pero no debe contener 
totalmente ninguna de estas rectas. La figura 24 nos ensena la imagen corriente 
de esta grafica en los libros de texto. Para distinguir las dos partes de esta grafica. 



1, x racional 
0, x irracional 


los puntos se han puesto mas juntos sobre la li'nea correspondiente a jc irracional. 
(Existe, en realidad, una razon matematica que jfistifica este convenio, pero estd 
basada en algunas ideas que se introducen en los problemas 20-5 y 20-6.) 

Las peculiaridades exhibidas por algunas funciones son tan sugestivas que es 
facil olvidar algunos de los m£s importantes y mas sencillos subconjuntos del 
piano que no son grificas de funciones. El ejemplo mas importante entre todos 
es el del circulo. Un ci'rculo de centro (a, b) y radio r > 0 contiene, por definicion, 
todos los puntos (jc, y ) cuya distancia a (a, b ) es igual a r. El ci'rculo estd for- 
mado asi (figura 25) por todos los puntos (jc, y ) con 

V(x - a) 2 + (jy - b) 2 - r 


o 

(jc — a) 2 -f (y — b) 2 — r 2 . 

El ci'rculo de centro (0, 0) y radio 1, considerado a menudo como una especie 
de patrdn, recibe el nombre de circulo unidad. 

Un pariente prdximo del ci'rculo es la elipse. Se define 6sta como el conjunto 
de puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos es constante. (Cuando los 
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dos puntos fijos coincides se obtiene el circulo.) Si se toman los puntos fijos 



FIGURA 25 

como (— c, 0) y ( c, 0) y la suma de distancias se toma como 2 a (el factor 2 sim- 
plifica los calculos), entonces (x, y) esta sobre la elipse si y solo si 

V(* - (-«))’++ V(x - c) 2 + f - 2a 

o 

y/(x + c) 2 + y 2 = 2a — (x — c) 2 -f y 2 
o 

x 2 + lex + c 2 -+* y 2 — 4a 2 — 4<z \/( x — c ) 2 + y 2 + x 2 — 2cx + c 2 + y 2 
o 

4 {cx — a 2 ) = —4 a y/ {x — c ) 2 + y 2 
o 


o 


o 


c 2 x 2 — 2 exa 2 + a 4 = a 2 (x 2 — 2 cx + c 2 + y 2 ) 


(c 2 — a 2 )* 2 — a 2 y 2 = a 2 (r 2 — a 2 ) 
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Esto se suele escribir sencillamente 


£ . r = i 

a 2 b 2 


donde b = sj a 2 — c 2 (puesto que es claro que se debe elegir a > c, se sigue que 
a 2 — c 2 > 0). En la figura 26 se exhibe la imagen de una elipse. La elipse corta 
al eje horizontal cuando y = 0, de manera que 




y corta al eje vertical cuando x = 0, de manera que 



y = ±b. 


La hiperbola se define de manera analoga, solo que ahora requeriremos que 
sea constante la diferencia de las dos distancias. Eligiendo de nuevo los puntos 
(— c, 0) y (c, 0) y tomando 2 a como diferencia constante se obtiene como condi- 
ci6n de que (or, y) este sobre la hiperbola, 

V(* -f c ) 2 -b y 2 — V(x — cY + y 2 = ±2a, 
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lo que, simplificando, da 



Sin embargo, en este caso se debe elegir c > a, de manera que a 2 — c 2 < 0. 
Si b = V c 2 — a 2 , entonces ( x, y) esta sobre la hiperbola si y sdlo si 



La imagen se puede ver en la figura 27. Contiene dos tramos, porque la diferencia 
entre las distancias de (x, y) a (— c, 0) y (c, 0) puede tomarse en dos ordenes dis- 
tintos. La hiperbola corta al eje horizontal cuando y = 0, de manera que x — ±a, 
pero no corta al eje vertical. 



FIGURA 27 


Es interesante (figura 28) comparar la hiperbola que tiene a — b= sfl con 
la grdfica de la funcion f(x) — 1 fx. Las figures tienen el mismo aspecto y los dos 
conjuntos son en realidad identicos, salvo una rotacion de un dngulo de 45° 
(problema 23). 

Es claro que ninguna rotacion del piano podrd convertir circulos o elipses en 
gr&ficas de funciones. Sin embargo, el estudio de estas importantes figures geo- 
m6tricas puede reducirse a menudo al estudio de funciones. Las elipses, por ejem- 



Graficas 


91 



(a) 


FIGURA 28 



(b) 


plo, estdn compuestas por las grdficas de dos funciones, 

f(x ) = b y /1 — ( x 2 /a 2 ), —a < x < a 


y 


g(x) = -bV 1 - (*y a J ), -a<x<a. 


Existen, por supuesto, muchos otros pares de funciones con esta misma propie- 
dad. Por ejemplo, se puede tomar 


y 


/(*) = 


bV 1 - 0 2 /a 2 ), 

-b V\ - (x 2 /a 2 ), 


0 < x < a 
—a < x < 0 


g(x) = 


-b Vl - {x 2 /a 2 ), 

b Vl - (x 2 /a 2 ), 


0 < x < a 
— a < x < 0. 


Podriamos tambien elegir 


-bV 1 - (* 2 /a 2 ), 


x racional, — a < x 
x irracional, --a < x 


VI VI 
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y 

x racional, — a < x < a 
x irracional, — a < x < a. 

Pero todos estos otros pares necesariamente encierran funciones raras que van 
dando saltos. Una demostracion e incluso una formulation precisa de este hecho 
resultaria por el momento demasiado dificil. Aunque el lector haya, probable- 
mente, empezado ya a distinguir las funciones con graficas regulares de las que 
tienen graficas irregulares, resulta muy dificil establecer una definition regular 
de funcion regular.* No es nada facil dar una definition matematica de este con- 
cepto y una gran parte de este libro puede interpretarse como una serie de intentos 
progresivos de establecer las condiciones que debe satisfacer una funcion regular. 
A medida que vayamos definiendo estas condiciones nos preocuparemos de com- 
probar si hemos conseguido realmente seleccionar aquellas funciones que merecen 
el nombre de «regulares». La respuesta sera, por desgracia, siempre «no» o, en el 
mejor de los casos, un «si» condicionado. 


g O) = 


_ I -b V l - (* 2 /* 2 ), 
bV 1 - ( x 2 /a 2 ), 


PROBLEMAS 

1. Indfquese sobre una recta el conjunto de todas las x que satisfacen las si- 
guientes condiciones. Dar tambien un nombre a cada conjunto, utilizando la 
notation para los intervalos (en algunos casos sera necesario tambien el 
signo u). 

(i) |jc — 3| < 1. 

(ii) |x — 31 < 1. 

(iii) \x — a\ < S. 

(iv) l* 2 — 1| < 1- 

(y) rx - 2 - i* 

1 + x 2 

(Vi) —--< a (respondase en terminos de a, distinguiendo varios casos). 

1 + x 2 


* Hemos intentado reflejar el juego de palabras del autor. En la version original la palabra que se 
repite es treasonable*: razonable. (Nota del traductor.) 
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(vii) x 2 + 1 > 2. 

(viii) (x + l)(x — 1)(* — 2) > 0. 

2. Existe un procedimiento muy util para describir los puntos del intervalo cerra- 
do [a, £](suponiendo como siempre que es a < b ). 

(a) Consideremos en primer lugar el intervalo [0, b], para b > 0. Demos- 

trar que si x esta en [0, b], entonces x = tb para un cierto t con 

0 < t < 1. ^Como se puede interpretar el numero ft ^Cual es el punto 
medio del intervalo [0, b]"t 

(b) Demostrar ahora que si x esta en [a, b], entonces x = (1 - t)a + tb para 

un cierto t con 0 < t < 1. Ayuda: Esta expresion se puede poner tam- 

bien en la forma a + t(b - a). ^Cual es el punto medio del intervalo 
[a, bjt ^Cual es el punto que esta a 1/3 de camino de a a b! 

(c) Demostrar a la inversa que si 0 < / < 1, entonces x = (1 - t)a + tb esta 
en [a, £]. 

(d) Los puntos del intervalo abierto (a, b) son los de la forma (1 - t)a + tb 
para 0 < t < 1. 

3. Dibujar el conjunto de todos los puntos (x, y) que satisface las siguientes 
condiciones. (En la mayor parte de los casos la imagen sera una parte apre* 
ciable del piano y no simplemente una recta o una curva.) 

(i) x > y. 

(ii) x + a > y -{- b. 

(iii) y < x 2 . 

(iv) y < x 2 . 

(v) \x-y\<\. 

(vi) lx + y\ < 1. 

(vii) x + y es un entero. 

(viii) —-— es un entero. 
xH -y 

(ix) (x - 1) 2 + (y - 2Y < 

(x) x 2 < y < x 4 . 

4. Dibujar el conjunto de los puntos (x, y) que satisfacen las siguientes con- 
diciones: 
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(i) M + \y\ = l. 

(ii) \x\ - \y\ = t. 

(iii) — 1| = |jv — 1|. 

(iv) |1 - *j = \y - 1|. 

(v) x 2 + y 2 = 0. 

(vi) xy = 0. 

(vii) at 2 — 2* + y 2 = 4. 

(viii) x 2 — y 2 . 

5. Dibujar el conjunto de los puntos (x, y ) que satisfacen las siguientes con- 
diciones: 


(i) x = y 2 . 



(iii) * = \y\. 

(iv) x = sen y. 


Indicacidn: Si se intercambian entre si x e y, las soluciones son ya conocidas. 

6. (a) Demostrar que la recta que pasa por (a, b ) y de pendiente m es la grdfica 

de la funcion fix) — m(x — a) + b. Esta formula, conocida como «forma 
punto-pendiente®, es mucho mds conveniente que la expresidn equiva- 
lente f(x) = mx + (b — ma) ; con la forma punto-pendiente queda inme- 
diatamente claro que la pendiente es my que el valor de / en a es b. 

(b) Para a=/=c, demostrar que la recta que pasa por (a, b) y (c, d) es la 
gr£fica de la funcion 

/( x) — - (x — a) + b. 

c — a 

(c) iCudles son las condiciones para que las gr^ficas de f(x) — mx + b y 
g(x) = m'x + b' sean rectas paralelas? 

7. (a) Si A, B y C, siendo A y B distintos de 0, son numeros cualesquiera, de¬ 

mostrar que el conjunto de todos los (x, y) que satisfacen Ax+By+C = 0 
es una recta (que puede ser vertical). Indicacidn: Aclarar primero cudndo 
se tiene una recta vertical. 

(b) Demostrar a la inversa que toda recta, incluyendo las verticales, puede 
ser descrita como el conjunto de todos los (x, y) que satisfacen 
Ax + By + C = 0. 
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8. (a) Demostrar que las grdficas de las funciones 

f(x) = mx + b, 
g(x) = nx + c, 

son perpendiculares si mn — —1, calculando los cuadrados dc las lon¬ 
gitudes de los lados del triangulo de la figura 29. (^Por qud no se res- 
tringe la generalidad al considerar este caso especial en que las rectas 
se cortan en el origen?) 

(b) Demostrar que las dos rectas que consisten en todos los puntos (x, y ) que 
satisfacen las condiciones 

Ax + By -f- C = 0, 

A'x + B'y + C = 0, 

son perpendiculares si y solo si AA' + BB' = 0. 



9. (a) Utilizando el problema 1-19, demostrar que 

^(Xl +yi) 2 + (* 2 +>2) 2 < H- *2 2 -h Vyj* -f-y 2 2 - 

(b) Demostrar que 

^(x* — *i) 2 + 0's — yd 2 < (x 2 — Xi ) 2 + ()•<> — y x ) 2 

+ ^(xt — x 2 ) 2 4* (ys — y^y^ 
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Interpretar esta desigualdad geometrica (llamada «desigualdad triangu¬ 
lar#). i,En que casos se satisface la igualdad? 

10. Esbozar las graficas de las siguientes funciones, trazando un numero de pun- 
tos suficiente para obtener una buena idea del aspecto general. (Una parte 
del problema consiste en hacer una estimation acerca de cudntos puntos 
serian «suficientes»; las preguntas que se plantean tienen por objeto hacer 
ver que vale mas discurrir un poco que trazar centenares de puntos.) 

(i) f(x ) = x -b -• iiQn6 ocurre cuando x esta proximo a 0 y cuando x es 

x 

grande? <,Que position ocupa la grafica en relation con la grdfica de 
la funcion identidad? <,Por que es suficiente considerar primero solo 
x positivos?) 

(ii) /(*) - * - 

X 

(iii) /(*) = x 2 + —• 

x* 

(iv) /(*) = - -• 

a : 2 

11. Describir los rasgos generales de la grafica de / si 

(i) / es par. 

(ii) / es impar. 

(iii) / es no negativa. 

(iv) f{x) = fix + a) para todo x (las funciones que tienen esta propiedad 
reciben el nombre de periodicas, con periodo a). 

12. Trazar las funciones fix) = \Tx para m — 1, 2, 3, 4. (Hay una manera Mcil 
de hacer esto, utilizando la figura 14. Recuerdese, sin embargo, que vGT sig- 
nifica la raiz m-esima positiva de x cuando m es par; se debe tambien tener 
presente que existira una diferencia notable entre las graficas cuando m es 
par y cuando m es impar.) 

13. (a) Trazar fix) = \x\ y fix) = x! 2 . 

(b) Trazar fix) = |sen x\ y fix) = sen 2 jc. (Existe una diferencia importante 
entre las graficas, diferencia que todavia no podemos ni siquiera describir 
con rigor. Intentese descubrir en que consiste; la parte (a) esta destinada 
a servir de orientacion). 

14. Describir la grafica de g en funcion de la grafica de f si 
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(i) g(x) = fix) + c. 

(ii) £(*) = f(x + c ). (Aqui es facil equivocarse.) 

(iii) g (*) • (Distinguir los casos c = 0, c > 0, c < 0.) 

(iv) g(x) = f(cx). 

(v) g(x) =/( \/x). 

(vi) g(x) = /( \x\). 

(vii) g(x) = |/(jf)|. 

(viii) £(*) = max(/, 0). 

(ix) £(*) = min(/, 0). 

(x) £(*) = max(/, 1). 

15. Trazar la grdfica de /(a:) = ax 2 -f + c. Indicacion: utilizar los metodos 
del problema 1-18. 

16. Supongase que A y C no son cero a la vez. Demostrar que el conjunto de 
todos los (x, y) que satisfacen 


Ax 2 -f Bx -f Cy 2 + Dy -f- E — 0 

es o bien una parabola, una elipse o una hiperbola (o posiblemente 0). El 
caso C = 0 es en esencia el problema 15, y el caso A = 0 no es mas que una 
variante. Considerar por separado los ca^os en que A y B son a la vez po¬ 
sitives o negativos y en que uno de ellos es positivo y el otro negativo. 


17. 


Por [x] se designa el mayor entero que es < x. Asi, [2,1] = [2] = 2 y 
[—0,9] == [—1,2] = —1. Dibujar la grafica de las funciones siguientes (todas 
ellas son muy interesantes, y algunas volver&n a aparecer con frecuencia en 
otros problemas). 

(0 fix) = [*]. 

(ii) f(x) = at - [x]. 

(iii) f(x) — Vat — [ x]. < 

(iv) f{x) = [a:] + V* — [x]. 


(v) fix) 
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18. Trazar la giifica de las funciones siguientes: 

(i) f(x) = {*}, donde {*} es la distancia de x al entero m£s proximo. 

(ii) f(x ) = {2x}. 

(iii) f(x) = {*} + i{2x}. 

(iv) f(x) = {4a:}. 

(v) f{x) = {x} +±\2x\ +i{4*}. 


Muchas funciones pueden describirse en funcion del desarrollo decimal de un 
numero. Aunque no estaremos en condiciones de describir rigurosamente deci- 
males infinitos hasta el capitulo 22, nuestra nocion intuitiva de decimales infinitos 
debe ser suficiente para que podamos atacar el problema siguiente y otros que se 
ofrecer£n antes del capitulo 22. En relacion con los decimales infinitos existe una 
ambigiiedad que debe ser eliminada: Todo decimal que termine en una sucesion 
infinita de nueves es igual a otro que termina en una sucesion infinita de ceros 
(por ejemplo, 1,23999... = 1,24000...). Nojotros utilizaremos siempre el que ter¬ 
mina en una sucesion de nueves. 

*19. Describir lo mejor que se pueda las gr£ficas de las funciones siguientes (una 
description completa es, por lo general, imposible). 

(i) /( jc) = el primer numero del desarrollo decimal de x. 

(ii) f{x) = el segundo numero del desarrollo decimal de x. 

(iii) f{x) = el numero de sietes del desarrollo decimal de x si este numero 
es finito, y 0 en el caso contrario. 

(iv) fix) = 0 si el numero de sietes del desarrollo decimal de x es finito 
y 1 en el caso contrario. 

(v) fix) = el numero obtenido sustituyendo todas las cifras del desarrollo 
decimal de x que vienen despues del primer 7 (si las hay) por 0. 

(vi) fix) = 0 si 1 no aparece en el desarrollo decimal de x, y n si 1 aparece 
por primera vez en el n-dsimo lugar. 

*20. Sea 

{ 0, x irracional 

x — - racional en forma irreducible. 

(1 9 

(Un numero p/q es Irreducible si p y q son enteros sin divisores comunes, 
y q > 0.) Dibujar la gr&fica de / tan bien como se sepa (no desparramar 
puntos al azar sobre el papel; considerese en primer lugar los numeros 
racionales con q = 2 y despues aqu611os con q = 3, etc.). 
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21. (a) Los puntos de la gr&fica de fix) = x 2 son los de la forma (x, X s ). Demos- 
trar que cada uno de tales puntos equidista del punto (0, y de la grdfica 
de g{x) = —i. (Vease la figura 30.) 



(b) Dado un punto P = (a, 0) y una recta horizontal L, grdfica de la fun- 
ci6n g(x) = y, demostrar que el conjunto de todos los puntos (x, y) que 
equidistan de P y L es la gr&fica de una funcidn de la forma f(x) - ax 2 
+ bx + c. 

*22., (a) Demostrar que el cuaorado de la distancia de (c, d) a (*, mx) es 


x 3 (m 1 + 1) 4- *(-2 md - 2c) + d 3 + c\ 

Utilizando el problema 1-18 para encontrar el minimo de estos numeros 
demostrar que la distancia de (c, d) a la grdfica fix) = mx es 

|cm — d\/y/m * 4- 1. 

(b) Hallar la distancia de (c, d) a la grdfica de fix) = x + b. Reducir este 
caso a la parte (a). 
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*23. (a) Utilizando el problema 22, demostrar que los numeros x' e y' indicados 
en la figura 31 vienen dados por 


, 1 , 1 

, 1 , 1 
' -~V2 X + ?2’- 

(b) Demostrar que el conjunto de todos los (jc, y) con (x'l — (// sflf = 1 
es lo mismo que el conjunto de todos los (jc, y) con xy = 1. 
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APENDICE. COORDENADAS POLARES 

Hemos actuado en todo este capitulo como si existiera una unica manera de iden- 
tificar puntos del piano mediante pares de numeros. Existen en realidad muchas 
maneras distintas cada una de las cuales da lugar a un «sistema de coordenadas 
distinto». Las coordenadas usuales de un punto reciben el nombre de coordena¬ 
das cartesianas, por el matemdtico y filosofo francos Rene Descartes (1596-1650) 
que fue quien primero introdujo el concepto de sistemas de coordenadas. En mu¬ 
chas situaciones resulta m£s conveniente introducir coordenadas polares, como se 
muestra en la figura 1. Se asigna al punto P las coordenadas (r, 0) siendo r la dis- 
tancia de P al origen 0 y 8 el angulo formado por el eje horizontal y la recta que 
va de 0 a P. Este angulo se puede medir ya sea en grados o radianes (capitulo 
15), pero en cualquier caso 0 no queda determinado sin ambigiiedad. Por ejem- 
plo, si se mide en grados, los puntos situados sobre la parte derecha del eje ho¬ 
rizontal pueden tener $ — 0 o 0 = 360; ademas 0 es totalmente ambiguo en el ori¬ 
gen 0. Asi pues, si se quiere que cada punto que se considere le corresponda un 
par unico (r, 6) hard falta excluir alguno de los rayos que pasan por el origen, 
Por otra parte, no existe problema alguno en hacer corresponder un punto uni¬ 
co a todo punto (r, 6). Podemos efectivamente hacer corresponder un punto a (r, 
0) incluso cuando es r < 0, de acuerdo con el esquema de la figura 2. Tiene pues 
sentido hablar de «las coordenadas polares» de un punto dado. 



Pestl punto de coordenadas polares (r, 0,) y tam- 
bten el punto de coordenadas polares (- r, do) 

Con la figura 1 (y la figura 2) queda claro que el punto de coordenadas (r, 6) 
tiene las coordenadas cartesianas (x, y) dadas por 

x — r cos 6, y = r sen d. : ; , 7 
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Reciprocamente, si un punto tiene las coordenadas (x, y), entonces sus coordena- 
das polares (r, 0) (cualesquiera de ellas) satisfacen 


r = =fcVx 2 + y 2 

tg B — - six 5 ** 0 . 
x 


Supongamos ahora que / es una funcion. Entendemos por grafica de / en coorde¬ 
nadas polares al conjunto de todos los puntos P cuyas coordenadas polares (r, 0 ) 
satisfacen la ecuacion r = f(0). Dicho de otro modo, la gr&fica de f en coordena¬ 
das polares es el conjunto de todos los puntos de coordenadas polares (/((?), 9). 
No hay que atribuir ningun significado especial al hecho de que se consideren pa¬ 
res if{0), 0 ) con f(0) en primer lugar en contraposicion a los pares (x, /(x)) de la 
grdfica habitual de /; es puramente convencional tomar r como primera y 0 como 
segunda coordenada polar. 



FIGURA 3 


De la gr&fica de / en coordenadas polares se dice a veces que es «la grdfica 
de la ecuacidn r-f{0)». Supongase por ejemplo que/es una funcidn constante, 
fid) = a para todo 0. La gr&fica de la ecuacion r = a es sencillamente una circun- 
ferencia de centro 0 y radio a (figura 3). Este ejemplo hace ver ostensiblemente 
que las coordenadas polares simplifican mucho las cosas cuando existe algun tipo 
de simetria respecto al origen 0. 
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La grafica de la ecuacion r = 0 es la que se muestra en la figura 4. La linea 
continua corresponde a todos los valores de 0 > 0, mientras que la linea de tra- 
zos corresponde a los valores 0 < 0. 



FIGURA 4 


Consideremos finalmente la grdfica de la ecuacidn r = cos 0. La figura 5(a) 
muestra la parte que corresponde a 0 < 0 < 90 [con 0 en grados]. La figura 5(b) 
muestra la parte que corresponde a 90 < 0 < 180; aqui es r < 0. Se puede com- 
prooar que no se aflade ningun punto para 0 > 180 6 0 < 0. Resulta fdcil descri¬ 
be esta misma grifica en funcidn de las coordenadas cartesianas de sus puntos. 
Puesto que las coordenadas polares de un punto cualquiera de la grafica satisfacen 


y por lo tanto 


r — cos 9, 

r 2 = r cos 9, 


sus coordenadas cartesianas satisfacen la ecuacidn 

x 2 + y 2 = x 

la cual describe una circunferencia (problema 3-16). [Redprocamente, estd claro 
que si las coordenadas cartesianas de un punto satisfacen x 2 + y 2 = x, este punto 
se halla sobre la grdfica de la ecuacidn r = cos 6.] 
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PROBLEMAS 

1. Demostrar que si dos puntos tienen por coordenadas polares (n, 0 1 ), (r 2 , 62 ), 
la distancia d entre ellos viene dada por 

^2 = ri 2 r2 2 _ 2 nr 2 cos(0i — d 2 ). 

^Que significa esto en terminos geometricos? 

2. Describir los rasgos generales de la grafica de / en coordenadas polares cuan- 
do 

(i) / es par 

(ii) / es impar 

(iii) /(d) = f (6 + 180), viniendo 0 medido en grados 

3. Esbozar las graficas de las ecuaciones siguientes 

(i) r — a sen 6 . 

(ii) r = a sec 6 . Ayuda: Se trata de una grafica muy sencilla 

(iii) r = cos 26. Ojo con esta. jQue haya suerte! 

(iv) r = cos 3 6. 

(v) r = |cos 26 1. 

(vi) r = jcos 36 j. 

4. Hallar las ecuaciones de los puntos de las graficas (i), (ii) y (iii) del proble- 
ma 3 en coordenadas cartesianas. 

5. (a) Esbozar la grafica de la cardioide r— 1 - sen 0. 

(b) Demostrar que es tambien la grafica de r = -1 - sen 6 . 
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(c) Demostrar que se puede describir mediante la ecuacion 
X 2 + y 2 = V x 2 -bp - y, 
y concluir que se puede describir mediante la ecuacion 

(x 2 4- y 2 + yY = * 2 + /•' 

6 . Esbozar las graficas de las ecuaciones siguientes. 

(i) r — I —5 send. 

(ii) r — 1—2 sen 0 . 

(iii) r — 2 + cos 

7. (a) Esbozar la grafica de la lemniscata. 

r 2 = 2 a 2 cos 20 . 

(b) Hallar una ecuacion de la misma en coordenadas cartesianas. 



(c) Demostrar que se trata del conjunto de todos los puntos P de la figu- 
ra 6 que satisfacen d\di = a 2 . 

(d) Pensar que forma van a tener las curvas constituidas por el conjunto 
de todos los puntos P que satisfacen did 2 = b, cuando es b > a 2 y cuan- 
do es b < a 2 . 
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Entre todos los conceptos que se presentan en el c&lculo infinitesimal, el de Umite 
es, a no dudarlo, el mis importante, y quizes tambien el mis diffcil. El objeto de 
este capitulo es dar la definicidn de limite, pero una vez m is vamos a empezar 
con una definicidn provisional; lo que vamos a definir no es la palabra «limite», 
sino la nocidn de funcidn que tiende hacia un limite. 

DEFINICI6N PROVISIONAL 

La funcidn f tiende hacia el limite / cerca de a, si se puede hacer que fix) estd tan 
cerca como queramos de l haciendo que X este suficientemente cerca de a, pero 
siendo distinto de a. 

De las seis funciones dibujadas en la figura 1, solamente las tres primeras 
tienden hacia / en a. Ndtese que aunque no se haya definido g(a) y h(a) estd defi- 
nido «de mala manera», se sigue cumpliendo que g y h tienden hacia / cerca de a. 
Eso se debe a que nosotros hemos excluido explfcitamente de nuestra definicidn 
la necesidad de siquiera tener en cuenta el valor de la funcidn en a\ solamente 
hace falta que fix) estd prdximo a / cuando x est& prdximo a a pero es distinto 
de a. Sencillamente no nos interesa el valor de fia) ni siquiera la cuestidn de 
si fia) esti definido. 

Una manera conveniente de representar el aserto de que f tiende hacia / cerca 
de a, la da un mdtodo de dibujar funciones que no se menciond en el capitulo 4. 
En este mdtodo dibujamos dos rectas, cada una de ellas representando R, y flechas 
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FIGURA 2 


(b) /(*) = x* 


(a) f{x) = c 


Considerese ahora la funcion / cuya representacidn tiene el aspecto de la 
figura 3. Supongamos que se exige que fix) este proxima a /, pongamos dentro del 
intervalo abierto B dibujado en la figura 3. Esto puede garantizarse si se consi- 
deran solamente los numeros x del intervalo A de la figura 3. (En este diagrama 



FIGURA 3 
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hemos elegido el intervalo mayor entre todos los que cumplen lo dicho; .cualquier 
intervalo mas pequeno conteniendo a a hubiese valido.) Si elegimos un inter¬ 
valo S' mas pequeno (figura 4), por lo general nos hara falta elegir un A' mds 
pequeno, pero por pequeno que elijamos al intervalo B, tendra que haber siempre 
algiin intervalo abierto A que vaya bien. 



Es posible una interpretation grafica parecida utilizando la grafica de /, pero 
en este caso el intervalo B debe dibujarse sobre el eje vertical, y el conjunto A so- 
bre el eje horizontal. El hecho de que /(x) este en B cuando x estd en A significa 
que la parte de la grafica que queda por encima de A estd contenida en la region 
limitada por las rectas horizontales que pasan por los extremos de B ; comparese 
la figura 5(a), donde se ha elegido un intervalo A valido, con la figura 5(b) en la 
que A es demasiado grande. 




FIGURA 5 


Para aplicar nuestra definition a una funcidn particular consideremos f(x) = 
= x sen 1/x (figura 6). A pesar del comportamiento errdtico de esta funcion en la 
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proximidad de 0, estd claro, por lo menos intuitivamcnte, que f tiende hacia 0 
cerca de 0, y ciertamente se debe esperar de nuestra definicidn que permita llegar 
a la misma conclusion. En el caso que estamos considerando, tanto a como / de 
la definition son 0, de modo que debemos preguntar si es posible hacer fix) = 
= x sen 1/jt tan proximo a 0 como se quiera haciendo que x estd suficientemente 
cerca de 0, pero siendo 0. Para fijar las ideas supongamos que x sen \fx estd 
a menos de ^ de 0. Esto quiere decir que queremos que sea 


1 1 1 

7 - < x sen - < —> 
10 x 10 


o, mds sucintamente, |jc sen 1/jcj < Ahora bien, esto es f&cil. Puesto que 


se tiene 



< 1, para todo x^O, 


1 


x sen - 
x 


< |*|, para todo x=£0. 


Esto significa que si |*| < ^ y * =£ 0 entonces j* sen 1/*! < ; en otros t&minos, 

* sen 1 /jc est£ a menos de & de 0 siempre que * este a menos de ^ de 0, pero 
siendo =£ 0. No hay nada de especial en el numero ^; es igualmente f&cil garan- 
tizar que \f(x) — 0| < ifo; hdgase simplemente que |*| < t&f, pero x^0. De 
hecho si tomamos cualquier numero positivo e podemos hacer | fix) — 0| < e, ha 
ciendo simplemente que |x| <6 y x#0. 
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Para la funcion fix) = x 2 sen 1/jt (figura 7) parece todavi'a mis claro que / 
tiende hacia 0 cerca de 0. Si, por ejemplo, queremos que 



FIGURA 7 


entonces nos hara falta ciertamente hacer solo que |jc| < ^ y x ^ 0, puesto que 
esto implica que \x 2 \ < ^ y, en consecuencia, 

* 2 sen - < |* 2 | < < —• 

* 1 1 100 10 

(Lo podriamos hacer todavfa mejor poniendo |jc| < 1/y jc^O, pero no hay 
ninguna ventaja particular en ser tan econdmicos.) En general, si e > 0, para ase- 
gurar que 

1 

x 2 sen - < e, 
x 


se necesita hacer sdlo 
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1*1 < £ y * * o, 

siempre que £< 1. Si se nos da un £ mayor que 1 (esto podria ser, aunque son 
los e «pequenos» los que son de interes), entonces no basta con hacer que 
sea |jc| < £, pero ciertamente basta hacer que sea 1*1 < 1 y * ^ 0 . 



Como tercer ejemplo considerese la funcion /(*) = v/]*f sen 1/* (figura 8 ). 
Para hacer que sea sen 1/*| < £ podemos hacer que 

|*| < s 2 y * ^ 0, 

(los calculos se dejan al lector). 



FIGURA 9 
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Consideremos finalmente la funcion f{x ) = sen 1 /jc (figura 9). Para esta funcion 
es falso que / tiende hacia 0 cerca de 0. Esto equivale a decir que no es verdad 
para todo numero £ > 0 que se pueda hacer | f(x) — 0 | < £ eligiendo x suficiente- 
mente pequeno y 0. Para demostrar esto nos basta con encontrar un e > 0 
para el cual no se pueda garantizar la condicion |/(jt)— 0 | <£, por pequeno que 
se haga |x|. De hecho £ = \ cumplira lo dicho: es imposible asegurar que sea 
\f{x)\ < \ por pequeno que sea \x \; pues si A es un intervalo cualquiera que con- 
tiene 0, existe algun numero x = 1/(90 + 360 n) que esta en este intervalo, y para 
este x es f(x) = 1 . 



La misma argumentacion puede utilizarse (figura 10) para demostrar que / no 
se aproxima a ningun numero cerca de 0. Para demostrar esto debemos encontrar, 
cualquiera que sea el numero particular l, algun numero £> 0 tal que |/(jr)—/} <£ 
no se cumpla por pequefio que se haga x. Esto se verifica para £ = |, cualquiera 
que sea /; es decir, por pequeno que se haga |x|, no se puede asegurar que sea 
| fi x ) — 1\ < 2 • La razdn es que, para cualquier intervalo A que contenga 0 existe 
algun x, = 1/(90 + 360 n) en este intervalo, de tal modo que 

f(*i) = 1, 

y tambien algun x 2 = 1/(270 + 360m) en este intervalo, tal que 

/(* 2) = -1. 

Pero el intervalo de/ — \ a / + | no puede contener a la vez —1 y 1, puesto que 
su longitud total es solamente 1, asi no se puede tener al mismo tiempo 
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|l -/| <i y l-i -/| <h 


sea / el que sea. 

El fen6meno planteado por /(x) = sen 1/x cerca de 0 puede, presentarse de 
muchas maneras. Si consideramos la funcion 

... n _ I 0 , x irracional 
l 1, x racional, 

entonces, cualquiera que sea a, f no tiende cerca de a hacia ningun numero /. 
En efecto, no es posible hacer j fix) — 1\ < \ por mucho que se aproxhne x a a, 
porque en cualquier intervalo alrededor de a existen numeros x con /(x) = 0, y 
tambien numeros x con /(x) = 1. de modo que deberiamos tener al mismo tiem- 
po |0 -/|<i y |1 —/| < i. 

Una variedad curiosa de este comportamiento lo presenta la funcion de la 
figura 11. 


x, x racional 
0, x irracional. 



El comportamiento de esta funcidn es «opuesto» al de j?(x) = sen 1/x; tiende 
hacia 0 en 0, pero no se aproxima a ningun numero en a si a ^ 0. Ahora ya el 
lector no deberia encontrar dificultad en convencerse de que esto es asf. 

Como contraste con las funciones consideradas hasta ahora, que han sido del 
todo patologicas, vamos a examinar algunas de las mas sencillas. 
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Si f(x) = c, entonces f tiende hacia c cerca de a para todo numero a. En efecto, 
para asegurar que \f{x) — c| < e no se necesita en absoluto restringir x a estar 
cerca de a \ la condicion se satisface automaticamente (figura 12). 


C + e 



. __ c 

c — e 



I 

a 


FIGURA 12 


Haciendo una ligera variation, sea / la funcion de la figura 13: 



* < 0 
x > 0. 



Si a > 0, entonces f tiende hacia 1 cerca de a; en efecto, para asegurar que 
1/C*) — 1| < S basta ciertamente exigir que \x — a\ < a, pues esto implica 

—a < x — a 
o 0 < x, 


de modo que /(x) = 1. Analogamente, si b < 0, entonces / tiende hacia —1 cerca 
de b: para asegurar que l/(x) — (—1)| < £ basta exigir que jx — b\ < — b. Final- 
mente, como puede comprobar el lector, / no tiende cerca de 0 a ningun numero. 
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La funcion fix) = x es facil de tratar. Evidentemente / tiende hacia a cerca 
de a: para asegurar que \f(x) — a\ <s nos basta exigir que |jc — a\ <e. 

La funcion /(jc) = jc 2 requiere algo mas de trabajo. Para hacer ver que / tiende 
hacia d 1 cerca de a, hace falta ver de que manera se asegura que 

|* 2 - a 2 \ < e. 

El procedimiento mas idoneo parece ser la factorization: queremos que sea 

\x - a\ ‘ |* -f a\ < £. 

La dificultad esta evidentemente en el factor \x + a\. Por otra parte, no hace falta 
hacer \x + a\ particularmente pequeno; siempre que conozcamos alguna cota para 
los valores de \x + a\ iremos bien. Por ejemplo, si [jc + a\ < 1 000 000, solamente 
nos hara falta hacer |jc — a\ <e/1000 000. Exijamos, pues, para empezar, que 
sea [jc — a| < 1 (cualquier otro numero positivo distinto de 1 serviria igual); es 
de esperar que esto obligue a que x no sea demasiado grande y, en consecuencia, 
a que no sea demasiado grande [jc + a\. En efecto, por el problema 1-12 se ve que 

M - M < \x — a\ < 1, 


de modo que 


W < i + w, 


y en consecuencia 


\x + a\ < jjfj ■+■ |flj < 2 \a\ + 1 . 

Solo hace falta ahora la condicion adicional \x — a\ < e/(2|u| + 1). En otras 
palabras, 

si \x — a\ < min ( 1 . ^entonces \x 2 — a 2 1 < e. 

' ' V 2 \a\ + 1/ 

Naturalmente, para £ pequeno, min (1, e/(2ja| + 1)) sera igual a e/(2[a[ + 1). 

Precisamente el mismo tipo de artificio har£ ver que si f{x) = jc*, entonces f 
tiende hacia ar* cerca de a. En efecto. 
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si \x — a\ < min 




(1 + |<z|) 2 4- M(1 4- |a|) 4* 


i 1 2 


> entonces!* 3 — a z \ < s. 


La demostracion de este aserto hara ver que el complicado denominador procede 
de lo siguiente: Si |x — a\ < 1, entonces jjf| < |oj 4- 1, en consecuencia. 


\x 2 4- ax 4- tf 2 | < \x\ 2 4- M * \x\ 4- | a\ 2 

<(14* \a\) 2 4 |a|(l + |a|) + |<z| 2 . 


Por lo tanto 


< 


|* 3 — a 3 J = \x — a\ ‘ \x 2 ax a 2 
£ 


(1 4- M) 2 4- M(1 + |a|) + j^! 2 

= e. 


[(1 4* kl) 2 4- M(1 4* |a|) 4- kl 2 ] 


Ha llegado el momento de hacer notar que, de las muchas demostraciones que 
hemos dado acerca de limites, ninguna de ellas ha sido una demostracion en el 
verdadero sentido de la palabra. El defecto esta, no en nuestro razonamiento, 
sino en nuestra definicion. Si nuestra definicion provisional de funcion estaba 
abierta a la critica, mucho mas vulnerable aun es nuestra definicion de tender 
hacia un limite. Sencillamente, esta definicion no es suficientemente precisa para 
poder hacer uso de ella en las demostraciones. No esta claro como se puede «ha- 
cer» f{x ) proximo a / (cualquiera que sea el significado de la palabra proximo) 
«haciendo que» x este suficientemente proximo a a (por muy proximo que tenga 
que ser el «suficientemente# proximo). A pesar de las criticas a nuestra definicion, 
el lector pensara (eso espero, ciertamente) que nuestras argumentaciones eran, 
a pesar de todo, convincentes del todo. Para presentar una argumentacion del tipo 
que fuera, nos hemos visto practicamente obligados a inventar la verdadera defi- 
nicion. Es posible llegar a esta definicion en varias etapas, poniendo en claro en 
cada una de ellas alguna frase que todavia permanezca oscura. Volvamos, una 
vez mas, sobre nuestra definicion provisional : 

La funcion / tiende hacia el limite l cerca de a, si podemos hacer fix) tan 
proximo a / como queramos haciendo que x este suficientemente proximo 
a a, pero siendo distinto de a. 

El primer cambio que hicimos en esta definicion consistio en poner en claro que 
hacer fix) prdximo a / significa hacer \f(x) — /| pequeno, y lo mismo para x y a: 
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La funcidn f tiende hacia el limite / cerca de a, si podemos hacer I/O*) — /| 
tan pequeno como queramos haciendo |jc — a\ suficientemente pequeno, 
pero x ^di. 

El segundo cambio, mds crucial, consistid en aclarar que hacer |/(x)— /| «tan 
pequeno como queramos» significa hacer |/(x)— /| <e para cualquier S>0 que 
se nos dd: 

La funcidn / tiende hacia el limite / cerca de a, si para todo numero e > 0 
podemos hacer | fix) — Z| < s haciendo que \x — a\ sea suficientemente pe¬ 
queno y x=£a. 

No existe ninguna pauta que sea comun a todas las demostraciones dadas acerca 
de limites. Para cada numero £ > 0 hemos encontrado algun otro numero positivo, 
llamemoslo 8, con la propiedad de que si x ^ a y \x—a\ < 8, entonces \f(x)—l\ < £. 
Para la funcion f(x) = x sen 1 /x (con a — 0, / = 0) el numero 8 era precisamente el 
mismo numero e; para fix) — s/\x\ sen l/x era e 2 si e ^ 1, y 1 si £ > 1; para 
fix) = x 3 era el mfnimo entre 1 y e/(2|a| 4-1). En general, puede no estar claro 
cdmo se ha de hallar el numero 8 una vez dado £, pero es la condicion |* — a\ <8 
la que nos expresa la pequenez de «suficientemente® pequeno: 

La funcidn / tiende hacia el limite / cerca de a, si para todo £ > 0 existe 
algun 8 > 0 tal que, para todo x, si \x — a\ < 8 y x^a, entonces 
\f(x) — /| < e. 

£sta es, prdcticamente, la definicion que vamos a adoptar. Haremos solamente 
un cambio trivial, destacando que «\x — a\ <C 8 y x^a* puede expresarse igual- 
mente poniendo «0 < \x — a\ < 8». 

DEFINICI6N 


La funcidn / tiende hacia el limite / en a significa: para todo e > 0 existe 
algun 8 > 0 tal que, para todo x, si 0 < jx — a\ < 8, entonces | f{x) — /| < s. 


Esta definicidn es tan importante {todo lo que emprendamos a partir de ahora 
va a depender de ella) que seria vano pasar adelante sin saberla. i Apr^ndala el 
lector de memoria si es necesario, como si fuese un poema! Esto es, por lo menos, 
mejor que emplearla incorrectamente; quien haga esto, irremediablemente sacard 
demostraciones incorrectas. Para ejercitarse en dar demostraciones correctas, seria 
bueno que el lector repasara las explicaciones demostrativas acerca de funciones 
que tienden a limites y diera demostraciones autenticas de cada una de ellas. Esto 
exige escribir la definicion correcta de lo que se esta demostrando, pero no mucho 
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mas; el trabajo algebraico esta todo hecho. Para demostrar que f no tiende hacia / 
en a, tengase cuidado en negar la definition correctamente: 

Si no es verdad que 

para todo e > 0 existe algun 8 > 0 tal que, para todo x, si 0 < |jc — a\ < 8, 
entonces \f(x) — /| < e, 
se cumple entonces que, 

existe algun s > 0 tal que para todo 8 > 0 existe algun x para el cual 
es 0 < \x — a\ < 8, pero no |/(x) — /| < e. 

Asi, para demostrar que la funcion f(x) = sen \(x no tiende a 0 cerca*de 0, consi- 
deramos s = £ y observamos que para todo 8 > 0 existe algfin x con 0 < \x — 0] 
< 8, pero no |sen Ijx — 0| < a saber, un x de la forma 1/(90 + 360 n) con n 
suficientemeilte grande para que 1/(90 4- 360 n) < 8. 

Para ilustrar como se aplica la definition a una funcion que tiende a un lfmite, 
hemos reservado la funcion de la figuti 14, ejemplo tipico, pero uno de los mds 
complicados. 

| 0, x irrational, 0 < x < 1 
J\ x ) ~ \ \/q^ x — p/q fraccidn irreducible, 0 < x < 1. 

(Recutidese que p/q es irreducible si p y q son enteros sin divisores comunes 
yq>0. 


* 
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FIGURA 14 


Para cualquier numero a, con 0 < a < 1, la funcidn / tiende hacia 0 en a. 
Para demostrar esto, considerese un numero cualquera e > 0. Sea n un numero 
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natural suficientemente grande para que 1 In < s. Observese que los unicos nu- 
meros x para los que pudiera ser falso j fix) — 0| < e son: 

112131234 1 n — 1 

2’ 3 3’ 4 4’ 5 5 5 5’ ’ n n 

(Si a es racional, entonces a podria ser uno de estos numeros.) Por muchos de tales 
numeros que pueda haber, son en todo caso en numero finito. Por lo tanto, entre 
todos estos numeros habrd uno que sera el mis proximo a a \ es decir, |plq — a\ 
es minimo para algun plq entre estos numeros. (Si ocurre que a es uno de estos 
numeros, consid^rense entonces sdlo los valores |plq — a\ para plq ^ a. Puede 
elegirse como 8 esta distancia minima. Pues si 0 < \x — a\ < 8, entonces x no es 
ninguno de los 


1 n - 1 
- 

2 n 

y por lo tanto se cumple \f(x) — 0| < e. Observese que nuestra descripcion del 8 
que va bien para un e determinado es del todo adecuada; no es, en ningun modo, 
preciso dar una formula para 8 en terminos dee. 

Armados con nuestra definicion, estamos ahora en condiciones de demostrar 
nuestro primer teorema; el lector probablemente habra supuesto el resultado 
desde el principio, cosa muy razonable. Este teorema es verdaderamente una prue- 
ba de la validez de nuestra definicion: si el teorema no pudiera demostrarse, 
nuestra definicion no serviria de nada. 

TEOREMA 1 

Una funcion no puede tender hacia dos limites diferentes en a. En otros terminos, 
si / tiende hacia / en a, y / tieude hacia m en a, entonces l = m. 


DEMOSTRACION 

Siendo este nuestro primer teorema acerca de limites, ser£ ciertamente necesario 
traducir la hipotesis en concordancia con la definicion. 

Puesto que f tiende hacia l en a, sabemos que para todo 6 > 0 existe algun 
numero > 0 tal que, para todo x, 
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si 0 < \x — a| < S lt entonces \f(x ) — /j < s. 

Sabemos tambien, puesto que / tiende hacia m en a, que existe aigun S 2 >• 0 tal 
que, para todo x. 


si 0 < \x — a\ < 5 2 , entonces \/{x) — m\ < e. 

Hemos tenido que emplear dos numeros, y S 2 , ya que no podemos asegurar 
que el 8 que va bien en una definition ira bien en la otra. Sin embargo, de hecho, 
es ahora facil concluir que para todo e > 0 existe aigun 8 > 0 tal que, para todo x, 

si 0 < 1* --a| < S, entonces j/(x) - l\ < e y \f{x) - m\ < s; 

basta simplemente elegir 8 = min(^, 8 t ). 

Para completar la demostracion solamente nos queda tomar un e > 0 par¬ 
ticular para el cual las dos condiciones 

I/(*) — /] < e y |/(*) — m\ < e 

no puedan cumplirse a la vez si l ^ m. La election adecuada la sugiere la figura 15. 
Si l^m, de modo que |/ — m\ >0, podemos tomar como e a j/ — m\/2. Se sigue 
que existe un 8 > 0 tal que, para todo x, 

si 0 < |* — a| <8, entonces \f{x) — /| < — — 

y I/M - < 1^1. 



loagitud — y~~~ longitud -—■—— 


FIGURA 15 


Esto implica que para 0 < |* — a\ < 8 tenemos 

|/ - m\ = |/ - /(*) + /(*) - m\ < |/ - /(*)| + |/(*) - m \ 
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V - m\ ( 


|/-ml 

2 


= \l - m\y 


lo cual es una contradiction. | 


El niimero / al que tiende f cerca de a se designa por lim f(x) (lease: el lfmite 

t-»a 

de /( x) cuando x tienda hacia a). Esta definicidn es solamente posible debido al 
teorema 1, el cual asegura que lim f(x) no puede representar dos numeros dis- 

tintos. La ecuacidn 

lim f(x) = / 

x-*a 

tiene exactamente el mismo significado que la frase 

i tiende hacia / en a. 

Queda todavfa la posibilidad de que / no tienda hacia / en a para ningun /, de 
modo que, cualquiera que sea /, lim f(x) = / es falso. Esto se expresa, por lo 

general, diciendo que dim f(x) no existed 

Observese que en nuestra nueva notacion se introduce una letra de mds, la x, 
completamente irrelevante, y que podria ser sustituida por t, y, o por cualquier 
otra letra que no haya aparecido ya; los simbolos 

lim /(*), lim f(t), lim /(y), 

x—*a t—*a y—*a 


designan todos precisamente el mismo niimero, que depende de / y a y no tiene 
nada que ver con x, t, o y (estas letras, en realidad, no designan absolutamente 
nada). Un simbolo mas ldgico seria algo asf como lim /, pero esta notacidn es, 

a pesar de su brevedad, tan irritablemente rigida que casi nadie ha propuesto en 
serio utilizarla. La notacidn lim /( x) es mucho mds util porque una funcidn f mu- 

chas veces no tiene un nombre send 11 o, aun cuando pueda ser posible expresar fix) 
mediante una formula sencilla que encierra x. Asf, el breve simbolo 

lim (x 2 + sen x) 

x—»o 
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solamente puede ser parafraseado mediante la incomoda expresion 
lim /, donde f(x) = x i + sen x. 

a 

Otra ventaja del simbolismo corriente es ilustrada por las siguientes expresiones 

lim x + t *, 

r—»a 

lim X + t*. 

t-*a 

La primera representa el numero a que tiende / en a cuando 

f(x) = x -f / 3 , para todo *; 

la segunda representa el numero a que tiene / en a cuando 

f{t) = x + para todo t. 

El lector no debe encontrar dificultad (especialmente si consulta el teoi*ema 2) 
en demostrar que 


lim x + t l = a + t*, 

x—»0 

lim x + t l = x 4* a*. 

Estos ejemplos ilustran la ventaja principal de nuestra notacidn, que es su flexibi- 
lidad. De hecho la notacidn lim f{x) es tan flexible, que existe algun peligro de 

olvidar lo que realmente significa. Presentamos aquf un sencillo ejercicio en el 
uso de la notacidn cuya importancia se ver^ mds tarde: primero interpretar con 
precision y despuds demostrar la igualdad de las siguientes expresiones 

lim f(x) y lim/(a + h). 

*—i-a *0 

Una parte importante de este capitulo consiste en la demostracidn de un teo- 
rema que facilitard el cdlculo de muchos limites. La demostracion depende de 
ciertas propiedades de desigualdades y valores absolutos, poco sorprendentes cuan¬ 
do se considera la definicion de Umite. Aunque estos hechos han sido ya esta- 
blecidos en los problemas 1-20, 1-21 y 1-22, debido a su importancia ser&n pre- 
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sentados de nuevo en forma de lema (un lema es un teorema auxiliar, un resultado 
que vale la pena destacar solamente en virtud del papel prominente que desem- 
pena en la demostracion de otro teorema). El lema dice, a grandes rasgos, que 
si x esta cerca de x 0 , e y esta cerca de y,„ entonces x + y estara cerca de x ti + y„, 
xy estara cerca de x u y u y 1/y estara cerca de l/y 0 . Esta afirmacion intuitiva es 
mucho mas facil de recordar que las estimaciones precisas del lema, y no estaria 
de mas leer primero la demostracion del teorema 2 , para ver como se aplican 
estas estimaciones. 

LEMA 


( 1 ) Si 


£ £ 
I* - *°l < r y I y ~ y°\ < 2 


entonces 


(2) Si 


\(x +y)| - (jfo +^o)| < e. 


-,.|<min(l, 2(W e +v -) y |y-y.| 


< 


2(|x 0 | + 1) 


entonces 


(3) Si 7 ^ 0 y 


|xy — x 0 yo| < £• 


|y — yo| < min 



entonces y ^ 0 y 
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0) l(* + y) - (*o +>o)| = \(x — x Q ) 4 ■ (y — yo)\ 

<\x- *ol 4- \y - jol < | 

(2) Puesto que |jc — jc 0 | < 1 se tiene 

\x\ — |*o| < \x — x 0 \ < 1, 


de modo que 


\x\ < 1 4- |x 0 |. 


As( pues 


I xy - x 0 y 0 \ = \x(y - y 0 ) + y 0 (x - x 0 )| 

< \x\ • |y - y 0 \ + \yo\ * \x - ^ol 

e 


< (1 + l-vol) 


2(W 4- 1) 


4- bd 


e t e 

= — 4— — s. 

2 2 


(3) Se tiene 

w - w <i>- *i < H 

2 

de modo que |y| > jy 0 [/2. En particular, 0, y 


£ 

- = 6 . 
2 


e 


2(W + 1) 
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TEOREMA 2 

/ y lim g(x) = m, entonces 

*—»a 

(1) lim (f + g)(x) = l + m; 

x—*a 

(2) lim (f-g)(x) = I'm. 

x—*a 

Ademds, si m^O, entonces 

(3) lim ( x ) = —• 

x—*a \g / m 


Si lim fix) — 


DEM OSTR ACI6N 

La hipotesis significa que para todo e > 0 existen 8 lt 8 2 > 0 tales que, para todo x, 

si 0 < \x — a\ < 6i t entonces \f(x) — /| < £, 
y si 0 < \x — a| < 62, entonces |g(*) — wi| < e. 

Esto significa (ya que, despues de todo, e/2 es tambien un numero positivo) que 
existen 8 1# 8 2 > 0 tales que, para todo x, 

g 

si 0 < I* — a\ < 5i, entonces |/(x) — /| < -» 

£ 

y si 0 < \x — a\ < 82, entonces |g(x) — m\ < —• 

Sea ahora 8 = min(8 1 , S 2 ). Si 0 < |*— a\ < 8, entonces 0<|*— a|<8, y 
0 < |jc — a\ < 8 a se cumplen las dos, de modo que es a la vez 

I/M - fl < | y UM ~ m\ < | 

Pero segun la parte (1) del lema esto implica que |(/ 4- g)(*)— (/ 4- m)\ < e. 
Esto demuestra (1). 

Para demostrar (2) procedemos de la misma manera, despues de consultar la 
parte (2) del lema. Si £> 0 existen 8,, S 2 >-0 tales que, para todo x, 



Limites 


127 


si 0 < \x - a\ < Siy entonces \f(x) - /| < min ^1, 


y si 0 < \x — a\ < 82 , entonces \g(x) — m\ < 


2(|/| + 1) 

Pongamos de nuevo S = min($i, Si). Si 0 < \x — a\ < S } entonces 

e \ , , . , e 


I/W " * < min 0’ 2 ?wTT)) y k(x) ~ ml < 


2(|/| + 1) 


As( pues, segun el lema, |(/* — /*»i| <e, y esto demuestra (2). 

Finalmente, si e > 0 existe un 8 > 0 tal que, para todo x, 

siO < |* — a\ < 8, entonces |^(x) — m\ < min 

Pero segun la parte (3) del lema, esto significa, en primer lugar que g(x)^0, de 
modo que (1 /#X*) tiene scntido, y en segundo lugar que 


I© 


m 


< 6. 


Esto demuestra (3). | 

Aplicando el teorema 2 se demuestran, trivialmente, resultados del tipo 

*3 + 7*5 a * + 7a 6 

lim-= - ) 

T^a x 2 + 1 a 2 + 1 


sin pasar por el proceso laborioso de encontrar un 8 para un e dado. Debemos 
empezar con 

lim 7 = 7, 

x—*a 

lim 1 = 1, 

x-+a 

lim x = a, 


*—»0 
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pero estos son faciles de demostrar directamente. Sin embargo, si queremos en- 
contrar el 8, la demostracion del teorema 2 equivale a unas instrucciones para 
hacer esto. Tomando un ejemplo mas sencillo, supongase que queremos encontrar 
un <5 tal que, para todo x, 

si 0 < \x — a\ < 6, entonces [* 2 + x — ( a 2 -f- a)\ < £• 



Si es a ^ 0, se puede aplicar el mismo metodo para encontrar un 8 > 0 tal 
que, para todo x, 

, , e 1 1 

si 0 < \x — a < 0, entonces —-: < £• 

x 2 a 2 

La demostracion del teorema 2(3) hace ver que se seguira la segunda condicion 
si encontramos un & > 0 tal que, para todo x, 
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siO < \x — a\ <8, entonces |* 2 — a 2 \ < min 
Asi pues, podemos tomar 



Estas complicadas expresiones para 8 pueden, naturalmente, simplificarse una vez 
deducidas. 

Hay un detalle tecnico en la demostracion del teorema 2 que merece comenta- 
rio. Para que este definido lim fix) no es necesario, como sabemos, que / este 

definido en a, ni es necesario tampoco que f este definido en todos los puntos x^a. 
Sin embargo, debe haber algun 8 > 0 tal que fix) este definida para los x que 
satisfacen 0 < \x — a\ <8; de otro modo la clausula 

«si 0 < \x a\ < 8, entonces | f(x) — l\ < e » 

no tendria sentido en absoluto, ya que el simbolo f(x) dejaria de tener sentido 
para algunos x. Si / y # son dos funciones bien definidas, es facil ver que tam- 
bien estdn bien definidas f + g y /•#. Sin embargo, la cosa no est£ tan clara 
para 1 /#, puesto que 1/# no est£ definida para x cuando es gfx) = 0. De todos 
modos, este hecho ha quedado ya establecido en la demostracion del teorema 2(3). 

Hay veces «n que vendria bien hablar del limite a que tiende / en a, aun 
cuando no exista ningun 8 > 0 tal que fix) este definida para los x que satisfa¬ 
cen 0 < \x — a\ < 8. Se puede tratar, por ejemplo, de distinguir el compbrta- 
miento de las dos funciones de la figura 16, aunque no est£n definidas para nu- 
meros menores que a. Para la funcion de la figura 16(a) escribimos 

lim f(x) = i o lim f(x) = /. 

x—*a* x i a 

(Los simbolos de la izquierda se leen: el limite de fix) cuando x tiende hacia a 
desde arriba.) Estos «limites desde arriba»estdn evidentemente en estrecha rela- 
cidn con los limites ordinarios, y la definicidn es muy parecida: lim fix) *=7 signi- 

*-*u* 

fica que para todo s > 0 existe un 8 > 0 tal que, para todo x, 
si 0 < x — a < 8, entonces |/(x) — /| < e. 


(?■¥> 
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(a) (b) 


FIGURA 16 

(La condicidn «0 < x — a<$» es equivalente a «0 < |x—a|<8 y x>a».) 
Los «Hmites desde abajo* (figura 17) se definen de manera andloga: lim fix) = / 

x-+a- 

[o lim fix) = /] significa que para tcdo s > 0 existe un 8 > 0 tal que, para todo x, 
si 0 < a — x < 5, entonces |/(*) — /| < e. 


FIGURA 17 

Es posible considerar Hmites desde abajo y desde arriba aunque la funcion 
est^ defiiiida tanto para valores mayores como para valores menores que a. Asi\ 
para la funcion f de la figura 13, se tiene 

lim f{x) = 1 y lim fix) = — 1. 

*—»0 + x-*0" 

Constituye un ejercicio facil (problema 29) demostrar que lim fix) existe si y s61o 

x-*a 

si los dos limites lim fix) y lim fix) existen y son iguales. 

t-*a* x-*a- 

Lo mismo que las definiciones de Hmite desde arriba y desde abajo introdu- 
cidas informalmente en el texto, existen otras modificaciones del concepto de 
Hmite que resultan utiles. En el capitulo 4 se dijo que si x es grande, entonces 
sen 1 /jc esta cerca de 0. Este resultado se escribe por lo general 
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lim sen Ifx = 0. 


El simbolo lim /( x) se lee «limite de f(x) cuando x tiende hacia oo», o «cuando x se 

r-» x. 

hace infinito*, y un li'mite de la forma lim fix ) suele Uamarse limite en el infinito. 
La figura 18 ilustra una situacion general donde es lim fix) = /. Formalmente, 


lim /(x) = Z significa que para todo e > 0 existe un numero N tan grande, que, 

X-*oo 

para todo x. 


si x>N, entonces | f(x) — 1\ < e. 


JDebe quedar clara la analogia con la definition de limites ordinarios: mientras 
la condition «0 < \x — a\ < <*>» expresa el hecho de que x esta cerca de a, la 
condicidn «x > N* expresa el hecho de que x es grande. 

Hemos dedicado tan poco tiempo a los limites desde arriba y desde abajo, 
asi como a los limites en el infinito, porque la idea general que se oculta tras las 
definiciones debe quedar clara una vez que se ha comprendido la definicidn de 
limites ordinarios (que son, con mucho, los m£s importantes). Sobre estas defini¬ 
ciones se dan muchos ejercicios en los problemas, los cuales contienen tambi&n 
limites de otros tipos que son utiles en ocasiones. 


PROBLEMAS 


1. Hallar los siguientes limites. (Estos limites se obtienen todos, despues de al- 

gunos cdlculos, de las distintas partes del teorema 2; tengase cuidado en ave- 

riguar cudles son las partes que se aplican, pero sin preocuparse de escribirlas.) 

■ x * — 1 ! 

(i) lim- 

«-i * + 1 
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(ii) lim 


x* -8 


(iii) lim 


*—►2 x — 2 
X* - 8 


(iv) lim 


*-*3 x — 2 
* n — y* 


x-*y x — y 

x n — y 1 


(v) lim 
*-»* x — y 

(vi) lim- 

*—o h 

2. Hallar los limites siguientes: 
(i) lim y* . 

x-l 1 — X 


(ii) lim 

x-»0 


(iii) lim 
*-»o 


i - vT^" 


i - Vi - * 2 


3. En cada uno de los siguientes casos, encontrar un 8 tal que, |/(jr) — /| < e 
para todo x que satisface 0 < \x — a\ < S. 

(i) f(x) = x*; l = a A . 

(ii) /(*) = i; a = 1, / = 1. 

X 

(iii) f(x) = x* + a = 1, / = 2. 

* 


(iv) /(*) 


; a = 0, / = 0. 


1 + sen 2 x 

(v) /( at ) = VPi; a = 0,1 = 0. 

(vi) /(•*) = a = 1, / = 1. 


Para cada una de las funciones del problema 4-17, decir para qu<£ numeros a 

existe el limite lim f(x). 

#-♦« 
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*5. (a) H&gase lo mismo para cada una de las funciones del problema 4-19. 

(b) El mismo problema usando decimales infinitos que terminen en una fila 
de ceros en lugar de los que term i nan en una fila de nueves. 

6. Supdngase que las funciones f y g tienen la siguiente propiedad: Para todo 
e> 0 y todo x, 


si 0 < |* — 2} < sen 8 + 6, entonces |/(*) — 2| < e, 

si 0 < \x — 21 < e 8 , entonces |£(*) — 4| < s. 

Para cada e > 0 hallar un 8 > 0 tal que, para todo x. 


(i) ' Si 0 < |* — 2| < 

(ii) Si 0 < |* — 2| < 

(iii) SiO < \x — 2| < 

(iv) Si 0 < |* — 2| < 


5, entonces \f(x) + g(x) — 6| < e. 
8, entonces |/(x)g(x) — 8| < e. 

< s. 


8, entonces 
8, entonces 


1 


g(x) 

fix) 


g(x) 


< e. 


7. Dese un ejemplo de una funcidn f para la cual la siguiente proposicidn sea 
falsa: Si \fix) — /| < 6 cuando 0 < \x — a\ < 8, entonces | fix) — /] <e/2 cuan- 
do 0 < \x — a\ < 8/2. 

8. (a) Si no existen los limites lim f{x) y lim g(jc), ^pueden existir lim {fix) + 

+ g(x)] o lim Kx)g{x)? 

(b) Si existen los limites lim f{x) y lim [f(x) + g(x)], ^debe existir lim g{x)? 

#-*• g-*a . »-*a 

(c) Si existe el limite lim fix) y no existe el limite lim g(x), ipuedc exis- 

*—»a (-*• 

tir lim {fix) + ^(x)]? 

*-*a 

(d) Si existen los limites lim fix) y lim fix)gix), £se sigue de ello que existe 

«-»a *-►« 

lim gix)? 

9. Demostrar que lim fix) = lim fia + h). (En este ejercicio se trata principal- 

*-*a 

mente de comprender el significado de los terminos.) 

18. (a) Demostrar que lim fix) = l si y sdlo si lim {fix) — /] = 0. (Vdase primero 

*-*a *—»a 

por que la proposicidn es evidente; dar despuds una demostracidn rigu- 
rosa. En este capitulo la mayor parte de los problemas en los que se 
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piden demostraciones deben tratarse dc la misma manera.) 

(b) Dcmostrar que lim fix) = lim fix — a). 

*—»ft *-*41 

(c) Demostrar que lim fix) = lim fix 1 ). 

*—*0 *-*0 

(d) Dar un ejemplo en el que exista lim f(x 2 ), pero no lim fix). 

*-*!> *-*0 

11. Supdngase que existe un 8 > 0 tal que fix) = £(*) cuando 0 < pr a\ < • 
Demostrar que lim fix) — lim gix). Dicho de otro modo, lim fix) depende 

s-*a *-*a *-** 

solamente de los valores de fix) cuando x estd cerca de a; este hecho se 
expresa a veces diciendo que los 1 unites constituyen una «propiedad local*. 
(Serd conveniente usar 8', o alguna otra letra, en lugar de 8, en la definicidn 
de limites.) 

12. (a) Supongase que fix) < gix) para todo x. Demostrar que lim fix) = lim gix), 

siempre que estos lfmites existan. 

(b) iDe que modo puede obtenerse una hipotesis mds debil? 

(c) Si fix) < gix) para todo x, £se sigue de ello necesariamente que lim fix) < 

< lim gix)? 

13. Supongase que fix) < gix) < hix) y que lim fix) = lim hix). Demostrar que 

*-*o x-*a 

existe lim gix) y que lim gix) = lim fix) = lim hix). (Trdcese un dibujo.) 

4p —+a X—+& x —♦a. 

*14. (a) Demostrar que si lim fix)fx = / y b^=0, entonces lim fibx)fx — bl Indi- 

*—*0 

cation: Pongase fibx)fx = b\fibx)Jbx]. 

'(b) iQu6 ocurre si b = 0? 

(c) La parte (a) nos permite hallar lim(sen 2x)fx en funcion de lim(sen x)Jx. 
Hallar este limite por otro procedimiento. 

15. Calcular los Umites siguientes en funcion del numero a = lim (sen x)/x. 
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(vi) 


lim 

z-*0 


tg 2 x -f- 2x 
x 4- x 2 


( ..x x sen x 

(vn) lim -- 

x-~0 1 — COS X 

(viii) lim SCn( - Jr + ~ Sen * 

A-»0 h 

(ix) lim sen( * 2 ~ !> ■ 

x-l X — 1 

/x x 2 (3 -h senx) 

(x) lim -~r -r~ 

z-*o (x + sen x) 2 

(xi) lim (x 2 — l^sen/"—-—^ . 

*-l \X — 1/ 


16. (a) Demostrar que si lim fix ) = /, entonces lim j/|(x) = |/|. 

x—*a x-*a 

(b) Demostrar que si lim fix) — l y lim g(x) = m, entonces lim max(/, g){x) = 

*-*<* *-*« *-*a 

= max(/, m) y lo mismo para el mrnimo. 

17. (a) Demostrar que lim 1/x no existe, es deeir, demostrar que, cualquiera que 

*-*u 

sea l, lim 1/x = / es falso. 


(b) Demostrar que lim l/(x — 1) no existe. 

4?-*l 

18. Demostrar que si lim fix) — /, entonces existe un numero 8 > 0 y un mime- 

ro M tal que |/(x)| < M si 0 < jx — a\ < 8. (<,Como puede verse esto gr^fica- 
mente?) Indicacion: ^Por que basta con demostrar que /— 1 < fix) < / + 1 
para 0 < |x — a\ < 8? 

19. Demostrar que si fix) = 0 para x irracional y fix) = 1 para x racional, en¬ 
tonces no existe lim fix) cualquiera que sea a. 

■ *-*a 'V ' 

*20. Demostrar que si fix) = x para x racional y fix) = —x para x irracional, 
entonces lim fix) no existe si a=£ 0. 

21. (a) Demostrar que si lim gix) = 0, entonces lim gix) sen 1/x = 0. 

*-»o 

(b) Generalizar este hecho como sigue: Si lim gix) = 0 y |/i(x)| < M para 

todo x, entonces lim gix)hix) = 0. [Naturalmente la parte (a) es innece- 
*-*0 

saria si se consigue hacer la parte (b); en realidad la formulacidn de la 
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parte (b) puede facilitar las cosas m&s que (a) y esta es una de las ven- 
tajas de la generalization.] 

22. Considerese una funcion / con la siguiente propiedad: Si g es una funcion 

cualquiera para la cual no existe el lim g(x), entonces tampoco existe 

*~»0 

lim [f(x ) + g(x)]. Demostrar que esto ocurre si y solo si lim f(x) existe. Indi- 

X —>0 x—* 0 

cation: Esto es en realidad muy facil: La suposicion de que no existe 
lim f(x) lleva inmediatamente a una contradiction si se considera una g con 

x—*o 

la condition dicha. 

**23. Este problema es el analogo del problema 22 cuando / + g se sustituye 
por f-g. En este caso la situation es considerablemente mas compleja y el 
anilisis debe hacerse en varias etapas (el lector que desee un problema dificil 
puede buscar una solution independiente). 

(a) Supongase que existe lim f(x) y es ^ 0. Demostrar que si lim g(x) no 

x—*o *-»o 

existe, entonces tampoco existe lim f(x)g(x). 

x-*o 

(b) Demostrar el mismo resultado si lim |/(jc)| = oo. (La definition precisa 

x-*o 

de este tipo de lfmite se da en el problema 37.) 

(c) Demostrar que si no se curnple ninguna de estas dos condiciones, enton¬ 
ces existe una funcion g tal que lim g(x) no existe, pero existe lim f(x)g(x). 

S-* 0 x-*0 

Indication: Considerar por separado los dos casos siguientes: (1) Para 
algun e > 0 se tiene \f(x)\ >e para todos los x suficientemente pequenos. 
(2) Para todo e > 0, existen x tan pequenos como se quiera con \f(x)\ < e. 
En el segundo caso, empiecese por elegir puntos x n con \x n \ <\fn y 

I/M < !/«• 

*24. Supongase que, para todo numero natural n, A n es un conjunto finito de 
numeros en [0, 1], y que A n y A m carecen de elementos comunes si m=£n. 
Definase / como sigue: 

= | si x estd en A n 

\ 0, si jc no esti en A n para ningun n. 

Demostrar que lim f(x) — 0 para todo a de [0, 1]. 

x-*a 

25. Expliquese por que son correctas las siguientes definiciones de lim f(x) — l: 
Para todo 8 > 0 existe un s > 0 tal que, para todo x, 

(i) Si 0 < \x — a\ < s, entonces \f(x) — l\ < 8. 
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(ii) Si 0 < \x — a\ < e, entonces j f(x) — l\ < 8 . 

(iii) Si 0 < \x — a\ < e, entonces |/(;e) — /J < 55. 

(iv) Si 0 < \x — a\ < e/10, entonces |/(*) — l\ < 5. 

*26. Ponganse ejemplos para demostrar que las siguientes definiciones de 
lim f(x) = l no son correctas. 

x-*a 

(a) Para todo S>0 existe un e > 0 tal que si 0 < \x — a\ < 8 entonces 
\f(x) — 1\ < 6. 

(b) Para todo e > 0 existe un 8 > 0 tal que si \f(x) — /j < e, entonces 
0 < \x — a\ < 8. 

27. Para cada una de las funciones del problema 4-17 indiquese para que nu- 
meros a existen los h'mites laterales lim f(x) y lim fix). 

x-*a* x-*a,- 

*28. (a) Hagase lo mismo para cada una de las funciones del problema 4-19. 

(b) Considerese tambien lo que ocurre si se usan decimales que terminan 
en una fila de ceros en vez de decimales que terminan en nueves. 

29. Demostrar que lim fix) existe si lim fix) — lim fix). 

x-+a x-+a+ x-+a~ 

30. Demostrar que 

(i) lim f(x ) = lim f(—x). 

x —* 0 + *-* 0 " 

(ii) lim /(|at|) = lim f(x). 

x —*0 *—> 0 + 

(iii) lim f(x 2 ) = lim f(x). 

x —*0 *—» 0 + 

(Estas ecuaciones y otras como ellas son susceptibles de diversas interpreta- 
ciones. Pueden significar solamente que los dos limites son iguales si es que 
ambos existen; o que si uno determinado de ellos existe, el otro tambien 
existe y es igual a el; o que si cualquiera de los dos existe entonces el 
otro existe y es igual a el. Decida el lector por si mismo cuales de estas in- 
terpretaciones son adecuadas.) 

*31. Supongase que lim fix) < lim fix). (Ilustrese esta proposicion con un dibujo.) 

x—*a~ x-*a* 

Demostrar que existe algun 8 > 0 tal que fix) < fiy) siempre que x < a <y, 
\x — a\ < 8 e |y — a\ < S. (,Se cumple la reciproca? 

*32. Demostrar que lim ia n x n 4- ... 4- a„)/ib tll x m + ... + b„) existe si y solo si 

n. <.Cual es el limite cuando m = nl (,Y cuando m > n? Indicacion: 
El limite facil es lim 1/x* = 0; consigase mediante alguna manipulacion alge- 

x— *-<x> 

braica que esta sea la unica informacion necesaria. 
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33. Hallar los limites siguientes 


(i) 

.. x 4-sen 8 x 

5x + 6 

(ii) 

x sen* 

lim . • 

* 2 4- 5 

(iii) 

lim a/* 2 4- * — 

X-*co 

(iv) 

,. * 2 (1 4- sen 2 *' 

“ (*4-sen*) s 


34. Demostrar que lim /(1/*) — lim /(*) 

i—*o + *—►«* 

35. Hallar los limites siguientes en funcion del numero a = lim (sen x)/x. 

x—0 

(i) Bm *»* 

2-*OD X 

(ii) lim x sen-- 

X-*<x> X 

36. Definir “ lim f(x) — /.” 

x—> — *> 

(a) Hallar lim ( a n x n + • • • + a<>)/(b m x m + • • • + b 0 ). 


(b) Demostrar que lim f{x) = lim /(—*). 

X —» «o x —► — <o 

(c) Demostrar que lim /(1/*) = lim /(*). 

x —>0“ x-* ~ * 

37. Definimos lim fix) = oo en el sentido de que para todo N existe un 8 > 0 

x-*a 

tal que, para todo x, si 0 < |jc — a\ < 8, entonces /(*) > N. (Trazar un dibujo 
adecuado.) 

(a) Demostrar que lim l/(*—3) 2 = oo. 

(b) Demostrar que si /(*) > e > 0 para todo x, y lim g(x) — 0, entonces 

lim f{x)/g(x) = co. 

x—*a 


38. (a) Definir lim /(*) — oo, lim /(*) = oo y lim f{x) = oo. (O por lo menos con- 

x—*a* x-*a~ x— 
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venzase el lector que podn'a escribir las definiciones si tuviera humor 
para ello. ^Cuantos otros simbolos podria definir?) 

(b) Demostrar que lim 1/jc = oo. 

X— » 0 + 

(c) Demostrar que lim /(jc) = oo si y solo si lim /(1 /jc) = oo. 


39. 


Hallar los siguientes limites, si existen 

(i) 

.. x* + 4x — 7 
US 7x* - x + 1 


(ii) 

lim x(l + sen 2 x). 

Z-+CO 


(iii) 

lim x sen 2 x. 

x-*oo 


(iv) 

lim x 2 sen -• 

X-+CD X 


(v) 

lim Vx 2 + 2x - 

*-►00 

X. 

(vi) 

lim x(V x + 2 — 
*“►00 

Vi). 

(vii) 




I-»co X 


40. (a) Hallar el perimetro de un n-agono regular inscrito en una circunferen- 
cia de radio r; para las funciones trigonometricas que entren en juego, 
utilizar el radian como argumento. 

Solution: 2m sen(7r/«). 

(b) iA que valor se aproxima este perimetro cuando n es muy grande? 


41. 


Una vez ya en la imprenta el manuscrito de la primera edicidn de este libro, 
se me ocurri6 una manera mucho m&s sencilla de demostrar que lim x 2 = 
= a 2 , y lim x 3 = a 3 , sin pasar por todos los pasos de la pdgina 83. Supon- 

x—a 

gamos que queremos demostrar que lim x 2 = a 2 , siendo a >0. Dado e > 


_ _ 

> 0 hacemos simplemente que 6 sea el minimo de \Ja 2 + e - a _y a 

- yj a 2 + s (ver figura 19); entonces \x-a\ <8 implica que \ja 1 - e < x 
< \Ja 2 +e, de modo que a 2 - e < x 2 < a 2 + g, o \x 2 - a 2 1 <e. Por fortuna 
no llegue a tiempo para introducir estos cambios, puesto que esta «demos- 
traci6n» es totalmente falsa. ^Donde se encuentra el fallo? 





CAMTULO 


6 

FUNCIONES CONTINUAS 


Si / es una funcion cualquiera, no se cumple necesariamente quc 

lim f(x) = /(*). 


En efecto, esto puede dejar de ser cierto de muchas maneras. Por ejemplo, f puede 
incluso no estar definida en a, en cuyo caso la ecuacidn no tiene sentido (figura 1). 


S' 

- 1 - 

a 

FIGURA 1 

Tambien puede no existir lim f{x) (figura 2). Finalmente, como se ve en la 

9-~*a 

figura 3, aun estando definida / en ay existiendo lim f(x), el limite puede no ser 

#-*« 

igual a f{a). 

Parece natural considerar como anormal todo comportamiento de este tipo 
y distinguir con algun calificativo honroso aquellas funciones que no presentan 



141 



142 


Fundamentos 



(a) (b) (c) 


FIGURA 2 

estas peculiaridades. El calificativo adoptado ha sido «continua». Intuitivamente, 
una funcidn f es continua si su grifica no contiene interrupciones, ni saltos ni 
oscilaciones indefinidas. Aunquc esta descripcidn es, por lo general, suficiente para 



decidir si una funcidn es continua observando simplemente su grdfica (habilidad 
que merece ser cultivada), es fdcil enganarse, y la definicidn rigurosa es muy 
importance. 

DEFINICI6N 


La fimcidn / es continua en a si 

lim f(x) = /(a). 
*-»« 


No tendremos dificultad alguna en hallar muchos ejemplos de funciones que 
son, o no son, continuas en algun numero a; todo ejemplo referente a llmites 
suministra un ejemplo referente a continuidad, y el capitulo 5 suministra cierta- 
mente bastantes de 6stos. 
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La funcion fix) = sen 1/jc no es continua en 0, porque ni siquiera estd definida 
en 0, y lo mismo vale para la funcion #(*) = x sen 1/jc. Por otra parte, si quere- 
mos extender la segunda de estas funciones, es decir, si queremos definir una 
nueva funcion G poniendo 


-I* 

l <*, 


sen \/x, x 9 * 0 
x = 0, 


entonces la eleccion de a — G(0) puede hacerse de tal manera que G sea continua 
en, 0; para hacer esto podemos (de hecho, debemos) definir G(0) = 0 (figura 4). 
Esta clase de extension no es posible para f ; si definimos 


sen 1/jc, x 0 
a, x = 0, 


entonces F no sera continua en 0, cualquiera que sea a, porque lim fix) no existe. 

#—*0 

La funcion 


fix) - ( J * mCi 
| 0, x irra 


racional 

irracional 


no es continua en a, si a=£Q, puesto que lim fix) no existe. Sin embargo, 

lim fix) = 0 = /(0), de modo que / es continua precisamente en un solo punto, el 0. 

Las funciones fix) — c, g(jt) —xy h{x) — jc 2 son continuas en todos los nu- 
meros a, puesto que 

lim fix) — lim c ■= c = fia), 
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lim £(x) = lim x — a = g(a), 

x—*a i-»fl 

lim h(x ) = lim x 2 = a 2 = h(a). 

*-*« x—*a 

Considerese finalmente la funcion 

f _ | 0, x irracional 

I \/q, x — p/q fraccion irreducible. 

En eJ capitulo 5 hicimos ver que lim f{x) = 0 para todo a. Puesto que 0 = fla) 

solamente cuando a es irracional, esta funcidn es continua en a si a es irracional, 
pero no si a es rational. 

Ser£ mas tecil todavia dar ejemplos de continuidad si demostramos dos sen- 
cillos teoremas. 

TEOREMA 1 

Si / y g son continuas en a, entonces 

(1) f + g es continua en a, 

(2) f’g es continua en a. 

Adem&s, si g(a)=£ 0, entonces 

(3) l/g es continua en a. 


DEM OSTR ACI6N 

Puesto que f y g son continuas en a, 

lim f{x) = f{a) y lim g(x) = g(a). 

z—*a x —►a 

Por el teorema 2(1) del capitulo 5 esto implica que 

lim (/ + g)(x) = f(a) +g(a) = (/ + g)(a), 

x—+a 

lo cual es precisamente la afirmacion de que j -f g es continua en a. Las demos- 
traciones de las partes (2) y (3) se dejan para el lector. | 
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Partiendo de las funciones Kx) = c y fix) = que son continuas en a, para 
todo a, podemos aplicar el teorema 1 para concluir que una funcidn 

f( x ) = bnXm b n-\X n ~ l + • • * + bp 

es continua en todo punto de su dominio. Pero es dificil llegar a mucho mds de 
esto. Cuando estudiemos en detalle la funcidn seno sera facil demostrar que sen 
c continua en a para todo a ; aceptemos de momento este hecho. Una funcidn 
tai como 


f(x) = 


sen 2 x + x 2 + x* sen x 
sen 27 x 4- 4x 2 sen 2 x 


puede demostrarse ahora que es continua en todo punto de su dominio. Pero toda- 
vi'a no podemos demostrar la continuidad de una funcion tal como f(x) = sen (x 2 ); 
necesitamos, evidentemente, un teorema referente a la composicion de funciones 
continuas. Antes de formular este teorema, vale la pena destacar el siguiente punto 
acerca de la definicidn de continuidad. Si traducimos la ecuacidn lim f(x) — f(a) 

de acuerdo con la definicion de limites, se obtiene 


para todo e > 0 existe un 8 > 0 tal que, para todo x, 
si 0 < |jc — a\ < 5, entonces \f(x) — f{a)\ <s. 

Pero en este caso, en que el Kmite es f{a), la frase 

0 < |* - a\ < S 

puede cambiarse por la condicidn mds sencilla 

I* ” a\ < 

puesto que si x = a sc cum pie ciertamente que | fix) — fid)\ < £. 

TEOREMA 2 


Si g es continua en a, y f es continua en gia), entonces f ° g es continua en a. [Ob- 
s^rvese que se requiere que / sea continua en gia), no en a.] 
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DEM OSTR ACI6N 

Sea £ > 0. Queremos hallar un 8 > 0 tal que para todo x, 

si \x — a\ <8 entonces |(/°£)(*) — (/°£)(<z)| < £, 

“ decir, I/(«(*)) ~ f{g{a))\ < S. 

Tendremos que aplicar primero la continuidad de / para estimar como de cerca 
tiene que estar g(x) de g(a) para que se cumpla esta desigualdad. Puesto que f es 
continua en g(a), existe un 8' > 0 tal que para todo y, 

(D si h — g(a)\ < 5', entonces \f(y) — f{g{a))\ < e. 

En particular, esto significa que 

(2) Si|^(x) < 5',«entonces |/(g(*)) - f(g(a ))| < £. 

Aplicamos ahora la continuidad de g para estimar c6mo de cerca tiene que estar 
x de a para que se cumpla la desigualdad — #(a)| < 8'. El numero S' es un 
numero positivo como cualquier otro numero positivo; podemos, por lo tanto, 
tomar S' como el £ (!) de la definicion de continuidad de g en a. Deducimos que 
existe un 8 > 0 tal que, para todo x, 

(3) Si \x — a\< 8 , entonces |g(*) — g(a)\ < S'. 

Combinando (2) y (3) vemos que para todo x, 

si \x — a\ < 8, entonces \f(g(x)) — f(g(a))\ <£. | 

Podemos ahora volver a considerar la funcion 

r, \ | x «en 1 /x, x ^ 0 

/W = I 0, , = 0. 

Hemos observado ya que / es continua en 0. Unas cuantas aplicaciones de los 
teoremas 1 y 2, junto con la continuidad de sen, demuestran que / es tambien 
continua en a, para a=£ 0. El lector deberfa ser capaz de analizar con la misma 
facilidad funciones tales como f(x) = sen (jc 2 + sen (x + sen 2 (x 3 ))). 
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Los pocos teoremas de este capitulo se refieren todos a continuidad de fun¬ 
ciones en un punto, pero el concepto de continuidad no empieza a ser interesante 
hasta que dirigimos nuestra atencion a funciones que son continuas en todos los 
puntos de algun intervalo. Si f es continua en x para todo x de (a, b), entonces 
se dice que f es continua en (a, b). La continuidad en un intervalo cerrado se 
define de modo algo diferente; una funcion f se dice que es continua en [a, b] si 

(1) f es continua en x para todo x de (a, b), 

(2) lim/(*) =/(«) y lim fix) = fib). 

x—*a + x-*b~ 

Las funciones que son continuas en un intervalo suelen considerarse especial- 
mente como buenas; de hecho puede decirse que la continuidad es la primera 
condicion que debe satisfacer una funcion «razonable». Se suele, a veces, des¬ 
cribe intuitivamente una funcion continua como aquella cuya grafica puede dibu- 
jarse sin levantar el lapiz del papel. A1 considerar la funcion 

,, x ( x sen \/x, x j* 0 

/w = ( o , ,-0 

se ve que esta descripcion es un poco demasiado optimista, pero con todo es ver- 
dad que existen muchos resultados importantes acerca de funciones que son con¬ 
tinuas en un intervalo. Estos teoremas son, por lo general, mucho m£s dificiles 
que los de este capitulo, pero existe un teorema sencillo que constituye un puente 
entre los dos tipos de resultados. La hipotesis de este teorema exige la continuidad 
en un punto solamente, pero la conclusion describe el comportamiento de la fun- 
cion en algun intervalo que contiene el punto. Aunque este teorema es, en reali¬ 
dad, un lema para posteriores argumentaciones, se incluye aquf como una vision 
anticipada de lo que ha de venir. 

TEOREMA 3 


Supongase que / es continua en a, y f{a) > 0. Entonces existe un numero S > 0 tal 
que fix) > 0 para todo x que satisface \x — a\ < 8. Analogamente, si f(a ) < 0, 
entonces existe un numero 8 > 0 tal que fix) < 0 para todo x que satisfa¬ 
ce |jc — a\ < 8. 
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DEMOSTRACI6N 

Consicterese el caso f(a ) > 0 puesto que f que es continua en a, si e > 0 existe 
un 8 > 0 tal que, para todo jc, 

si |jc — a\ < 8, entonces |/(jc) — f(a)\ < e. 

Puesto que f(a ) > 0 podemos tomar a f(a) como el e. Asi, pues, existe 8 > 0 tal 
que para todo x. 


si \x — a\ < 8, entonces |/(jc) — f(a)\ < f(a), 

y esta Ultima igualdad implica f(x) > 0. 

Puede darse una demostracion andloga en el caso f(a) < 0; tdmese e = — f(a). 
O tambien se puede aplicar el primer caso a la funcidn —/. | 

PROBLEMAS 


1. ^Para cuales de las siguientes funciones / existe una funcion F de dominie R 
tal que F(x) = f(x) para todo x del dominio de /? 


(i) 



(ii) 



(iii) f(x ) = 0, x irracional. 

(iv) f{x) = 1 /q, x = p/q racional en fraccion irreducible. 


2. ^En que puntos son continuas las funciones de los problemas 4-17 y 4-19? 

3. (a) Supongase que / es una funcion que satisface \f(x)\ 2= \x\ para todo x. 

Demostrar que / es continua en 0. [Observese que /(0) debe ser igual a 0.] 

(b) Dar un ejemplo de una funcion / que no sea continua en ningun a ^ 0. 

(c) Supongase que g es continua en 0, g(0) — 0, y \f(x)\ < \g(x)\. Demostrar 
que / es continua en 0. 

4 . Dar un ejemplo de una funcidn / que no sea continua en ningun punto, pero 
tal que |/| sea continua en todos los puntos. 

5. Para todo numero a, hallar la funcion que sea continua en a, pero no lo sea 
en ningun otro punto. 
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6 . (a) Hallar una funcion f que sea discontinua en 1, 5 , 5 , .... pero continua 

en todos los dem£s puntos. 

(b) Hallar una funcion / que sea discontinua en 1 , J, y en 0, pero 

que sea continua en todos los dem&s puntos. 

7. Supongase que f satisface f(x + y) — f(x) + f(y), y que f es continua en 0. 
Demostrar que f es continua en a para todo a. 

8 . Supongase que / es continua en a y f(a) = 0 . Demostrar que si a =£ 0 , en- 
tonces / + a es distinta de 0 en algun intervalo abierto que contiene a. 

9. (a) Supongase que f no es continua en a. Demostrar que para algun s > 0 

existen numeros x tan proximos como se quiera de a con | f{x) — f(a)\ >e. 
Ilustrese esto graficamente. 

(b) Deduzcase que para algun £ > 0, o bien existen numeros x tan proximos 
como se quiera de a con f(x) < f(a) — e o bien existen numeros x tan 
proximos como se quiera de a con f(x) >f(a) + £. 

10. (a) Demostrar que si / es continua en a, entonces tambien lo es |/|. 

(b) Demostrar que toda funcion continua / puede escribirse en la forma 
f — E + O, donde E es par y continua y O es impar y continua. 

(c) Demostrar que si / y g son continuas. tambien lo son max(/, g) y min (f, g). 

(d) Demostrar que toda funcidn continua / puede escribirse en la forma 
f — 8 — h, donde g y h son no negativas y continuas. 

11. Demostrar el teorema 1(3) aplicando el teorema 2 y la continuidad de la 
funcion f(x) = l/x. 

*12. (a) Demostrar que si / es continua en l y lim g(x) = l, entonces lim f(g(x )) = 

*—*c x—*a 

= /(/). [Se puede hacer partiendo de las definiciones, pero es m£s facil 
considerar la funcidn G con G(x) — g(x) para x ^ a, y G(a) = /.] 

(b) Demostrar qiie si no se supone la continuidad de f en l, entonces no se 
cumple, por lo general, que lim f(g(x)) = /(lim #(*)). Indicacidn: Hacer 

la prueba con /(jc) = 0 para *'#/.y/C 0 = i. 

13. (a) Demostrar que si / es continua en [a, b], entonces existe una funcion g 

que es continua en R, y que satisface g(x) = f(x) para todo x en [a, b]. 
Indicacion: Puesto que hay evidentemente un gran margen para elegir, 
h£gase la prueba con g constante en (— 00 , a ] y [b, 00 ). 

(b) Hagase ver con un ejemplo que esta afirmacion es falsa si se sustitu- 
ye [a, b ] por (a, b). 

14. (a) Supdngase que g y h son continuas en a, y que g(a) = h(a). Definase f(x) 

como g(x) si x > a y h(x) si x < a. Demostrar que f es continua en a: 
(b) Supdngase que g es continua en [a, b ], h es continua en [b, c] y g{b) — h(b). 
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Sea f(x) igual a g(x) para x en [a, b] e igual a h(x) para x en [b, c]. 
Demostrar que / es continua en [a, c]. (Asi, pues, las funciones continuas 
pueden «soldarse».) 

15. (a) Demostrar la siguiente version del teorema 3 para «continuidad por la 

derecha»: Supongase que lim f(x) = f{a), y f(a) > 0. Existe entonces un 

*-*«♦ 

numero 8 > 0 tal que f{x) > 0 para todo x que satisface 0 ^ x — a < 8. 
Andlogamente, si f{a) < 0, entonces existe un numero 8 > 0 tal que 
f(x) < 0 para todo x que satisface 0 < jc — a < 8. 

(b) Demostrar una versidn del teorema 3 cuando lim f{x) = f{b). 

s-*b~ 

16. Si lim fix) existe, pero es ^ /(a), entonces se dice que f tiene una discontih 

x-*a 

nuidad evitable en a. 

(a) Si fix) = sen 1 /jc para x^= 0 y fiO) = 1, (.tiene f una discontinuidad evi¬ 
table en 0? iY si fix) = x sen Ifx para x ^ 0 y /(0) =1? 

(b) Supongase que / tiene una discontinuidad evitable en a. Sea gix) = fix) 
para x^a y sea gia) = lim fix). Demostrar que g es continua en a. (No 

x-*a 

tomarse demasiado trabajo; esto es muy fdcil.) 

(c) Sea fix) = 0 si jc es racional, y sea fipfq) = 1 fq si p/q es una fraccion 
irreducible. ^Que f unci on es la g definida por gix) = lim fiy)l 

v-** 

*(d) Sea / una funcion con la propiedad de que todo punto de discontinuidad 
es una discontinuidad evitable. Esto significa que lim fiy) existe para 

v~** 

todo jc, pero que / puede ser discontinua en algunos (incluso en infinitos) 
numeros jc. Deflnase gix) = lim fiy). Demostrar que g es continua. [Esto 

y-*i 

no es tan fdcil como la parte (b).] 

**(e) (.Existe alguna funcion / que sea discontinua en todo punto y que tenga 
solamente discontinuidades evitables? (Vale la pena considerar este pro- 
blema ahora, pero principalmente como una prueba de intuicion; aun- 
que sospeche la solucion correcta, el lector no podid ciertamente demos- 
trarla por ahora. Vease el problema 21-33.) 



CAP1TULO 

7 

TRES TEOREMAS FUERTES 


Este capi'tulo esta dedicado a tres teoremas acerca de funciones continuas y a 
algunas de sus consecuencias. Las demostraciones mismas de estos tres teoremas 
no se dar£n hasta el capi'tulo proximo, por razones que se explican al final de este. 

TEOREMA 1 

Si / es continua en [a, b] y f(a) < 0 < f(b), entonces existe algun x en [a, b] tal 
que f(x) = 0. 

(Geom^tricamente, esto significa que la grdfica de una funcion continua que em- 
pieza por debajo del eje horizontal y termina por encima del mismo debe cruzar 
a este eje en algun punto, como en la figura 1.) 
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TEOREMA 2 

Si / es continua en [a, b ], entonces f esta acotada superiormente en [a, 6], es decir, 
existe algun numero N tai que fix) < N para todo x en [a, b], 

(Geometricamente, este teorema significa que la grafica de / queda por debajo 
de alguna lmea paralela al eje horizontal como en la figura 2.) 


FIGURA 2 


FIGURA 3 




TEOREMA 3 

Si / es continua en [a, b], entonces existe algun numero v en [ a, b] tal que fiy ) > f(x) 
para todo x en [a, b] (figura 3). 


Estos tres teoremas difieren notablemente de los teoremas del capitulo 6. Las 
hipotesis de aquellos teoremas postulaban siempre continuidad en un solo punto 
mientras que las hipotesis de los teoremas presentes exigen continuidad en todo 
un intervalo [a, b ]; si la continuidad deja de cumplirse en un solo punto, las con- 
clusiones pueden no ser ciertas. Por ejemplo, sea / la funcion de la figura 4, 


fix) = 


-1, U < x < V2 

1, Vl < x < 2. 


Entonces / es continua en todo punto de [0, 2] excepto en \fl, y /(0) < 0 < 
/( 2 ), pero no existe ningun punto x en [ 0 , 2 ] tal que f(x ) = 0 ; la discontinuidad 
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FIGURA 4 


en el punto yfl es suficiente para destruir la conclusion del teorema 1 . 
Analogamente, supongamos que / es la funcion de la figura 5, 

fix) = ( \ /X ’ X * ° 
l 0 , x = 0. 



FIGURA 5 


Entonces/es continua en todo punto de [0, 1] excepto en 0, pero f no esta aco- 
tada superiormente en [0, 1]. En efecto, para cualquier numero N > 0, se tiene 
/GAO ~ 2N > N. 

Este ejemplo hace ver tambien que el intervalo cerrado [a, b] del teorema 2 
no puede ser sustituido por el intervalo abierto (a, b), ya que la funcion / es con- 
linua en ( 0 , 1 ), pero no esta acotada en este intervalo. 

Finalmente, consideremos la funcion de la figura 6 , 
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l x\ x < 1 
jo, x > 1. 


Eli el intervalo [0, 1] la funcion / esta acotada superiormente, de modo que / satis- 
face la conclusion del teorema 2, aunque f no sea continua en [0, 1]. Pero / no 
satisfacc la conclusion del teorema 3; no existe ningun y en [0, 1] tal que 
fiy ) > f{x) para todo jc de [0, 1]; en efecto, no se cumple ciertamente que /(l) > f(x) 
para todo x de [0, 1], de modo que no podemos elegir y = 1, ni tampoco podemos 
elegir 0 < y < 1 porque fiy) < fix) si x es un numero cualquiera tal que y < x < 1. 

Este ejemplo hace ver que el teorema 3 es considerablemente mas fuerte que 
el teorema 2. El teorema 3 se parafrasea a menudo diciendo que una funcion 
continua en un intervalo cerrado «alcanza su valor maximo* en dicho intervalo. 

Las hipotesis de nuestros tres teoremas son muy restrictivas, pero en compen- 
sacion obtenemos unas conclusiones de naturaleza completamente distinta de las 
de los teoremas anteriores. Describen el comportamiento de una funcion no pre- 
cisamente en un punto sino en todo un intervalo; tales propiedades «globales» 
de una funcion son siempre notablemente mas difi'ciles de demostrar que las pro¬ 
piedades «locales*, y en correspondence con esto son de mucha mayor fuerza. 
Para ilustrar la utilidad de los teoremas 1, 2 y 3, deduciremos pronto algunas 
consecuencias importantes, pero sera conveniente mencionar primero algunas ge- 
neralizaciones simples de estos teoremas. 
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TEOREMA 4 

Si / es continua en [a, b] y f(a) < c < fib ), entonces existe algun x en [a, b] tal 
que f{x) = c. 

DEMOSTTRACI6N 

Sea g = f — c. Entonces g es continua, y g{a) < 0 < gib). Segun el teorema 1, 
existe algun x en [a, b ] tal que g(x) = 0. Pero esto significa que f(x) = c. | 

TEOREMA 5 

Si / es continua en [a, b] y f{a)>c> f(b), entonces existe algun x en [a, b ] tal 
que fix) = c. 

DEMOSTRACI6N 

La funcion —f es continua en [a, b ] y —fid) <—c< —fib). Segun el teorema 4 
existe algun x en [a, b ] tal que — fix) = — c, lo cual significa que fix) — c. | 

Los teoremas 4 y 5 juntos demuestran que / toma todos los valores compren- 
didos entre fia) y fib). Todavfa podemos decir mds: Si c y d est&n en [a, b ], en¬ 
tonces / toma todos los valores comprendidos entre /(c) y fid). La demostracion 
es sencilla; si, por ejemplo, c < d, entonces basta aplicar los teoremas 4 y 5 al 
intervalo [c, d\. Resumiendo, si una funcion continua en un intervalo toma dos 
valores, entonces toma todos los valores comprendidos entre ellos; esta ligera 
generalizacion del teorema 1 recibe a menudo el nombre de teorema de los valo¬ 
res intermedios. 

TEOREMA 6 

Si / es continua en [a, b), entonces / esta acotada inferiormente en [a, b], es decir, 
existe algun numero N tal que fix) > N para todo x de [a, b). 

DEMOSTRACION 

La funcion —/ es continua en [a, b], de modo que segun el teorema 2, existe un 
numero M tal que — fix) < M para todo x de [a, b]. Pero esto significa que 
fix) ^ —M para todo x de [a, b ], de modo que podemos poner N = — M. | 
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Los teoremas 2 y 6 juntos demuestran que una funcion continua / en [tf, 6] 
esta acotada en [a, b ], es decir, existe un numero N tal que |/(jr)| ^ N para 
todo*jc de [a, b\. En efecto, puesto que el teorema 2 asegura la existencia de un 
numero /V, tal que /(jc) < N { para todo x de [a, b] y el teorema 6 asegura la 
existencia de un numero N 2 tal que fix) > N 2 para todo x de [a, b], podemos 
tomar N = max(|/V,|, \N 2 \). 

TEOREMA 7 

Si / es continua en [a, b], entonces existe algun y en [a, b] tal que f(y) < f(x) para 
todo x de [a, b ]. 

(Una funcion continua en un intervalo cerrado alcanza su mi'nimo en dicho in- 
tervalo.) 

DEMOSTRACI6N 

La funcion — f es continua en [a, b] ; segun el teorema 3 existe algun y en [a, b] 
tal que — f(y) > — f(x) para todo x de [a, b], lo cual significa que — f(y) < — fix) 
para todo jc de [a, b]. I 

Una vez deducidas las consecuencias triviales de los teoremas 1, 2 y 3, em- 
pezaremos a demostrar algunas cosas interesantes. 

TEOREMA 8 

Todo numero positivo posee una rafz cuadrada. En otras palabras, si a > 0, en¬ 
tonces existe algun numero jc tal que jc 2 = a. 

DEMOSTRACI6N 

Consideremos la funcion fix) = jc 2 , la cual es ciertamente continua. Observese 
que la afirmacion del teorema puede ser expresada en terminos de /: «el nu¬ 
mero a posee una rafz cuadrada» significa que / toma el valor a. La demostracion 
de este hecho acerca de / sera una consecuencia facil del teorema 4. 

Existe, evidentemente, un numero b > 0 tal que fib) > a (como se ve en la 
figura 7) ; en efecto, si a > 1 podemos tomar b — a, mientras que si a < 1 pode¬ 
mos tomar b = 1. Puesto que fiO) < a < fib), el teorema 4 aplicado a [0, b ] im- 
plica que para algun jc (de [0, &]), tenemos fix) = a, es decir, jc 2 = a. | 

Precisamente el mismo raciocinio puede apltcarse para demostrar que todo 
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numero positive) tiene una rafz /i-esima, cualquiera que sea el numero n. Si n es 
impar, se puede decir mas: todo numero tiene una raiz n-esima. Para demostrarlo 
basta observar que si el numero positivo a tiene la rafz /7-esima x, es decir, si 
x n = a, entonces (—*)" = —a (puesto que n es impar), de modo que —a tiene 
la rafz «-esima —a. Afirmar que, para un n impar, cualquier numero a tiene una 
rafz /t-esima, equivale a afirmar que la ecuacion 

x n — a = 0 

tiene una rafz si n es impar. El resultado expresado de este modo es susceptible 
de gran generalizacion. 

TEOREMA 9 

Si n es impar, entonces cualquier ecuacion 

* n 4- <z n _i* n_1 + • • • + ao ® 0 


posee una rafz. 

DEMOSTRACI6N 

Tendremos que considerar, evidentemente, la funcion 
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/(*) - x n + a n -ix n l + * • * + tfo; 

habria que demostrar que / es unas veces positiva y otras negativa. La idea in- 
tuitiva es que para un j*| grande, la funcidn se parece mucho a g(x) = x n y, puesto 
que n es impar, esta funcion es positiva para x grandes positivos y negativa para 
x grandes negativos. Un poco de cdlculo algebraico es todo lo que hace falta 
para dar forma a esta idea intuitiva. 

Para analizar debidamente la funci6n f conviene escribir 

f{x) = x n + a n -ix n ~ l + • • • + a 0 = x n ^1 + +*.*•+ 


Observese que 


@n —1 | —2 ■ . _ _ I Go 

X ' X 2 ' ' x n 




En consecuencia, si elegimos un x que satisfaga 


(*) |*| > 1, 2n|a n _i|, . . . , 2«|a 0 |, 


entonces |x*| > |*| y 


I ^W—*| |tfw—fc[ | g w— k\ _ J_ 

|**| |*| 2n\a n -k\ 2 n 


de modo que 


—1 . g «—2 . ... i g 0 

* ' *2 ‘ x n 



n tlnninos 


Expresado de otro modo. 



g n— 1 


* 




lo cual implica que 
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1 

2 


< 1 + 


&n — 1 ^ Qq 

x x n 


Por lo tantO, si elegimos un jc, > 0 que satisfaga (*), entonces 


*i 


< Xi" 



@n —1 
Xi 



de modo que fix t )>0. Por otra parte, si jc 2 < 0 satisface (*), entonces x* < 0 y 


■*■2" 

~2 


>x 2 n (l +~ 
\ x 2 



de modo que f(x 2 ) < 0 . 

Aplicando ahora el teorema 1 al intervalo [x 2 , x,] llegamos a la conclusion de 
que existe un x en [jc,. x 2 ] tal que f(x) = 0 .| 

Ei teorema 9 resuelve tan felizmente el problema de las ecuaciones de grado 
impar que parece obligado intentar lo mismo respecto a las de grado par, no 
estudiadas hasta ahora. Sin embargo, el problema parece a primera vista insupe¬ 
rable. Unas ecuaciones tales como x 2 — 1 =0 tienen una solucion, mientras que 
otras tales como x 2 + 1 = 0 no la tienen; £que mas hay que decir? Se puede 
decir, con todo, algo de interes, considerando una cuestion mas general. En vez 
de intentar resolver la ecuacion 


x n + a n _i* n 1 + ' * • + a 0 = 0, 
preguntemonos acerca de la posibilidad de resolver las ecuaciones 
* n 4- + * * • + « 0 = c 

para todos los numeros posibles c. Esto equivale a hacer variar el termino cons- 
tante a„. La informacion que se puede dar acerca de la solucion de estas ecua¬ 
ciones depende de un hecho que se ilustra en la figura 8 . 

La grafica de la funcion f{x) = x” + a n ^x n ~' + ... + a ( „ con n par, contiene, 
por lo menos en la forma en que la hemos dibujado, un punto mas bajo que todos 
los demas. Dicho de otro modo existe un numero y tal que f{y ) < fix) para todos 
los numeros x, es decir, la funcion / posee un minimo, no solamente en todo inter¬ 
valo cerrado, sino en la recta completa. (Observese que esto no se cumple si n es 
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impar.) La demostracion depende del teorema 7, pero hace falta una aplicacion 
artificiosa del mismo. Podemos aplicar el teorema 7 a cualquier intervalo [a, b], 
y obtener asi un punto y 0 tal que /(y 0 ) es el valor minimo de / en [a, b ]; pero si 
ocurre que [a, b] es, por ejemplo, el intervalo de la figura 8, entonces el punto y 0 
no serd aquel en que / alcanza su valor minimo para toda la recta. Toda la ^e- 
mostracion del siguiente teorema se basa en la eleccion de \a, b] de modo que 
esto no pueda ocurrir. 


TEOREMA 10 

Si n es par y f(x)= x n + a n -X~' + — + «o. entonces existe un numero y tal que 
j{y) < f{x) para todo x. 


DEMOSTRACION 


Lo mismo que en el teorema 9, si 

M = max(l, 2«|a n _i|, . . . , 2«|aoi)» 


entonces para todo x con \x\ ^ M, tenemos 


1 

2 


< 1 + — 
x 


4- • • 



A1 ser n par, jc n > 0 para todo x, de modo que 
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7 **'( 1 + 5 7 1+ -" + ?)-' w ’ 

siempre que \x\ > M. Consideremos ahora el numero /(0). Sea ft > 0 un numero 
tal que ft" > 2/(0) y tambien ft > M. Entonces si jc > ft, tenemos (figura 9) 

x n b n 

fix) > y >y>/(0). 



Andlogamente, si jc <—ft, entonces 


( — h) n b n 

fw> x -> { -^ L = 1 >m. 


Resumiendo: 

si jc > b o x < —ft, entonces /(at) ^ f(0). 

Apliquemos ahora el teorema 7 a la funcion f en el intervalo [—ft, ft]. Se de¬ 
duce que existe un numero y tal que 


(1) si —ft < jc < ft, entonces fiy) < fix). 
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En particular, f(y) < fi 0). De este modo 

(2) si x < —b o x > b, entonces fix) > /(0) > /O). 

Combinando (1) y (2) vemos que f{y) < f(x) para todo x. | 

El teorema 10 permite ahora demostrar el siguiente resultado. 

TEOREMA 11 

Consideremos la ecuacion 

(*) x n + < 2 n _lX n_1 + * * • + ao = c, 

y supongamos que n es par. Entonces existe un numero m tal que (*) posee una 
solucion para c>m y no posee ninguna para c < m. 

DEM OSTR ACI6N 

Sea f{x) = x n + 4- ... + a 0 (figura 10). 



Segun el teorema 10, existe un numero y tal que f(y) < fix) para todo x. 
Sea m = f(y). Si c < m, entonces la ecuacion (*) no tiene, evidentemente, ninguna 
solucion, puesto que el primer miembro tiene un valor > m. Si c = m, entonces (*) 
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tiene y como solucion. Finalmente, supongamos c > m. Sea b un numero tal que 
b > y y f{b) > c. Entonces f(y) = m < c < f(b). En consecuencia, segun el teore- 
ma 4, existe algun numero x en [y, b ] tal que f(x) = c, con lo que x es una 
solucion de (*). | 

Estas consecuencias de los teoremas 1, 2 y 3 son las unicas que deduciremos 
ahora (sin embargo, estos teoremas desempenaran un papel fundamental en todo 
lo que hagamos mas adelante). Una sola cosa queda por hacer: demostrar los 
teoremas 1, 2 y 3. Por desgracia, no podemos hacerlo por ahora, ya que, a partir 
de nuestros conocimientos actuates acerca de los numeros reales (a saber, P1-P12), 
una demostracion es imposible. De que esta infortunada conclusion es cierta po¬ 
demos convencernos de varias maneras. Por ejemplo, la demostracion del teore- 
ma 8 descansa solamente en la demostracion del teorema 1; si pudieramos 
demostrar el teorema 1, entonces la demostracion del teorema 8 estaria completa, 
y asi habriamos demostrado que todo numero positivo tiene una raiz cuadrada. 
Segun se ha indicado en la parte I, es imposible demostrar esto a partir de P1-P12. 
Consideremos de nuevo la funcion 



Si no existiera ningun numero x con x 2 = 2, entonces f seria continua, puesto que 
el denominador nunca seria = 0. Pero f no esta acotada en [0, 2]. Asi, pues, el 
teorema 2 depende esencialmente de la existencia de numeros que no son numeros 
racionales, y por lo tanto de alguna propiedad de los reales distinta de las PI-PI 2. 

A pesar de nuestra incapacidad de demostrar los teoremas 1, 2 y 3, hay algu- 
nos resultados que reclamamos como ciertos. Si las figuras que hemos trazado 
tienen alguna conexidn con las matemdticas que estamos haciendo. y si nuestra 
nocion de funcion continua tiene algun grado de conexion con nuestra idea in- 
tuitiva, entonces los teoremas 1, 2 y 3 tienen necesariamente que ser verdad. Puesto 
que una demostracidn de cualquiera de estos teoremas debe exigir alguna propie¬ 
dad nueva de R hasta ahora pasada por alto, nuestras dificultades presentes nos 
sugieren la manera de descubrir esta propiedad: Intentemos, por ejemplo, cons- 
truir una demostracion del teorema 1, y ver que es lo que falla. 

Una idea que parece prometedora es la de encontrar el primer punto en que 
fix) = 0, es decir, el x m£s pequeno de [a, b] tal que f(x) = 0. Para encontrar este 
punto, consideremos primero el conjunto A que contiene todos los numeros x 
de [a, b] tales que / es negativa en [a, x]. En la figura 11, jc es uno de estos puntos. 
mientras que x' no lo es. El mismo conjunto A se indica mediante una linea grue- 
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sa. A1 ser / negativa en a y positiva en b, el conjunto A contiene algunos puntos 
mayores que a, mientras que todos los puntos suficientemente prdximos a b no 
pertenecen a A. (Estamos aplicando aqui la continuidad de / en [a, b] asf como 
el problema 6-15:) 

Supongamos ahora que a es el numero mas pequeno que es mayor que todos 
los miembros de A ; evidentemente a<ct<b. Decimos que /(a) = 0, y para 
demostrarlo nos basta con eliminar las posibilidades /(a) < 0 y /(a)>0. 

Supongamos primero que /(a) < 0. Entonces, segun el teorema 6-3, fix ) seria 
menor que 0 para todo x de un intervalo pequeno conteniendo a, en particular 
para algunos numeros mayores que a (figura 12); pero esto contradice el hecho 
de que a es mayor que cualquier miembro de A, puesto que los numeros mayores 
estarian tambien en A. En consecuencia, /(a) < 0 es falso. 



Por otra parte, supongamos /(a) > 0. Aplicando de nuevo el teorema 6-3 
vemos que fix) seria positivo para todo x de un intervalo pequeno conteniendo a, 
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en particular para algunos numeros menores que a (figura 13). £sto signified que 
estos numeros mas pequenos estan todos fuera de A. En consecuencia, se podria 
haber elegido un a todavfa mas pequeno que seria mayor que todos los miembros 
de A. Otra vez tenemos una contradiccion; /(a)>0 es tambien falso. Por lo 
tanto. /(a) = 0 y nos tienta decir c. q. d. 



Sabemos, sin embargo, que algo debe estar equivocado, puesto que no se ha 
aplicado ninguna propiedad nueva de R, y no hace falta cavilar mucho para en- 
contrar el punto dudoso. Esta claro que podemos elegir un numero a mayor que 
todos los miembros de A (por ejemplo, podemos elegir a = b ), pero no estd tan 
claro que podamos elegir uno mds pequeno que todos. En efecto, supongamos 
que A consiste en todos los numeros x > 0 tales que x 2 < 2. Si el numero •/! no 
existiera, entonces no existiria un numero mfnimo mayor que todos los miembros 
de A ; cualquiera que fuera el y > */2 que eligieramos, siempre podriamos elegir 
uno mds pequeno. 

Una vez descubierto el sofisma, aparece casi evidente cudl es la propiedad adi- 
cional de los numeros reales que necesitamos. Ahora todo se reduce a explicarla 
debidamente y aplicarla. £ste es el objetivo del prdximo capftulo. 

PROBLEMAS 

1. Para cada una de las siguientes funciones, decidir cudles estdn acotadas 
superiormente o inferiormente en el intervalo indicado, y cudles de ellas 
alcanzan sus valores mdximo o minimo. (Observese que f puede tener esta s 
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propiedades aun no siendo continua, y aunque el intervalo no sea cerrado.) 

(i) /(*) = * 2 en ( — 1, 1). 

(ii) f(x) = x 3 en ( —1, 1). 

(iii) f(x) = * 2 en R. 

(iv) f(x) = x 2 en [0, »). 

( v ) f( x ) = I **» ^ x ~ a en (-a - 1, a + 1). (Serd necesario 

w l a + 2, x > a 

considerar distintos valores posibles para a.) 


(vi) /(*) = 

(vii) /(*) = 


en [■ 


x 2 , x < a 

a + 2 , a: > a 
0, x irracional 
1 /q> x = p/q fraccion irreducible 


1 ,fl + 1 ]. 

en [0, 1]. 


(viii) /(*) 

(ix) /(*) 

(x) /(*) 

(xi) /(*) 

(xii) fix) 


1, * irracional en [0, 1]. 

1 /q, x - />/? fraccion irreducible 

1, a: irracional en [0j 

— \/q> x — p/q fraccion irreducible 


= { *> * rational cn [0> „]. 

I 0, x irracionaj_ 

= sen 2 (cos x + Vl + a 2 ) en [0, a 3 ]. 
= [x] en [0, a]. 


2. Para cada una de las siguientes funciones polinomicas f, hallar un entero n 
tal que f(x) = 0 para algun x entre n y n + 1. 


(i) fix) — x 3 — x + 3. 

(ii) fix) = x 5 + 5x 4 + 2x + 1. 
(in) f(x) = x 6 + x + 1. 

(iv) /(*) = 4x 2 — Ax 1. 


3. Demostrar que existe algun numero x tal que 

(i) «»» + . , I T-- = >19- 

1 + x 2 + sen 2 x 

(ii) sen x = x — 1. 
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4 . Este problema es una continuacion del problema 3-7. 

(a) Si n — k es par, y >0, hallar una funcion polinomica de grado n que 
tenga exactamente k rafces. 

(b) Una rafz a de la funcidn polinomica f se dice que tiene multiplicidad m 
si fix) = (x — ay n g(x), donde g es una funcion polinomica que no tiene 
la rafz a. Sea / una funcion polindmica de grado n. Supdngase que f 
tiene k rafces, contando las multiplicidades, es decir, supongase que k es 
la suma de las multiplicidades de todas las rafces. Demostrar que n — k 
es par. 

5. Supongase que / es continua en [a, b\ y que fix) es siempre racional. <,Que 
puede decirse acerca de /? 

6. Supdngase que / es una funcidn continua en [—1, 1] y tal que x s + (fix)) 2 = 1 
para todo x. [Esto significa que (x, fix)) estd siempre sobre el cfrculo unidad.] 
Demostrar que o bien es fix) = jl-x 1 para todo x, o bien fix) = - fl-x 2 
para todo x. 

7. ^Cudntas funciones continuas / existen satisfaciendo (fix)) 2 = x 2 para todo jc? 

8 . Supdngase que / y g son continuas, que f = g 2 y que fix) =£ 0 para todo x. 
Demostrar que o bien fix) = g(x) para todo x o bien fix) = — g(x) para 
todo x. 

9. (a) Supdngase que / es continua, que fix) = 0 solamente para x = a, y que 

f(x) > 0 para algun x>a asf como para algun x<a. iQu€ puede 
decirse acerca de fix) para todo x^al 
(b) Supongamos ahora que/(x) > 0 para algun x > a y que/(x) < 0 para al¬ 
gun x<ia. iQ\x6 puede decirse acerca de fix) para 
*(c) Del mismo modo, discutir el signo de x 3 + x 2 y 4- xy 2 + y* cuando x e y 
no son ambos 0. 

10. Supdngase que / y g son continuas en [a, b] y que fia) < gia), pero fib) > gib). 
Demostrar que fix) = g(x) para algun x en [a, b\. (Si la demostracidn no es 
muy corta es que no estd bien.) 

11. Supdngase que / es una funcidn continua en [0, 1] y que fix) est£ en [0, 1] 
para todo x (dibujarlo). Demostrar que f(x) = x para algiin numero x. 

12. (a) El problema 11 demuestra que f corta a la diagonal del cuadrado en la 

figura 14 (lfnea continua). Demostrar que / debe tambien cortar la otra 
diagonal (de trazos). 

(b) Demostrar el siguiente hecho mds general: Si g es continua en [0, 1] y 
m = 0, j?(l) = 1 d g(0 ) == 1, j?(l> ~ 0, entonces fix) = g(x) para algiin x. 
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13 . (a) Sea f(x) = sen 1 /jc para x ^ 0 y sea /(0) = 0. 6 Es / continua en [—1, 1]? 

Demostrar que / satisface la conclusion del teorema de los valores mter- 
medios en [—1, 1]; dicho de otro modo, si / toma dos valores compren- 
didos en [—1, 1], toma tambien todos los valores intermedios. 

*(b) Supdngase que / satisface la conclusion del teorema de los valores inter¬ 
medios, y que / toma solo una vez cada uno de los valores. Demostrar 
que / es continua. 

*(c) Generalizar al caso en que / toma cada uno de los valores solamente un 
numero finito de veces. 

14 . Si / es una funcion continua en [0, 1 ], sea |j/|j el valor maximo de |/| en [0, 1]. 
(a) Demostrar que, cualquiera que sea el numero c, se cumple |k/|| = kl-ll/ll- 

*(b) Demostrar que || / + £ II — II / 11 + II 8 II- Dar un ejemplo en el ^ ue 

11 / + *11 ^ \\f\\ + ||*||- 

(c) Demostrar que \\h — f\\ ^ \\h — *|| + ||* /||- 

* 15 . Supongamos que <?> es continua y lim <p(x)lx n — 0= lim <t>(x)/x n . 

(a) Demostrar que si n es impar, entonces existe un numero x tal que 
x n + <t>(x) = 0. 

(b) Demostrar que si n es par, entonces existe un numero y tal que y n + 
4- <p(y) < x n + <p(x) para todo x. 

Indicacion: demostraciones se trata de comprobar que el lector 

ha comprendido en este problema? 

* 16 . Sea / una funcion polindmica cualquiera. Demostrar que existe algun nu¬ 
mero y tal que |/(y)| ^ \Kx)\ para todo x. 

* 17 . Supongase que / es una funcion continua con /(*) > 0 para todo x, y 
lim f{x) = 0 = lim /(*). (Dibujarlo.) Demostrar que existe algun numero y 

tal que f(y ) > f(x) para todo x. 
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*18. (a) Supongase que / es continua en [a, b ], y sea jc un numero cualquiera. 

Demostrar que existe un punto en la grafica de / que es, entre todos, el 
mis proximo a (jc, 0); en otras palabras, existe algun y en [a, b ] tal que 
la distancia desde (x, 0) a (y, fiy)) es < distancia de (jc, 0) a (z, f(z)) 
para todo z de [a, b]. (Vease la figura 15.) 



(b) Demostrar que esta misma afirmacion no es necesariamente cierta si [a, b] 
se sustituye por (a, b). 

(c) Demostrar que la afirmacion se cumple si [a, b] se sustituye por R. 

(d) En los casos (a) y (c), sea g(x) la minima distancia de (jc, 0) a un punto 
de la grifica de /. Demostrar que j?(y) < #(jc) + |jc — y\, y deducir que 
g es continua. 

(e) Demostrar que existen numeros jc 0 y jc, en [a, b] tales que la distancia 
de (*,,, 0) a (jc,, /(jc,)) es < la distancia de (jc 0 ', 0) a (jc/, /(jc/)), cuales- 
quiera que sean jc/, jc/ en [a, b\. 

**19. (a) Supdngase que / es continua en [0, 1] y /(0) = /(l). Sea n un numero 
natural cualquiera. Demostrar que existe algun numero jc tal que /(jc) = 
= /(jc + 1/n), como se indica en la figura 16 para n — 4. Indicacion: 
Considerese la funcion g{ jc) = /(jc) — /(jc+I/m); £que ocurriria si 
g(x) ^ 0 para todo jc? 

(b) Supongase que 0 < a < 1 pero que a es distinto de 1 In cualquiera que 
sea el numero natural rt. Hallar una funcion / que sea continua en [0, 1] 
y que satisfaga /(0) = /(1), pero que no satisfaga /(jc) = /( jc 4- a) para 
ningun jc. 

**20. (a) Demostrar que no existe ninguna funcion continua / definida en R que 
tome exactamente dos veces cada uno de los valores. Indicacion: Si 
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i i 

H-1-1- 

* x + ± 1 


FIGURA 16 

/(«) = fib) para a < b, entonces, o bien f(x) > f(d) para todo x de (a, b), 
& bien fix) < j{a) para todo x de (a, b). i?ox que? En el primer caso 
todos los valores proximos a /(a), pero ligeramente mayores que /(a), son 
alcanzados en algun punto de (a, b) ; esto implica que fix) < /(a) para 
x < a y x> b. 

(b) Afinar la parte (a) demostrando que no existe ninguna funcion continua / 

tome cada valor ya sea 0 6 dos veces, es decir, que tome exacta- 
mente dos veces todos los valores que tome. Indicacidn: La observacidn 
precedente implica que / tiene, ya sea un mdximo o un minimo (el cual 
debe ser alcanzado dos veces). iQue puede decirse acerca de los valores 
proximos al miximo? 

(c) Hallar una funcidn continua f que tome todos los valores exactamente 
tres veces. De modo m£s general, hallar una funcidn que tome todos los 
valores exactamente n veces, si n es impar. 

(d) Demostrar que si n es par, entonces no existe ninguna funcidn continua f 
que tome todos los valores exactamente* n veces. Indicacidn: Para tratar 
por ejemplo el caso n = 4, pongase ftxj — f(x a ) = f(x s ) — fix 4 ). Enton¬ 
ces o bien fix) > 0 para todo x en dos de los tres intervalos (x lt x 2 ), 
(x a , x 3 ), (x 3 , x 4 ), o bien fix) < 0 para todo x en dos de estos tres intervalos. 



CAPITULO 

8 

COTAS SUPERIORES MINIM AS 


Este capitulo revela la propiedad mas importante de los numeros reales. Sin em¬ 
bargo, es simplemente una continuacion del capitulo 7; el camino a seguir ya ha 
sido indicado, e insistir sobre ello no seria mas que una demora sin provecho. 

DEFINICI6N 


Un conjunto A de numeros reales se dice que es acotado superionnente si existe 
un numero x tal que 

x^a para todo a de A. 

Un numero x con esta propiedad se dice que es una cota superior de A. 


Evidentemente A estd acotado superionnente si y solo si existe un numero x 
que sea cota superior de A (y en este caso habra muchas cotas superiores de A) ; 
se suele decir abreviadamente que «A tiene una cota superior* queriendo decir 
que existe un numero que es cota superior de A. 

Observese que el termino «acotado superionnente* ha sido utilizado de dos 
maneras: primero en el capitulo 7, con referencia a funciones, y ahora con refe¬ 
renda a conjuntos. Este uso dual no debe ser causa de confusion, puesto que 
quedard siempre claro si de lo que estamos hablando es de un conjunto de nume- 
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ros o de una funcidn. Ademds, las dos definiciones estdn intimamente relaciona- 
das: si A es el conjunto {/(*): a < x < b) entonces la funcion / esti acotada 
superiormente en [a, b] si y solo si el conjunto A esti acotado superiormente. 

El conjunto total R de numeros reales, y los numeros naturales N, son ejem- 
plos ambos de conjuntos que no estan acotados superiormente. Un ejemplo de 
conjunto que esta acotado superiormente es 

A = {*: 0 < * < 1}. 

Para demostrar que A esti acotado superiormente, nos basta con exhibir alguna 
ceta superior de A, lo cual es bastante facil; por ejemplo, 138 es una cota superior 
de A, e igualmente lo son 2, 1 1 \ y 1. Evidentemente, 1 es la cota superior 

^ ue A ; aunque la frase que acabamos de introducir se comprende por sf 
misma, para evitar cualquier posible confusion (en particular para estar seguros 
de saber todos lo que significa el superlativo de «menor»), vamos a dar una defi- 
nicidn explfcita. 

DEFINICI6N 


Se dice que un numero x es una cota superior minima de A si 

(1) x es cota superior de A, 
y (2) si y es una cota superior de A, entonces 


El uso del artfculo indefinido «un» en esta definicion ha sido sencillamente una 
concesion a la ignorancia temporal. Una vez dada la definicion precisa, se ve 
fdcilmente que si x e y son ambos cotas superiores minimas de A, entonces x — y. 
En efecto, en este caso 

x<y, puesto que y es una cota superior, y x es una cota superior minima, 
e y<x, puesto que x es una cota superior, e y es una cota superior minima; 

se sigue que x = y. Por esta razdn hablamos de la cota superior minima de A. 
El tdrmino supremo de A es sindnimo y tiene una ventaja: se presta a la muy 
cdmoda abreviacidn 
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sup A 

y nos dispensa de otras abreviaciones.* 

Existe una serie de importantes definiciones, andlogas a las que ya hemos 
dado, y que ahora podrdn tratarse con mds brevedad. Un conjunto A de numeros 
reales estd acotado inferiormente si existe un numero x tal que 

x < a para todo a en 

Un tal numero x recibe el nombre de cota inferior de A. Un numero jc es la cota 
inferior maxima de A si 

(1) jc es una cota inferior de A, 
y (2) si y es una cota inferior de A, entonces jc > y. 

La cota inferior maxima de A es tambien llamada infimo de A, y tiene la abre- 
viacidn 


Hemos omitido hasta aquf un detalle: la cuestibn de cudles son los conjuntos 
que tienen por lo menos una, y en consecuencia exactamente una, cota superior 
minima o cota inferior mdxima. Consideraremos unicamente las cotas superiores 
mfnimas, ya que con ello, las cuestiones relativas a cotas inferiores mdximas se 
resolveran Mcilmente por analogia (problema 2). 

Si A no esta acotado superiormente, entonces A no tiene cota superior en 
absoluto, de modo que evidentemente A no puede tener cota superior minima. 
Se tiene la tentacion de afirmar que siempre que A tiene alguna cota superior, 
tiene cota superior minima, pero, como ocurre con el principio de induccibn 
matemdtica, este aserto puede dejar de ser cierto de una manera bastante especial. 
Si A —0, entonces A esti acotado superiormente. En efecto, cualquier numero x 
es una cota superior de 0: 


jc > y para todo y de 0, 


* E! autor haoe constar aquf que en inglds se usa la abreviatura «lub A», por «least upper bound*, 
que si gnifi^a cota superior minima. Hemos omitido la traduccidn del pdrrafo puesto que la 
abreviatura correspondiente en castellano, que seria «csm A», no es utilizada. (Nota del traductor.) 

** Una abreviatura tambien usada a veces en inglls es «glb A» que procede de "greatest lower bound* 
= cota inferior maxima. Nos remitimos a la nota anterior. (Nota del traductor.) 
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simplemente porque no existe ningun y en0. Puesto que todo numero es una cota 
superior de 0, no existe evidentemente ninguna cota superior minima para 0. 
Prescindiendo, sin embargo, de esta exception trivial, nuestro aserto es verdad, 
y por cierto muy importante, tan importante que vale la pena considerarlo en 
detalle. Estamos finalmente en condiciones de establecer la ultima propiedad que 
necesitamos de los numeros reales. 

(PI 3) (Propiedad de la cota superior minima.) Si A es un conjunto de 
numeros reales, A ^ 0, y A esta acotado superiormente, entonces 
A tiene una cota superior minima. 

Es posible que la propiedad P13 llame la atencion del lector por su falta de 
originalidad, pero esta es, precisamente, una de sus virtudes. Para completar 
nuestra lista de propiedades basicas de los numeros reales no nos hace falta 
ninguna proposition abstrusa, sino unicamente una propiedad tan sencilla que 
puede asombramos el que nos haya podido pasar por alto. Por supuesto, la pro¬ 
piedad de la cota superior minima no es, en realidad, tan inocente como parece; 
despues de todo, no se cumple para los numeros racionales Q. Por ejemplo, si A es 
el conjunto de todos los numeros racionales x que satisfacen x~ < 2, entonces no 
existe ningun numero rational y que sea cota superior de A y que sea menor 
o igual que cualquier otro numero rational que sea cota superior de A. La im- 
portancia de la propiedad PI3 aparecera cada vez mas clara, pero solo gradual- 
mente. Sin embargo, estamos ya en condiciones de demostrar su poder, dando ias 
demostraciones que se omitieron en el capitulo 7. 


TEOREMA 7-1 

Si / es continua en [a, b] y f(a) < 0 < f{b), entonces existe algun numero * en [a, b ] 
tal que f(x) = 0. 


DEMOSTRACI6N 

Nuestra demostracion es simplemente una version rigurosa del esquema desarro- 
Uado al final del capitulo 7: vamos a localizar el numero * de [a, b] mas pequeno 
con fix) = 0. 
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Definamos el conjunto A, dibujado en la figura 1, como sigue: 

A = {•*:«< x :< 6, y f es negativa en el intervalo [a, x]}. 



Evidentemente A =£0, puesto que a esta en A; en efecto, existe algun 8 > 0 tal 
que A contiene todos los puntos x que satisfacen a < jc < a + 8 ; esto se sigue 
del problema 6-15, puesto que / es continua en [a, b ] y f(a) < 0. Analogamente, 
b es una cota superior de A y existe, en efecto, un 8 > 0 tal que todos los puntos x 
que satisfacen b — 8 < x < b son cotas superiores de A ; esto es tambien conse- 
cuencia del problema 6-15, puesto que f{b) > 0. 

De estas observaciones se sigue que A tiene una cota superior minima a y 
que a < a < b. Queremos ahora demostrar que f{ a) = 0, eliminando las posibi- 
lidades /(a) < 0 y f( a) > 0. 



FIGURA 2 
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Supongamos primero que /(a) < 0. Segun el teorema 6-3, existe un 8 > 0 tal 
que f(x) < 0 para a — 8 < x < a + 8 (figura 2). Ahora bien, existe algun nu- 
mero x 0 en A que satisface a — 8 < x u < a (pues de otro modo a no seria la 
cota superior minima de A). Esto significa que f es negativa en todo el inter¬ 
val [a, x 0 ], Pero si x l es un numero comprendido entre a y a + 8, entonces / es 
tambien negativa en todo el intervalo [x 0 , xj. Por lo tanto, / es negativa en el 
intervalo [a, xj, de modo que x, esta en A. Pero esto contradice el hecho de 
que a es cota superior de A ; nuestra suposicion original de que /(a) < 0 debe, 
pues, ser falsa. 

Supongamos, por otra parte, que /(a) > 0. Entonces existe un numero 8 > 0 
tal que /(x) > 0 para a — & <x<a + 8 (figura 3). De nuevo sabemos que existe 
un xo en A que satisface a — 8 < xo < a; pero esto significa que / es negativa 
en [a, x (l ], lo cual es imposible, puesto que /(x 0 ) > 0. De este modo la suposicidn 
/(a) > 0 lleva tambien a una contradiccion, quedando /(a) = 0 como unica alter- 
nativa posible. I 



Las demostraciones de los teoremas 2 y 3 del capitulo 7 exigen un resultado 
preliminar sencillo, que en gran parte desempena el mismo papel que el teore¬ 
ma 6-3 en la demostracion anterior. 

TEOREMA 1 

Si / es continua en a, entonces existe un numero 8 > 0 tal que / esta acotada 
superiormente en el intervalo (a — 8, a + 8) (vease la figura 4). 
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DEMOSTRACION 

Puesto quc lim fix) = /(a), existe, para todo e > 0, un 8 > 0 tal que, para todo x, 


si |* — a| < 5, entonces | f(x) — f{a)\ < 6. 

Basta s61o aplicar estc aserto a algun e particular (cualquiera de ellos vale), por 
ejemplo, e = 1. Deducimos que existe un 8 > 0 tal que, para todo x, 

si |* — a| < 5, entonces \f{x) — f{a)\ < 1. 

Se sigue, en particular, que si \x — a\ < 8, entonces fix) — f(a ) < 1. Esto concluye 
la demostracidn: En el intervalo (a — 8, a 4- 8) la funcidn / est£ acotada superior- 
mente por f{a) + 1. S 

Apenas deberfa hacer falta anadir que ahora podemos demostrar tambi^n 
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que / esta acotada inferiormente en algun intervalo (a — 8, a + 8), y finalmen- 
te, que / estd acotada en algun intervalo abierto que contiene a. 

Mas importante aun es la observacidn de que si lim fix ) = /(a), entonces existe 

*-»a + 

un 8 > 0 tal que / estd acotada en el conjunto {x: a < x < a + 8} y una obser- 

vacion andloga se puede hacer si lim f(x) = f(b). Una vez hechas estas observacio- 

*-* 6 - 

nes (y suponiendo que el lector las sabrl demostrar), vamos a abordar nuestro 
segundo teorema importante. 


TEOREMA 7-2 

Si f es continua en [a, b], entonces / est«i acotada superiormente en [a, b ]. 
DEMOSTRACION 

Sea 


A = {x:a<x<f> y / esta acotada superiormente en [a, x]}. 

Evidentemente, A ^ 0 (puesto que a esta en A), y A estd acotado superior¬ 
mente (por b ), de modo que A tiene una cota superior minima a. Observese que 
estamos aplicando aqui el termino «acotado superiormente# lo mismo al conjun- 
to A, que puede visualizarse como situado sobre el eje horizontal, que a la fun- 
cion /, es decir, a los conjuntos {/(y): a < y < x) que pueden visualizarse como 
situados sobre el eje vertical (figura 5). 

Nuestro primer paso consistira en demostrar que en realidad se tiene <x = b. 
Supongamos, por el contrario, que a < b. Segun el teorema 1 existe 8 >• 0 tal 
que / esta acotada en (a — 8, a + 8). Puesto que a es la cota superior minima 
de A existe algun x„ en A que satisface a — 8 < x u < a. Esto significa que / esta 
acotada en [a, x, t ]. Pero si x y es un numero cualquiera con a < x x < cl + 8, en¬ 
tonces / esta tambien acotada en [x 0 , xj. Por lo tanto / esta tambien acotada en 
[a. x,], de modo que x x esta en A, en contradiccion con el hecho de que a es 
una cota superior de A. Esta contradiccion demuestra que a = b. Un detalle debe 
ser destacado: Esta demostracion suponia implicitamente que a < a [de modo 
que / estaria definida en algun intervalo (a — 8, a 4- 8)]; la posibilidad a — cl 
puede excluirse analogamente, haciendo uso de la existencia de un 8 > 0 tal que 
/ esta acotada en {x: a < x < a + 8}. 

La demostracion no es completa del todo; sabemos solamente que / esta aco- 
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tada en [a, x] para todo x < b, no necesariamente que / este acotada en [a, b]. 
Sin embargo, solo hace falta anadir un pequefio razonamiento. 

Existe un 8 > 0 tal que / est4 acotada en {x:b — 8 < x < b). Existe x 0 en A 
tal que b — S<x Q <b. Asf, pues, f esta acotada en [a, *„] y tambien en [x 0 , b], 
de modo que f esta acotada en [a, b]. | 

Para la demostracion del tercer teorema importante recurrimos a un artificio. 
TEOREMA 7-3 

Si f es continua en [a, b], entonces existe un numero y en [a, b ] tal que f(y) > f(x) 
para todo x de [a, b\. 

DEM OSTR ACI6N 

Sabeipos ya que / estd acotada en [a, b], lo cual significa que el conjunto 

{/(*):* en [a, b ]} 

est& acotado. Evidentemente este conjunto no es 0, de modo que tiene una cota 
superior minima a. Puesto que a ;> f(x) para x en [a, b], basta demostrar que 
a = /(>’) para algun y en [a, b]. 

Supongamos, por el contrario, que a^=f(y) para todo y de [a, b]. Entonces 
la funcion g definida por 
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g(*) = 


_1 _ 

a - f(x) 


x en [a, b~\ 


es continua en [a, b], puesto que el denominador del segundo miembro no es 
nunca 0. Por otra parte, a es la cota superior minima de {/(*):* en [a, b]}; esto 
significa que 


para todo £ > 0 existe x en [a, b ] con a — f{x) < e. 

Esto significa a su vez que 

para todo e > 0 existe x en [a, b ] con g(x) > 1/e. 

Pero esto significa que g no esta acotada en [a, b], en contradiction con el teore- 
ma anterior. | 

A1 comienzo de este capi'tulo se ofrecio el conjunto N de los numeros natu- 
rales como ejemplo de conjunto no acotado. Ahora vamos a demostrar que N es 
no acotado. Despues de los difi'ciles teoremas demostrados en este capi'tulo, el 
lector puede quedar sorprendido de encontrarse con un teorema tan «evidente». 
Si esto es asi, quiza la causa sea el que se haya dejado influir demasiado fuerte- 
mente por la imagen geometrica de R. Es posible que diga «he aquf, los numeros 
reales son asf 

-1-1-1-1- • • • -1—i—i- 

0123 n x n + 1 

de modo que todo numero x esta comprendido entre dos enteros n, n + 1 (a no 
ser que x mismo sea entero)». Sin embargo, un raciocinio basado sobre una ima¬ 
gen geometrica no constituye una demostracion y la misma imagen geometrica 
contiene una suposicion: que si se colocan en fila segmentos unitarios con los 
extremos tocandose se alcanzara eventualmente un segmento mayor que cualquier 
segmento dado. Este axioma, con frecuencia omitido en una primera introduccion 
a la geometria, se suele atribuir (no con absoluta justicia) a Arqui'medes, y la 
propiedad correspondiente de los numeros, el que N no esta acotado, recibe el 
nombre de propiedad arquimediana de los numeros reales. Esta propiedad no es 
consecuencia de P1-P12 (vease la referenda [17] de la bibliografi'a), si bien se 
cumple por supuesto para Q. Con PI3, sin embargo, ya no hay mas problemas. 
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TEOREMA 2 

N no esta acotado superiormente. 

DEMOSTRACR3N 

Supongamos que N estuviese acotado superiormente. Puesto que N ^ 0, existirfa 
una cota superior minima a para N. Entonces 

a > n para todo n de N. 


En consecuencia. 


a n + 1 para todo n de N, 

puesto que n 4- 1 esta en N si n est4 en N. Pero esto significa que 

a — 1 > n para todo n de N, 

y esto ultimo significa que a — 1 es tambien una cota superior de N, en contra¬ 
diction con el hecho de que a es la cota superior minima. | 

Existe una consecuencia del teorema 2 (en realidad una formulacion equiva- 
lente) que muchas veces hemos supuesto imphcitamente. 

TEOREMA 3 

Para todo e > 0 existe un numero natural n con \/n < e. 

DEMOSTRACI6N 

Supongamos que esto no es asf; entonces \jn>s para todo n de N. Asf, pues, 
n < 1/e para todo n de N. Pero esto significa que 1/e es una cota superior de N, 
en contradiccion con el teorema 2.| 

Una ojeada rapida al capi'tulo 6 hard ver que el resultado del teorema 3 fue 
aplicado en la discusidn de muchos ejemplos. Por supuesto, no se disponfa por 
entonces del teorema 3, pero los ejemplos eran tan importantes que para intro- 
ducirlos se hizo un poco de trampa. Como justificacion parcial por esta falta de 
honestidad, podemos decir que este resultado no se ha aplicado nunca en la de- 
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mostraci6n de un teorema, pero si, a pesar de todo, el lector encuentra su fe debili- 
tada, puede pasar re vista a todas las demostraciones dadas hasta ahora. Afortu- 
nadamente ya no serdn necesarias nuevas decepciones. Hemos establecido ahora 
todas las propiedades de los numeros reales que podamos necesitar. En adelante 
ya no habra mentiras. 

PROBLEMAS 

1. Hallar la cota superior minima y la cota inferior maxima (si existen) de los 
siguientes conjuntos. Decidir tambien que conjuntos tienen elemento mdximo 
o elemento mmimo (es decir, decidir cudndo la cota superior minima y la 
cota inferior maxima pertenecen al conjunto). 


(i) 

& 

n en n| • 


(ii) 

6= 

n en Z y n ^ oj 

• 

(iii) 

{*: 

* = 06 * = 1 /n 

para algun n en N} 

(iv) 


0<x<V2 y x 

es racional 

(v) 

{*: 

* 2 3 + * + l >0}. 


(vi) 

{*: 

* 2 + * — 1 < 0 }. 


(vii) 

{*: 

* < 0 y * 2 + * 

- 1 < 0}. 

(viii) 

E 

+ ( — 1) B : n en n| 

• 


2. (a) Supongamos que A =£0 esta acotado inferiormente. Designemos por —A 

el conjunto de todos los —* con x en A. Demostrar que —A ^0, que 
—A esta acotado superiormente, y que —sup(— A) es la cota inferior 
maxima de A. 

(b) Si A 0 esta acotado inferiormente, sea B el conjunto de todas las cotas 
inferiores de A: Demostrar que B.^0, que B esta acotado superiormen¬ 
te, y que B es la cota inferior maxima de A. 

3. Sea f una funcion continua en [a, b] con f(a) < 0 < f(b). 

(a) La demostracion del teorema 1 establecid que existe un * minimo en 
[a, b] con fix) = 0, £ Existe necesariamente un penultimo elemento x 
en [a, b] con fix) = 0? Demostrar que existe en [a, b ] un x m£ximo 
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con fix) = 0. (Intentese dar una demostracion f£cil considerando una 
nueva funcion muy relaeionada con /.) 

(b) La demostracion del teorema 1 dependia de la consideracion de A = 
= (x:a<x<b y / es negativa en [a, x]}. Dese otra demostracidn del 
teorema L que dependa de la consideracion de B = {x:a^x^b y 
f(x) < 0}. ^En que punto x de [a, b] con fix) = 0 tendrd que localizar 
esta demostracion? Dese un ejemplo en el que los conjuntos A y B no 
coincidan. 

4. (a) Supongase que / es continua en [a, b] y que f{a) = fib) = 0. Supongase 

tambien que f(x o) > 0 para algun xo en [a, b\. Demostrar que existen nu- 
meros c y d con a<c<xo<d<by tales que /(c) = f(d) = 0 pero f(x) 
> 0 para todo x de (c, d). Indicacion: Sera util aplicar el problema ante¬ 
rior. 

(b) Supongase que / es continua en \a, b ] y que f{a) < fib). Demostrar que 
hay numeros c y d con a < c < d < b tales que /(c) = f(a) y f{d) = f(b) 
y f(a) < f(x) < f(d) para todo x de (c, d). 

5. (a) Supongase que y — x> 1. Demostrar que existe un entero k tal que 

x < k < y. Indicacion: Sea l el entero maximo que satisface / < x y con- 
siderese / + I. 

(b) Supongase x < y. Demostrar que existe un numero racional r tal que 
x < r < y. Indicacion: Si 1/n < y — x, entonces ny — nx > 1. [Pregun- 
ta: i,Por que las partes (a) y (b) se han pospuesto hasta este problema?] 

(c) Supongamos que r < s son numeros racionales. Demostrar que existe un 
numero irracional entre r y s. Indicacion: Para empezar, es sabido que 
existe un numero irracional entre 0 y 1. 

(d) Supongamos que x < y. Demostrar que existe un numero irracional en¬ 

tre x e y. lndicacidn: No hace falta trabajar mas; esto es consecuencia 
de (b) y (c). ; 

*6. Se dice que un conjunto A de numeros reales es denso si todo intervalo 
abierto contiene un punto de A. Por ejemplo, el problema 5 demuestra que 
el conjunto de los numeros racionales y el conjunto de los numeros irracio- 
nales son ambos densos. 

(a) Demostrar que si / es continua y f(x ) = 0 para todos los numeros x de 
un conjunto denso A, entonces f{x) — 0 para todo x. 

(b) Demostrar que si / y g son continuas y f(x) = g(x) para todo x de un 
conjunto denso A, entonces fix) = g(x) para todo x. 

(c) Si suponemos en vez que fix) > g(x) para todo x de A, demostrar que 
f(x) > g(x) para todo x. ^Puede ser sustituido > por > por todas partes? 

7. Demostrar que si / es continua y fix + y) = fix) + fiy) para todo x e y, en- 
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tonces existe un numero c tal que f(x) = cx para todo x. (Esta conclusion 
puede demostrarse sencillamente combinando los resultados de los dos pro- 
blemas anteriores.) Punto de informacion: Existen funciones no continueis f 
que satisfacen f(x + y) — f(x) + f(y) para todo x e y, pero este hecho no lo 
podemos demostrar ahora; esta cuestion tan sencilla encierra de hecho ideas 
que por lo general no se mencionan en los cursos para pregraduados. La 
bibliograffa contiene referencias. 

*8. Supongamos que / es una funcion tal que f(a) < f{b) siempre que a < b 
(figura 6). 



(a) Demostrar que lim fix) y lim f(x) existen ambos. Indication: ^Por que 

x-»a~ x—»a+ 

ponemos este problema en el presente capitulo? 

(b) Demostrar que / no tiene nunca una discontinuidad evitable (esta termi- 
nologfa proviene del problema 6-16). 

(c) Demostrar que si / satisface las conclusiones del teorema de los valores 
intermedios, entonces f es continua. 

*9. Si / es una funcion acotada en [0, 1], sea |||/||| = sup {|/(jc)|:x en [0, 1]}. 
Demostrar propiedades analogas a las de |j || en el problema 7-14. 

10. Supongamos a > 0. Demostrar que todo numero x puede escribirse de ma- 
nera unica en la forma jc = ka + V, donde k es un entero, y 0 < xf < a. 

11. (a) Supongamos que a lt a 2 , a 3 , .... es una sucesion de numeros positivos con 

a n+t <a n !2. Demostrar que para todo s>0 existe algun n con a n <£. 
(b) Supongamos que P es un poligono regular inscrito en un cfrculo. Si P' es 
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el poligono regular inscrito de doble numero de lados, demostrar que la 
diferencia entre el area del circulo y el area de P' es menor que la mitad 
de la diferencia entre el area del circulo y el area de P (utilizar la fi- 
gura 7). 



FIGURA 7 


(c) Demostrar que existe un poligono regular P inscrito en un circulo y con 
area tan proxima como se desee al area del ci'rculo. Para hacer la parte (c) 
se necesitara la parte (a). Esto lo sabfan ya los griegos, quienes utilizaron 
la parte (a) como base para todo su estudio de la proportion y del area. 
Mediante el calculo de las areas de los poligonos, este metodo (ael me- 
todo exhaustivo») permite el calculo de «• con tanta aproximacion como 
se desee; Arqui'medes lo utilizo para demostrar que <7r < 

Pero su importancia teorica es mucho mayor que esto: 

*(d) Utilizando el hecho de que las areas de dos poligonos regulares con el 
mismo numero de lados estan entre si en la misma relacion que los cua- 
drados de sus lados, demostrar que las areas de dos circulos estan en la 
misma relacion que los cuadrados de sus radios. Indication: Deduzcase 
que suponer que la relacion entre las areas es mayor o menor que la re¬ 
lacion entre los cuadrados de los radios lleva a una contradiccidn. Esto 
se hara inscribiendo poligonos adecuados. 

12. Supongamos que A y B son dos conjuntos no vacios de numeros tales que 
x < y para todo x de A y todo y de B. 

(a) Demostrar que sup A<y para todo y de B. 

(b) Demostrar que sup A < inf B. 





186 


Fundamentos 


13. Sean Ay B dos conjuntos de numeros acotados superiormente, y sea A + B 
el con junto de los numeros x + y con x en A e y en B. Demostrar que 
sup (A 4- B) = sup A 4- sup B. Indicacidn: La desigualdad sup ( A + B) < 

< sup A 4- sup B es facil. ^Por que? Para demostrar que sup A 4- sup B < 

< sup ( A 4- B) basta demostrar que sup A + sup B < sup (A 4- B) 4- 6 
para todo e > 0; empiecese eligiendo x en A e y en B con sup A — x <e/2 
y sup B — y <s/2. 


14. (a) Considerese una sucesion de intervalos cerrados I x = [a„ £>,]. I 2 — 
= [a 2 , b 2 ], ... Supongase que a* < On +1 y b H+1 <b n para todo n (figu- 
ra 9). Demostrar que existe un punto jc que pertenece a todo /„. 

(b) Demostrar que esta conclusion es falsa si se consideran intervalos abier- 
tos en vez de intervalos cerrados. 


El sencillo resultado del problema 14(a) recibe el nombre de «teorema de los 
intervalos encajados». Puede utilizarse para dar otras demostraciones de los teo- 
remas 1 y 2. El razonamiento adecuado, que se indica en los dos problemas 
prdximos, nos muestra un metodo general Uamado «argumento de bisecci6n». 

*15. Supongamos que / es continua en [a, b ] y /(<*)< 0 < fib). Entonces o bien 
f[(a 4- b)l 2] = 06 bien / tiene signos distintos en los extremos del inter- 
valo [a, (a + b)l2], o bien / tiene signos distintos en los extremos del in- 
tervalo [(a 4- b)l 2, b]. iPor que? Si f((a 4- b)/2) 0 sea 1 X aquel de los dos 

intervalos en el que / cambia el signo. Dividase /, en dos mitades. O bien 
/ es 0 en el punto medio, o bien / cambia de signo en uno de los dos inter¬ 
valos. Sea / 2 uno de estos. Continuese de esta manera definiendo /„ para 
todo n (a no ser que / sea 0 en algun punto medio). Utihcese el teorema de 
los intervalos encajados para hallar un punto x en el que f(x) = 0. 

*16. Supongamos que / fuese continua en [a, &], pero no acotada en [a, b]. Enton¬ 
ces f seria no acotada en [a, (a 4- b)/2] o en [(a 4- b)l 2, b]. ^Por que? Sea / 3 
uno de estos intervalos en los que f es no acotada. Proceder como en el 
problema 15 para Uegar a una contradiccion. 

17. (a) Sea A — [x:x < a). Demostrar lo siguiente (todo es facil): 

(i) Si x esta en A e y < x, entonces y est£ en A. 

(ii) A 0. 

(iii) A* R. 
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(iv) Si x esta en A, entonces existe algun numero x' en A tal que x < x'. 

(b) Supongamos a la inversa que A satisface (i)-(iv). Demostrar que A = 
= {jc:jc < sup A). 

*18. Un numero x recibe el nombre de casi cota superior de A si en A existen 

solo un numero finito de numeros y con y>x. Del mismo modo se define 

una casi cota inferior. 

(a) Hallar todas las casi cotas inferiores y las casi cotas superiores de los 
conjuntos del problema 1. 

(b) Supongamos que A es un conjunto infinito acotado. Demostrar que el 
conjunto B de todas las casi cotas superiores de A es no vacio y acotado 
inferiormente. 

(c) De la parte (b) se sigue que existe inf B ; este numero recibe el nombre 
de limite superior de A, y se designa por lim A o por lim sup A. 
Hallar lim A para cada uno de los conjuntos A del problema 1. 

(d) Definir lim A y hallarlo para cada A del problema 1. 

*19. Si A es un conjunto infinito demostrar que 

(a) Urn A < lim A. 

(b) lim A < sup A. 

(c) Si lim A < sup A, entonces A contiene un elemento mdximo. 

(d) Hdgase lo andlogo a (b) y (c) para lim. 



*20. Sea / una funcidn continua en R. Un punto x recibe el nombre de punto 
de sombra de f si existe un numero y> x con f(y) > /(jc). El fundamento de 
esta terminologfa se indica en la figura 9; las rectas paralelas son los rayos 
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de sol que salen por el este (estamos mirando hacia el norte). Supongamos 
que todos los puntos de (a, b) son puntos de sombra, pero que a y b no lo son. 

(a) Demostrar que si x esta en (a, b), entonces f(x) ^ f(b). Indication: Sea 
A = {y :.* < y < b y f(x) < f(y)}. Si sup A fuese menor que b, entonces 
sup A seria un punto de sombra. Utilizar este hecho para obtener una 
contradiction al hecho de que b no fuese punto de sombra. 

(b) Demostrar ahora que f(a) < f(b). (Esto es una consecuencia sencilla de 
la continuidad.) 

(c) Finalmente, utilizando el hecho de que a no es un punto de sombra, 
demostrar que f(a ) = /(h). Este resultado es conocido con el nombre de 
lema del Sol naciente. Aparte de servir de buena ilustracion del uso 
de las cotas superiores mrnimas, se utiliza en la demostracion de algunos 
hermosos teoremas que no aparecen en este libro; vease la pagina. 621. 
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APENDICE. CONTINUIDAD UNIFORME 

Una vez llegados al final de los «fundamentos», resulta conveniente derivar nues- 
tra atencion a otro concepto fundamental. No es que este concepto vaya a ser cru¬ 
cial para el resto del libro, pero si ayudara a dejar claros muchos puntos en lo 
que sigue. 

Sabemos que la funcion j{x) = x 2 es continua en a para todo a. En otros termi- 
nos, 

si a es un numero cualquiera, entonces para todo £ > 0 existe algun 8 > 0 tal 
que, para todo x, si |x - a| < 8, entonces \x 2 - d) < £. 

El numero 8 depende por supuesto de £. Pero 8 depende tambien de a —el 8 que 
hace su papel en a puede no hacerlo en b (figura 1). De hecho esta claro que 
dado £ > 0 no existe ningun 8 > 0 que haga su papel para todo a, ni siquiera 
para todos los a positivos. En efecto, el numero a + 8/2 satisface ciertamente 
\x - a) < 8, pero si es a > 0, entonces 

/ 5 V 5 2 

la -}- — ) — a? = a8 -\ —— > ah, 

y esto no sera < £ cuando sea a > e/fi. (Tenemos aqui una manera, hay que ad- 
mitir que confusa, de decir en terminos de calculo numerico, que la funcion / cre- 
ce cada vez mas rapidamente a medida que aumenta a.) 



FIGURA 1 
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Por otra parte, para cualquier s > 0 habra un 6 > 0 que si haga su papel; para 
todo a perteneciente a cualquier intervalo [~N,N]. De hecho, el 8 que sea adecua- 
do para N o -N lo sera tambien para cualquier otro punto del intervalo. 

Como ejemplo final, consideremos la funcion fix) = sen 1/x, o la funcion cuya 
grafica aparece en la figura 18 de la pagina 83. Resulta facil ver que, siempre que 
sea e< 1, no existira ningun 8 > 0 que sea bueno para estas funciones en todos 
los puntos a del intervalo abierto (0, 1). 

Estos ejemplos ponen de manifiesto el comportamiento distinto de varias fun¬ 
ciones en ciertos intervalos y para senalar esta distincion se precisa de una termi- 
nologia especial. 

definici6n 

La funcion / es uniformemente continua en un intervalo A si para todo £ > 0 existe al- 
gun d > 0 tal que, para cualquier x e y de A se cumple 

si |x - yj <6, entonces i/(x) -fly )| < E. 


Hemos visto que una funcion puede ser continua en toda la recta o en un inter¬ 
valo abierto y no ser alii uniformemente continua. Por otra parte la funcion 
f{x) = x 2 si que resulto ser uniformemente continua en cualquier intervalo cerra- 
do. Esto no tendria que sorprendernos demasiado —la situation es analoga a la 
que se presenta cuando nos preguntamos si una funcion es acotada en un inter¬ 
valo— y nos lleva a la sospecha de que cualquier funcion que sea continua en un 
intervalo cerrado es tambien uniformemente continua en el mismo. Para demos- 
trar esto tendremos que examinar primero un punto delicado. 

Supongase que tenemos dos intervalos [a, b ] y [ b, c ] con el extremo comun b, 
y una funcion / continua en [a, c]. Sea £ > 0 y supongase que se cumplen los dos 
enunciados siguientes: 

(i) si x e y estan en [a, b\ y |x - y\ < Si, entonces 5/(x) -f(y)\ < £ 

(ii) si x e y estan en [ b, c] y \x-y\ < 8 2 , entonces \f(x) -fiy)\ < £ 

Nos gustaria saber si es que existe algun 6 > 0 tal que l/(x) -fiy) \ < £ siempre 
que xej sean puntos de [a, c] con |x-y| <8. Nuestra primera inclinacion po- 
dria ser tomar como 8 el minimo de 5i y 62. Pero no es dificil ver (figura 2) don- 
de esta el fallo: Podria quedar x en [a, b\ e y en [b, c ] con lo que ni (i) ni (ii) 
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nos dirian nada acerca de \f(x) -f(y)\. Tendremos que tener pues un poco mas de 
cautela, haciendo uso tambien de la continuidad de /en b. 

< 8 

s A - \ 

-•- 1 -•-|-•- 

a x b > c 

FIGURA 2 

LEMA 

Sea a < b < c y sea / continua en el intervalo \a, c]. Sea e > 0 y supongase que 
los enunciados (i) e (ii) se cumplen. Existe entonces un 6 > 0 tal que 
si x e y estan en \a, c] y \x-y \ < 8, entonces \f(x) - f(y) \ <e. 

DEMOSTRACION 

A1 ser / continua en b, existe un <5 3 > 0 tal que 

si \x-b\ < 8i, entonces |/(x) - f(b) \ <e/2 


De ello se sigue que 

(iii) si \x - 6 | < fi 3 y \y - b\ < 5 3 , entonces | f(x) - f(y)\ < e. 

Tomese como 5 el minimo de 61 , 62 y <5 3 . Decimos que este 8 satisface la con- 
dicion pedida. Supongase en efecto que x e y son dos puntos cualesquiera de [a, 
C] con \x-y\ <8. Si x e y estdn los dos en [a, b], entonces |/(x) - f(y)\ < e por 
(i); si x e y est&n los dos en [b, c], entonces [/(x) - f{y)\ < e por (ii). La unica po- 
sibilidad que queda es <jpie 

x<b <y 0 y <b <x 

En cualquiera de estos casos, al ser \x-y\ < 8, tenemos tambien \x -b\ < 8. Asi 
pues | fix) -/O') | < e por (iii). | 

TEOREMA 1 

Si / es continua en [a, b], entonces / es uniformemente continua en [a, b]. 
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Es el truco de siempre, pero tenemos que fijarnos un poco en el mecanismo de la 
demostracion. Para £ > 0 diremos que / es z-buena en [a, b\ si existe algun d > 0 
tal que, para todos los y, z de [a, b\, 

si \y - z\ < d, entonces [/(x) -/(z)| < z 

Tratamos pues de demostrar que / es s-buena en \a,b\ para todo .£> 0. 
Consideremos un £ > 0 particular cualquiera. Sea 

A = {x:a < x < b y / es £-buena en [a, x]} 

Entonces A # J0 (puesto que a esta en A), y A esta acotada superiormente (por 
b ), con lo que A tiene un extremo superior a. En realidad tendriamos que escri- 
bir a t , ya que A y a podrian depender de £. Pero no lo haremos porque precisa- 
mente lo que tratamos de demostrar es que a = b cualquiera que sea £. 

Supongamos que fuera a < b. A1 ser / continua en a, existe un do > 0 tal que 
si \y - a| < do, entonces !/(/) - /(a) | <e/2. En consecuencia, si |>» — ce| < do y 
\z - a\ < do, entonces I/O') -/(z)| < £. Asi pues/es con seguridad E-buena en el 
intervalo [a - do, a + do]. Por otra parte, al ser a el extremo superior de A, re- 
sulta tambien claro que / es £-buena en [a, a + do], con lo que a + do estd en A , 
en contradiccion con el hecho de que a es una cota superior. 

Para completar la demostracion solo nos queda hacer ver que a = b esta real- 
mente en A. Para esto el razonamiento a seguir es practicamente el mismo: Al ser 
f continua en b , existe un do > 0 tal que, si \b - y\ < do, entonces [f(y) - /(d)| < 
< e/2. Asi pues, / es E-buena en \b - do, b |. Pero / es tambien £-buena en [a, 
b - do], con lo que el lema implica que / es E-buena en [a, b]. | 

PROBLEMAS 

1 . (a) iPara cual de los valores siguientes de a es la funcion f(x) = x" unifor- 

memente continua en [0, 00 ):a = 1/3, 1/2, 2, 3? 

(b) Hallar una funcion / que sea continua y acotada en (0,1], pero no uni- 
formemente continua en ( 0 , 1 ]. 

(c) Hallar una funcion / que sea continua y acotada en [0, 00 ) pero no uni- 
formemente continua en [ 0 , °° ). 

Demostrar que sifyg son uniformemente continuas en A , tambien lo 
es f+g. 


2. (a) 
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(b) Demostrar que si/y g son uniformemente continuas y acotadas en A, 
entonces fg es uniformemente continua en A. 

(c) Demostrar que esta conclusion no resulta valida cuando una de las fun- 
ciones es no acotada. 

(d) Supongase que / es uniformemente continua en A, que g es uniforme¬ 
mente continua en B, y que/(x) esta en B para todos los x de A. De¬ 
mostrar que g 0 f es uniformemente continua en A. 

3. Utilizar un «razonamiento de biseccion» (pagina 186) para dar otra demos- 
tracion del teorema 1. 

4 . Deducir el teorema 2 como consecuencia del teorema 1. >. 



PARTE 

DERIVADAS 

E 

INTEGRALES 




En 1604 . en la cumbre cle 

su carrera cient'ifica, Galileo llego a la conclusion 

de que para un movimiento rectihneo 

en el que la velocidad aliment a proporcionalmente 

a la distancia recorrida, 

la ley del movimiento debia ser 

precisamente aquella (x = cf) 

que el habia descubierto 

en la investigation de la caida de los cuerpos. 

Entre 1695 y 1700 

ninguno de los numeros mensuales 

de las Acta Eruditorum de Leipzig se publico 

sin articulos de Leibniz, 

de los hernia nos Bernoulli 

o del Marques de l'Ho pit al que trataban, 

con notacion ligeramente distinta 

de la hoy dia en uso, 

los problcmas mas variados de 

cdlculo diferencial, calculo integral 

y del cdlculo de variaciones. 

A si en el espacio de casi precisamente 
un siglo 

el cdlculo infinitesimal o, 

como se suele llamar ahora en ingles, 

el « Calculus », 

el instrumento de calcular por excekncia, 

fue forjado; 

y casi tres siglos de 

uso constante no han agotado 

estc instrumento incomparable. 


NICHOLAS BOURBAKI 



CAP1TULO 

9 

DERIYADAS 


La derivada de una funcion es el primero de los dos conceptos fundamentales de 
esta seccion. Junto con la integral constituye la fuente de la cual deriva el calculo 
su aroma particular. Si bien es verdad que el concepto de funcion es fundamental, 
que no se puede hacer nada sin lfmites o continuidad, y que las cotas superiores 
mi'nimas son esenciales, todo lo que hemos hecho hasta ahora ha sido una prepa- 
racion —si ha sido adecuada, esta seccion sera mas facil que las anteriores— para 
las ideas verdaderamente luminosas que van a venir, los penetrantes conceptos 
que son verdaderamente caracterfsticos del calculo infinitesimal. 

Quiza (algunos dirfan «ciertamente») el interes de las ideas a introducir en 
esta seccion procede de la conexion fntima entre los conceptos matematicos y 
ciertas ideas ffsicas. Muchas definiciones, e incluso algunos teoremas, pueden des- 
cribirse en terminos de problemas ffsicos a menudo de manera reveladora. De 
hecho, las necesidades de los ffsicos constituyeron la inspiracion original para 
estas ideas fundamentales del calculo, y frecuentemente mencionaremos las inter- 
pretaciones ffsicas. Pero siempre definiremos primero las ideas en forma matema- 
tica precisa y discutiremos su significado en terminos de problemas matematicos. 

El conjunto de todas las funciones presenta una diversidad tal que es casi 
imposible descubrir propiedades generales interesantes que convengan a todas 
ellas. Puesto que las funciones continuas constituyen una clase tan restringida, 
cabrfa esperar que se hallaran algunos teoremas no triviales para ellas y la repen- 
tina abundancia de teoremas a partir del capftulo 6 muestra que esta esperanza 
esta justificada. Pero los resultados mas interesantes y mas penetrantes acerca de 
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funciones solo se obtendran cuando limitemos aun mas nuestra atencion a fun- 
ciones que tienen mayor derecho aun a recibir el nombre de orazonables*, con un 
comportamiento aun mds regular que la mayor parte de las funciones continuas. 




La figura 1 ilustra ciertos tipos de comportamiento irregular que pueden pre- 
sentar las funciones continuas. Las graficas de estas funciones estan «quebradas» 
en (0, 0), a diferencia de la figura 2, donde es posiWe trazar una «tangente» en 
cada punto. Las comillas se han usado para descartar la creencia de que hemos 
definido «quebradas» o «tangente*, aunque estamos indicando que la grdfica 
puede estar «quebrada» en un punto dn el que no se puede trazar una «tangente*. 



Quiza el lector haya notado ya que no se puede definir la tangente como una 
lfnea que corta la grafica solamente una vez; una tal definicion serfa a la vez 
demasiado restrictiva y demasiado amplia. Con una tal definicion, la recta de la 
figura 3 no serfa tangente a la grafica de la figura, mientras que la parabola; 
tendrfa dos tangentes en cada uno de sus puntos (figura 4), y las tres funciones 
de la figura 5 tendrfan mds de una tangente en los puntos en que estdn «que- 
bradas». 



Derivadas 


199 







FIGURA 5 


Una manera mds prometedora de abordar la definicion de tangente podria 
ser empezando con «secantes» y utilizando la notacion de lfmites. Si h=£ 0, en- 
tonces los dos puntos distintos ( a, f(a )) y (a + h, f(a + h )) determinan, como en 
la figura 6, una recta cuya pendiente es 

/(g + h) — /(a) 
h 

Como indica la figura 7, la «tangente# en (a, /(a)) parece ser el limite, en algun 
sentido, de estas «secantes», cuando h se aproxima a 0. Hasta aquf no hemos 
hablado nunca de «limite# de rectas, pero podemos hablar del limite de sus pen- 
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/ 



FIGURA 6 


dientes: La pendiente de la tangente (a, f{a)) deberia ser 



FIGURA 7 


Con esto estamos preparados para una definicion y algunos comentarios. 
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DEFINICI6N 


La funcion / es derivable en n si 

f(a + h) — f(a) 

lim--—- existe. 

h-* 0 h 

En este caso el limite se designa por j\a) y recibe el nombre de derivada de / 
en a. (Decimos tambien que / es derivable si / es derivable en a para todo a 
del dominio de /.) 


El primer comentario a nuestra definicion es en realidad un anadido; defini- 
mos la tangente a la grafica de / en (a, f(a )) como la recta que pasa por ( a, f(a )) 
y tiene por pendiente f\a). Esto quiere decir que la tangente en (a, f(a )) solo esta 
definida si / es derivable en a. 

El segundo comentario se refiere a la notacion. El sfmbolo f'{a) recuerda cier- 
tamente la notacion funcional. En efecto, para cualquier funcion / designamos 
por /' a la funcion cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros a tales que / 
es derivable en a, y cuyo valor para tal numero a es 

li m f( a + h) — f{a) 

h—*0 h 


(Para ser muy precisos: f es el conjunto de todos los pares 


( a, lim 

A—>0 


f(a + h) — f(a) 
h 



para los que existe lim \J(a + h) — f(a)]lh.) La funcion /' recibe el nombre de 

o 

derivada de /. 

Nuestro tercer comentario, algo mas largo que los dos anteriores, se refiere 
a la interpretacion fi'sica de la derivada. Consideremos una particula que se mue- 
ve a lo largo de una recta [figura 8(a)j sobre la cual hemos elegido un «origen» O, 
y una direccion en la cual las distancias a partir de O se escribiran como numeros 
positivos, mientras que la distancia a partir de O de los puntos de la otra direc¬ 
cion se escribiran como numeros negativos. Sea $(/) la distancia de la particula 
a O en el tiempo /. La sugestiva notacion $(/) ha sido elegida intencionadamente: 
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movimiento de la partlcula 




2 


FIGURA 8 (a) 


-(-(- 1 - 

0 recta a lo largo de la cual la partlcula se mueve 


puesto que una distancia s(t) esta determinada para cada numero t, la situacion 
flsica nos suministra automaticamente cierta funcion s. La grafica de s indica la 
distancia de la partlcula a O sobre el eje vertical, en terminos del tiempo, indi- 
cado sobre el eje horizontal [figura 8(b)]. 

El cociente 


s(a + h) — s(a) 
h 

tiene una interpretacion flsica natural. Es la «velocidad media* de la partlcula 
durante el intervalo de tiempo entre a y a + h. Para cualquier partlcula a, esta 
velocidad media depende por supuesto de h. Por otra parte, el llmite 

.. s(a + h) — s(a ) 

lim-- 

o k 

depende solamente de a (as! como de la funcion particular j) y existen importan- 
tes razones flsicas para considerar este llmite. Nos gustaria hablar de la «velocidad 



FIGURA 8 (b) 
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de la particula en el tiempo a», pero la definition corriente de velocidad es en 
realidad una definition de velocidad media; la unica definition razonable de 
«velocidad en el tiempo (la llamada «velocidad instantanea®) es el lfmite 

li m J ( fl ' + h ) ~ s ( a ) 
h—+ o h 

Definimos as! la velocidad (instantanea) de la particula en a como s'(a). Observese 
que s'(a ) puede muy bien ser negativa; el valor absoluto recibe a veces el nombre 

de rapidez instantanea).* 

Es importante darse cuenta de que la velocidad instantanea es un concepto 
teorico, y una abstraction, que no corresponde exactamente a ninguna cantidad 
observable. Aunque no seria justo decir que la velocidad instantanea no tiene 
nada que ver con la velocidad media, recuerdese que s\t) no es 

s(t + h) — s{t) 
h 

para ningun h particular, sino unicamente el lfmite de estas velocidades medias, 
cuando h tiende hacia 0. Asf, pues, cuando las velocidades se miden en ffsica, lo 
que un ffsico mide realmente es una velocidad media a lo largo de algun intervalo 
de tiempo (muy pequeno); no puede esperarse que un tal procedimiento de una 
respuesta exacta, pero esto no constituye, en realidad, ningun defecto, ya que las 
mediciones ffsicas de todos modos no pueden ser nunca exactas. 

La velocidad de una particula recibe a veces el nombre de «tasa de variation 
de su position®. Esta notion de la derivada, como una tasa de variation, se aplica 
a otras situaciones ffsicas en las cuales alguna cantidad varfa con el tiempo. Por 
ejemplo, la «tasa de variation de masa® de un objeto en crecimiento significa la 
derivada de la funcion m donde m{t) es la masa en el tiempo t. 

Para familiarizarnos con las definiciones Msicas de este capftulo, dedicaremos 
algun tiempo a examinar las derivadas de funciones particulares. Antes de demos- 
trar los importantes resultados teoricos del capftulo 11, nos conviene tener una 
buena idea de como es la derivada de una funcion. El proximo capftulo se dedica 
exclusivamente a un aspecto de este problema: el calculo de la derivada de fun- 


* Los tdrminos usados en ingles son velocity para velocidad y speed para rapidez. (Nota del traductor.) 
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ciones complicadas. En este capftulo destacaremos mas bien los conceptos, en 
vez de los calculos, considerando algunos ejemplos sencillos. El mas sencillo de 
todos es el de la funcion constante /( x) = c. En este caso 


Iim f( a + hy-f(g) 


c — c 

lira- = 0. 

a—* o h 


Asf, pues, ft s derivable en a para cualquier numero a, y f\a) = 0. Esto significa 
que la tangente a la grafica de / tiene siempre por pendiente 0. de modo que la 
tangente coincide siempre con la grafica. 

Las funciones constantes no son las unicas cuyas graficas coinciden con sus 
tangentes; esto ocurre para cualquier funcion lineal f(x) = cx + d. En efecto. 


/» 


^ /(« + *)-/(«) 

k —♦ o H 

c(a + h) + d — [ca + d] 
hm- 

A—*o h 


ch 

lim — = c\ 
h—*0 h 


la pendiente de la tangente es c, la misma que la pendiente de la grafica de /. 
Una diferencia renovadora presenta f{x) = x\ Aqui 


f'{a) = lim 

A—*0 

= lim 

A—*0 


f(a + h) - f(a) 
h 

(a + h) 2 — a 2 


a 2 + 2 ah + h 2 — a 2 


= lim 

A->0 

= lim 2 a + h 

A—+0 

= 2a. 


En la figura 9 se indican las tangentes a la grafica de /. En esta figura cada tan¬ 
gente parece cortar la grafica solamente una vez, y este hecho puede comprobarse 
con bastante facilidad: Puesto que la tangente por (a, a 2 ) tiene pendiente 2a, es 
la grafica de la funcion 



Derivadas 


205 



g(x) = 2 a(x — a) + a 2 
= 2 ax — a 2 . 

Ahora bien, si g y la grafica de / se cortan en el punto (*, f(x )) = ( x, g{x)), entonces 

x 2 = 2 ax — a 2 

o a: 2 — 2tf* + a 2 = 0; 

asi, pues, (x — a) 2 = 0 

o x — a. 


En otras palabras, {a, a 2 ) es el unico punto de interseccion. 

Se da el caso de que la funcion /( x) = x 2 es muy especial en este aspecto; 
por lo general, una tangente corta la grafica mas de una vez. Consideremos, por 
ejemplo, la funcion f(x) = x 3 . En este caso 


/'(a) = lim 

h-*0 

= lim 

k ->0 

= lim 

fc->0 

= lim 

h-+ 0 


f(a + h) - f{a) 


(.a + h) z — a* 


a 3 -f 3 a 2 h + 3 ah 2 + h 3 - a 3 


3a 2 h + 3 ah 2 + h 3 
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= lim 3 a 2 -f- 3 ah -f* h 2 
0 

= 3a 2 . 


Asf, pues, la tangente a la grafica de / en (a, a') tiene pendiente 3a' 2 . Esto significa 
que la tangente es la grafica de 

g(x) — 3 a 2 {x — a) + a 3 
= Ja 2 x - 2a 3 . 

Las graficas de / y g se cortan en el punto ( x, /(*)) = (x, £(jc)) donde 

x s = 3 a 2 x — 2 a 3 

o x 3 — 3 a 2 x + 2a 3 = 0. 

Esta ecuacion se resuelve facilmente si recordamos que una solucion tiene que 
ser forzosamente x = a, de modo que (jc — a) es un factor del primer miembro; 
el otro factor puede encontrarse haciendo la division. Se obtiene 

(x — a)(x 2 4 -ax — 2a 2 ) = 0. 

Ocurre asf que x 2 + ax — 2d 2 tiene tambien por factor x — a\ obtenemos final- 
mente 


(x — a)(x — a)(x + 2a) = 0. 

Asf, pues, como puede verse en la figura 10, la tangente por (a, a 3 ) corta tambien 
a la grafica en el punto (— 2a, —8a'). Estos dos puntos son siempre distintos 
excepto cuando a — 0. 

Los ejemplos que hemos dado de obtencion de la derivada de una funcion son 
suficientes para ilustrar la notacion clasica, y todavfa muy popular para las deri¬ 
vadas. Para una funcion dada /, la derivada /' se designa a menudo por 

dfix) 

dx 


Por ejemplo, el sfmbolo 
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tendencia, que las funciones se indican muchas veces mediante una frase tal como 
la siguiente: «Consideremos la funcion y = x-». Algunas veces seguiremos la 
costumbre clasica hasta el punto de utilizar y como nombre de una funcion, pero 
distinguiremos, sin embargo, cuidadosamente entre la funcion y sus valores; asf, 
pues, diremos siempre algo ccmo «consideremos la funcion (definida por) >>(*) = jc 2 ». 

A pesar de las muchas ambigUedades de la notacion de Leibniz, esta es usada 
casi con exclusividad en la literatura matematica antigua, y aun hoy dia se usa 
con mucha frecuencia. Los oponentes mas obstinados de la notacion de Leibniz 
admiten que todavia subsistira por algun tiempo, mientras que sus mas fervientes 
admiradores afirman que se mantendra para siempre y que asf sea. En cualquier 
caso, no se puede prescindir del todo de la notacion de Leibniz. 

La actitud adoptada en este libro es de excluir la notacion de Leibniz en el 
texto, pero incluirla en los problemas; algunos capitulos contienen unos pocos 
problemas (reconocibles inmediatamente) expresamente preparados para ilustrar 
las ambigUedades de la notacion de Leibniz. En la confianza de que estos pro¬ 
blemas suministraran una practica suficiente en esta notacion, volvemos a nuestra 
tarea basica de examinar algunos ejemplos sencillos de derivadas. 

Las pocas funciones examinadas hasta ahora han sido todas derivables. Para 
apreciar completamente el significado de la derivada es igualmente importante co- 
nocer algunos ejemplos de funciones que no son derivables. Lo que inmediata¬ 
mente se ofrece son las tres funciones examinadas en primer lugar en este capftulo 
e ilustradas en la figura 1; si resultan ser derivables en 0, evidentemente alg© 
habra que no estara bien. 

Consideremos en primer lugar la funcion f(x ) = \x\. En este caso 

m + h) - /to) = i/^ 

h h 

Ahora bien, \h\jh = 1 para h > 0, y \h\jh — —1 para h < 0. Esto demuestra que 

f(h) ~ /(0) 

] im n0 existe. 

h-> o h 


En efecto. 


lim 

A->0 + 


m -/(o) 

h 


1 
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pues de todo, el simbolo es en realidad mas conciso que la frase «derivada de 
la funcion f(x) = jr». 

Las siguientes formulas expresan en la notacion clasica de Leibniz toda la 
information que hemos hallado hasta ahora: 



diax + b ) 
dx 


a , 


dx r 2 
dx 
dxS 
dx 


2x, 

3* 2 . 


Aunque el significado de estas formulas es suficientemente claro, cualquier 
intento de interpretation literal se ve obstaculizado por la comprensible rigidez 
de que una ecuacion no debe contener de un lado una funcion y de otro un nu- 
mero. Por ejemplo, si se ha de cumplir la tercera ecuacion, entonces o bien 
df(x)/dx debe designar f'(x) y no /', o bien 2x debe designar, no un numero, sino 
la funcion cuyo valor en x es lx. Es realmente imposible afirmar que se acepta 
una u otra de estas alternativas; en la practica df(x)/dx algunas veces significa f 
y otras veces significa f(x), mientras que 2x puede designar ya sea un numero 
o una funcion. A causa de esta ambiguedad, la mayor parte de los autores son 
contrarios a designar f\a) por 


df{x) 

dx 


(a); 


en vez de esto, f'{a) se designa por lo general con un simbolo extrano, pero sin 
ambiguedad. 


df(x) 


Ademas de estas dificultades, la notacion de Leibniz esta asociada con una ambi¬ 
guedad mas. Aunque la notacion dx 2 /dx es absolutamente clasica, la notacion 
df(x)/dx es sustituida a menudo por dfjdx. Esto, por supuesto, esta de conformi- 
dad con la practica de confundir una funcion con su valor en x. Es tan fuerte esta 
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tendencia, que las funciones se indican muchas veces mediante una frase tal como 
la siguiente: «Consideremos la funcion y = x 2 ». Algunas veces seguiremos la 
costumbre clasica hasta el punto de utilizar y como nombre de una funcion, pero 
distinguiremos, sin embargo, cuidadosamente entre la funcion y sus valores; asf, 
pues, diremos siempre algo ccmo «consideremos la funcion (definida por) y(x) = jc 2 ». 

A pesar de las muchas ambigiiedades de la notacion de Leibniz, esta es usada 
casi con exclusividad en la literatura matematica antigua, y aun hoy dia se usa 
con mucha frecuencia. Los oponentes mas obstinados de la notacion de Leibniz 
admiten que todavia subsistira por algun tiempo, mientras que sus mas fervientes 
admiradores afirman que se mantendra para siempre y que asf sea. En cualquier 
caso, no se puede prescindir del todo de la notacion de Leibniz. 

La actitud adoptada en este libro es de excluir la notacion de Leibniz en el 
texto, pero incluirla en los problemas; algunos capitulos contienen unos pocos 
problemas (reconocibles inmediatamente) expresamente preparados para ilustrar 
las ambigiiedades de la notacion de Leibniz. En la confianza de que estos pro¬ 
blemas suministraran una practica suficiente en esta notacion, volvernos a nuestra 
tarea basica de examinar algunos ejemplos sencillos de derivadas. 

Las pocas funciones examinadas hasta ahora han sido todas derivables. Para 
apreciar completamente el signiftcado de la derivada es igualmente importante co- 
nocer algunos ejemplos de funciones que no son derivables. Lo que inmediata¬ 
mente se ofrece son las tres funciones examinadas en primer lugar en este capitulo 
e ilustradas en la figura 1; si resultan ser derivables en 0, evidentemente algo 
habra que no estara bien. 

Consideremos en primer lugar la funcion f(x ) = \x\. En este caso 

/(q + h) - m = w. 

h h ' 

Ahora bien, \h\fh = 1 para h > 0, y \h\/h = —1 para h < 0. Esto demuestra que 

f(h) - /(0) 

hm — -—— no existe. 

*-» o h 


En efecto. 


lim 

h->0+ 


f{h) ~ /( 0 ) 
h 


= 1 
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y 


lim 


m 


hr-* 0- 


-/(Q) 

h 


- 1 . 


(Estos dos h'mites son llamados a veces derivada por la derecha y derivada por 
la izquierda respectivamente de / en 0.) 

Si 0, entonces existe En efecto, 

f\x) = 1 si x > 0, 
f(x) = —1 si x < 0. 


La demostracion de este hecho se deja para el lector (es fdcil si se recuerda la 
derivada de una funcion lineal). Las graficas de / y de f se muestran en la 
figura 11. 




Para la funcion 



x <0 
x > 0, 


surge una dificultad parecida en conexion con /'(0). Tenemos 


m -m 

h 



h< 0 
h > 0. 


Por lo tanto. 
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pero 


lim 

h— >0” 


lim 

A-»0 + 


m -m 

h 

m -m 

h 


= 0, 

= 1. 


Asf, pues, /'(0) no existe; / no es derivable en 0. Una vez mas, sin embargo, f{x) 
existe para x 0; es facil ver que 


fix) 


2x, x < 0 
1, x > 0. 


Las graficas de / y f pueden verse en la figura 12. 



FIGURA 12 


Peores cosas ocurren todavia para f(x) = /pcf. Para esta funcion 


m - m 

h 


I Vh _ 1 
h Vh 
V^~h 1 
h y/~—h 


h > 0 

h < 0. 


En este caso el limite por la derecha 


am 

A-*0 + 


m -m 


lim —— 

Vh 


h 
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no cxiste; por el contrario, 1/ V7T se hace tan grande como se quiera cuando h 
tiende hacia 0. Y, m£s aun, —1/v/ —h se hace arbitrariamente grande en valor 
absoluto, pero negativo (figura 13). 



FIGURA 13 


La funcidn f(x) — \Tx, aunque no es derivable en 0, tiene por lo menos un 
comportamiento algo mejor que esto. El cociente 

m - /(o) _ <fh _ a 1 " i i 
a a a a 2/8 

simplemente se hace arbitrariamente grande cuando h tiende hacia 0. Algunas 
veces se dice que h tiene una derivada «infinita» en 0. Geometricamente esto sig- 



FIGURA 14 
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nifica que la grafica de / tiene una «tangente» que es paralela al eje vertical 
(figura 14). Por supuesto, fix) — — 2fx tiene la misma propiedad geomdrica, pero 
se suele decir que / tiene una derivada de «infinidad negativa® en 0. 

Recuerdese que la derivabilidad supone un progreso en relacion con la simple 
continuidad. Esta idea esta respaldada por los muchos ejemplos de funciones que 
son continuas, pero no derivables; sin embargo, queda por destacar un punto 
importante: 

TEOREMA 1 


Si / es derivable en a, entonces / es continua en a . 


DEM OSTR ACION 


lim f{a + h) 
h-* o 


f(a) = lim 

h —>0 

= lim 

h —►O 


f(a + h) - f(a ) 
h 

Ka±h) ~/( a ) 

h 


• h 

• lim h 

A —*0 


= /'(«)• 0 
= 0. 


Como hemos indicado en el capitulo 5, la ecuacion lim f(a + h ) — f(d) = 0 es 

. h -*0 

equivalente a lim f(x) = f(a ); asi, pues, / es continua en a. I 

Es muy importante recordar el teorema 1, e igualmente importante recordar 
que el reciproco no se cumple. Una funcion derivable es continua, pero una fun- 
cion continua no es necesariamente derivable (recuerdese la funcidn fix) = |jc| y 
con ello nunca se olvidara cu&l de las afirmaciones es la verdadera y cuil la falsa). 

Las funciones continuas examinadas hasta ahora han sido derivables en todos 
los puntos con una excepcion a lo sumo, pero es fdcil dar ejemplos de funciones 



FIGURA 15 
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continuas que dejan de ser derivables en varios puntos e incluso en un numero 
infinito de ellos (figura 15). En realidad, el caso puede ser mucho peor. Existe 
una funcion que es continua por todas partes y derivable en ninpun punto. Por 
desgracia la definicion de esta funcion no nos sera asequible hasty el capi'tulo 23 
y yo no he podido convencer al artista a que la dibujara (considere el lector dete- 
nidamente como deberfa ser la grafica y seguramente comprendera su punto de 
vista). Es posible trazar algunas groseras aproximaciones a la grafica; algunas 
aproximaciones sucesivamente mejores se indican en la figura 16. 






FIGURA 16 
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Aunque los ejemplos tan espectaculares de no derivabilidad deben ser demo- 
rados, podemos, con un poco de ingenio, encontrar una funcion continua que 
deja de ser derivable en una infinidad de puntos, todos los cuales estdn en [0, 1]. 
Una tal funcion se ilustra en la figura 17. Se deja para el lector el problema de 
definirla con precision; se trata de una version rectih'nea de la funcion 


/(*) = 


*sen -> 
x 


0 , 


^0 
* = 0. 



FIGURA 17 


Esta funcion particular / es ella misma muy sensible a la cuestion de la deriva¬ 
bilidad. Efectivamente, para h=£ 0 tenemos 


m -m 

h 


h sen - 
h 


h 



Hace mucho demostramos que lim sen \jh no existe, de modo que / no es deri- 

A -*0 

vable en 0. Geometricamente se puede ver que no puede existir una tangente, 
observando que la secante que pasa por (0, 0) y ( h, f(h )) en la figura 18 puede 
tener cualquier pendiente comprendida entre —1 y 1, por pequeno que haga- 
mos a h. 
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FIGURA 18 


Este descubrimiento representa en cierto mode un triunfo; aunque continua, 
la funcion / parece de alguna manera del todo antinatural, y ahora podemos 
enunciar un caracter matematicamente indeseable de esta funcion; no es deri¬ 
vable en 0. Sin embargo, no nos debemos dejar lievar de un entusiasmo excesivo 
por el criterio de la, derivabilidad. Por ejemplo, la funcion 


g( x ) = 


;rsen -> 

x 


lo, 


* 3^0 
.v = 0 


es derivable en 0; en efecto, #'(()) — 0: 


lim 

h-+0 


g(h) - g(0) 

h 


h} sen - 
lim- h - 

hr-* 0 k 


lim h sen - 
h-*o h 


= 0 . 


La tangente a la grafica de g en (0, 0) es, por lo tanto, el eje horizontal (figura 19). 

Este ejemplo hace ver que debemos buscar condiciones todavia mas restric- 
tivas para una funcion que la simple derivabilidad. En realidad podemos utilizar 
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la derivada para formular tales condiciones si introducimos otro conjunto de defi- 
niciones, las ultimas de este capftulo. 

Para una funcion cualquiera /, al tomar la derivada, obtenemos una nueva 
funcion f (cuyo dominio puede ser considerablemente mas pequeno que el de /). 
La nocion de derivabilidad puede aplicarse a la funcion /', por supuesto, dando 
lugar a otra funcion (/')', cuyo dominio consiste en todos los puntos a tales que /' 
es derivable en a. La funcion (/')' se suele escribir por lo general simplemente f" y 
recibe el nombre de derivada segunda de /. Si f'\a ) existe, entonces se dice que 
/ es dos veces derivable en a, y el niimero f"(a ) recibe el nombre de derivada 
segunda de / en a. 

La derivada segunda es particularmente importante en ffsica. Si s{t) es la 
posicion en el tiempo t de una particula que se mueve a lo largo de una recta, 
entonces s"(t ) recibe el nombre de aceleracion en el tiempo t. La aceleracion 
desempena un papel especial en ffsica porque, segun se expresa en las leyes del 
movimiento de Newton, la fuerza de una particula es el producto de su masa 
por su aceleracion. En consecuencia, el lector puede experimentar la derivada 
segunda al sentarse en un automdvil que acelera. 

No existe razon alguna para detenerse en la derivada segunda; podemos defi- 
nir f'" = if")', f"" = (f"'Y , etc. Esta notacion se hace pronto diffcil de manejar, 
por lo que se suele adoptar la siguiente abreviacion (se trata en realidad de una 
definicion recursiva): 
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Asi, piles, 

/ (1) = /', 

/<» =f " = (/o', 

/(»= /" = (/")', 

/«> =/"" = 
etc. 

Las distintas funciones/^, para k> 2, son a veces llamadas derivadas de orden su¬ 
perior de f 

Por lo general recurrimos a la notacion f k) solamente para k> 4, pero con- 
viene que f k) quede tambien definido para k mds pequeno. De hecho, se puede 
dar una definicion para f 0) , a saber, 

r =/. 


Debemos mencionar tambien la notacion de Leibniz para las derivadas de 
ordenes superiores. El simbolo natural de Leibniz para /"(*), a saber. 



dx 


se abrevia poniendo 


d*f(x) 
idxy 


o mds frecuentemente 


dj(x) 


dx 2 


Una notacion parecida se usa para f n \x). 

El siguiente ejemplo ilustra la notacion f k \ y hace ver tambien, con un caso 
muy sencillo, de que modo las derivadas de ordenes superiores estan relacionadas 
con la funcion original. Sea fix) = x 2 . Entonces, como ya hemos comprobado. 


fix) = 2x, 
f'(x) = 2, 

rw = o, 

f k) {x) = o, si k > 3. 
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/"to = 2 

/<*>(*) - 0, k > 3 







(c) (d) 


FIGURA 20 

La figura 20 muestra la funcion f, junto con sus distintas derivadas. 

Un ejemplo mas instructive lo presenta la siguiente funcion, cuya grafica se 
muestra en la figura 21(a): 


Es facil ver que 


Ademas, 



* > 0 
x < 0. 


f'(a ) = 2 a si a > 0, 
f'(a ) = —2a si a < 0. 


m 


lim 

A—>0 


m 


-m 

h 


lim 

A—*0 


m. 

h 


Ahora bien 
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de modo que 


lim 
a-*o + A 


m _ 


= lim — 
h-*o+ A 


lim = lim — = 0, 
A— ♦ 0“ A A—*0“ A 


/'(O) = lim = 0. 

A ~»o A 


Toda esta informacidn puede resumirse poniendo: 

/'(*) = 2 |*|. 


/<«) * 


A 1 , A > 0 
— A 1 , A < 0 




FIGURA 21 
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Se sigue que /"(0) jno existe! La existencia de la segunda derivada es, por lo 
tanto, una restriccion bastante fuerte que se impone a una funcion. Incluso una 
funcion tan «suave» como / revela alguna irregularidad cuando se examina a tra- 
ves de la segunda derivada. Esto sugiere que el comportamiento irregular de 
la funcion 


g(x) = 


jrsen -t 
x 


lo, 


X 5* 0 
* = 0 


podria ser tambien revelado por la segunda derivada. Sabemos por el momento 
que g\0) = 0, pero no conocemos g\a) para ningun a ^ 0, de modo que no pode- 
mos empezar calculando g"(0). Volveremos sobre esta cuestion al final del proximo 
capitulo, una vez que hayamos elaborado la tecnica para hallar derivadas. 

PROBLEMAS 

1. (a) Partiendo directamente de la definicion, demostrar que si /(jc) — 1 lx, 

entonces /'(a) = —1/a 2 , para a^O. 

(b) Demostrar que la tangente a la grafica de / en (a, 1/a) no corta la grafica 
de / mas que en el punto (a, 1/a). 

2. (a) Demostrar que si /( x) = 1/jc 2 , entonces /'(a) = —2/a 3 para a=£ 0. 

(b) Demostrar que la tangente a la grafica de / en (a, 1/a 2 ) corta / en otro' 
punto, que esta en el lado opuesto del eje vertical. 

3. Demostrar que si f(x) — sfx, entoncej f'(a) =l/2y / a, para a> 0. (La expre- 
sion que se obtenga para [/(a + h) — /(a)]/7i requerira algun trabajo alge- 
braico, pero la respuesta deberia sugerir el artificio conveniente.) 

4. Para todo numero natural n sea S n (x) = jc". Recordarido que S/(x) = 1, 
S 2 '(x) — 2x y $»'(*) = 3x 2 , conjeturar una formula para 5 n '(x). Demostrar la 
conjetura. (La expresion (x + h) n puede desarrollarse por el teorema de 
binomio.) 

5. Hallar /' para /(jc) == [x). 

6. Demostrar lo siguiente, partiendo de la definicion (y trazando un dibujo ex- 
plicativo): 

(a) Si g(x) = f(x) + c, entonces g'(x) = f\x) \ 

(b) Si £(*) == cf(x), entonces g'(x) — cf'( jc). 

7. Supongamos que /(jc) = jc*. 

(a) tCual es el valor de f(9), /'(25), /'(36)? 
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(b) ^Cual es el valor de /'(3 2 ). /'(5 2 ), f(6 2 )? 

(c) i,Cual es el valor de f'(a 2 ), fix 2 )? 

Si el lector no encuentra trivial este problema, es que esta olvidando un 
punto muy importante: fix 2 ) significa la derivada de / en el numero que 
estamos designando por x 2 ; no es la derivada en x de la funcion g(x) = fix 2 ). 
Para aclararlo del todo: 

(d) Para f(x) = x\ comparar fix 2 ) y #'(*) donde g(x) — f(x 2 ). 

8. (a) Supongamos ^(jc) = fix + c). Demostrar (partiendo de la definition) que 

g\x) = /'(. x + c). Trazar un dibujo para ilustrar esto. Para hacer este 
problema deben escribirse correctamente las definiciones de g'(x) y 
fix + c). El objeto del problema 7 era convencer al lector de que aun- 
que este problema es facil, no es una absoluta trivialidad y hay algo que 
demostrar en el: No se pueden anadir simplemente signos prima a la 
ecuacion g(x) = f(x + a). Tratemos de destacar este punto: 

(b) Demostrar que si g(x) = f(cx), entonces g'(x) = c-f{cx). Tratese tambien 
de obtener una representacion grafica de por que esto debe ser asi. 

(c) Supongamos que / es derivable y periodica con periodo a (es decir, 
f(x + a) == f{ jc) para todo jc). Demostrar que f es tambien periodica. 

9. Hallar f(x) y tambien f\x + 3) en los siguientes casos. Si no se es muy 
metodico se esta expuesto a resbalar en algun punto. Consultense las solu- 
ciones (naturalmente despues de hacer el problema). 

(i) f{x) = (* + 3) 5 . 

(ii) f(x + 3) = x 5 . 

(iii) f{x + 3) = (x + 5) 7 . 

10. Hallar fix) si fix) = g{t + x) y si fit) = git + x). Las soluciones no serdn 
las mismas. 

11. (a) Demostrar que Galileo se equivocd: Si un cuerpo cae una distancia s{f) 

en t segundos, y s' es proporcional a s, entonces s no puede ser una 
funcion de la forma s(t) = ct 2 . 

(b) Demostrar que los siguientes hechos acerca de s son verdad si s(t) = (a/2)/ 2 
(el primer hecho hara ver por que nos hemos pasado de c a a/2): 

(i) s"(t) = a (la aceleracion es constante). 

(ii) [*'(/)3 2 = 2as{t). 

(c) Si s se mide en pies, el valor de a es 32. ^De cuantos segundos dispone- 
mos para apartaraos de una arana que cae de un techo de 400 pies? ^Cudl 
sera la velocidad de la arana en el momento de alcanzar a uno que no 
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se haya apartado? ^Cual era la posicion de la arana en el momento en 
que su velocidad era la mitad de esta? 

12. Imagine el lector una carretera en la cual estuviese especificado el limite de 
velocidad en cada uno de sus puntos. Dicho de otro modo, existe cierta 
funcion L tal que el limite de velocidad a x millas del origen de la carretera 
es L(x). Dos automoviles, A y B, van rodando a lo largo de esta carretera; la 
posicion del automovil A en el tiempo t es a(t) y la del automovil B es b(t). 

(a) ^Cual es la ecuacion que expresa el hecho de que el automovil A rueda 
siempre a la velocidad limite? [La solution no es a'(t) = L(t)]. 

(b) Supongase que A va siempre a la velocidad limite y que la posicion de B 
en el tiempo t es la posicion de A en el tiempo t —1. Demostrar que 
B va siempre tambien a la velocidad limite. 

(c) Supongase que B va siempre detras de A a una distancia constante. ^Bajo 
que condiciones ira todavia B siempre a la velocidad limite? 

13. Supongamos que f(a ) = g(a) y que la derivada por la izquierda de / en a es 
igual a la derivada por la derecha de g en a. Definir h(x) = f(x) para x < a 
y h(x) = g(x) para x> a. Demostrar que h es derivable en a. 

14. Sea /(*) = x 2 si x es racional, y /(*) = 0 si x es irracional. Demostrar que / 
es derivable en 0. [Esta funcion no debe asustar al lector. Escribase la defi- 
nicion de f(0)]. 

*15. (a) Sea / una funcion tal que |/(x)j < x 2 para todo x. Demostrar que f es 
derivable en 0. (Quien haya hecho el problema 14 sabra hacer este.) 

(b) Se puede generalizar este hecho si x 2 se sustituye por |#(x)|, donde g tiene 
6^que propiedad? 

16. Sea a > 1. Si / satisface |/(x)| < |jc|“, demostrar que / es derivable en 0. 

17. Sea 0 < p < 1. Demostrar que si f satisface |/(jc)| > |xp y /(0) = 0, entonces 
/ no es derivable en 0. 

*18. Sea f{x) — 0 para x irracional, y 1 fq para x — pjq, fraccion irreducible. De¬ 
mostrar que / no es derivable en a para ningun a. lndicacion: basta demos¬ 
trar esto para a irracional. <,Por que? Si a = n.a.uM^ ... es el desarrollo 
decimal de a, considerese [/(a + h) — f(h)\/h para h racional y tambien para 

h — —0,00 ... 0a n+l a n+ . 2 ... 

19. (a) Supongase que f(a) = g(a) = h{a), que f(x) < g(x) < h{x) para todo x, y 
que f(a) — h\a). Demostrar que g es derivable en a y que f{a) = g\a ) = 
= h\a). [Empezar con la definicion de #'(#)•] 

(b) Demostrar que la conclusidn no se sigue si omitimos la blpotesis f{d) = 
= g(a) = h{a). 
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20. Sea f una funcion polindmica cualquiera; veremos en el capitulo proximo 
que / es derivable. La tangente a / en (a, /(a)) es la grafica de six) = 
= f'(a)(x — a) + fia). Asi, pues, fix) — #(jc) es la funcidn polinomica d{x) = 
= f(x) — fia) (x — a) — fia). Hemos visto ya que si fix) — jc 2 , entonces 
d(x) = (jc — a) 2 , y si fix) = x\ entonees dx = (x — a) 2 (jt + 2a). 

(a) Hallar dix) cuando fix) — jc\ y demostrar que es divisible por (jc— a) 2 . 

(b) Parece haber ciertamente alguna evidencia de que dix) es siempre divi¬ 
sible por (jc — a) 2 . La figura 22 ofrece un argumento intuitivo: Por lo 



general las rectas paralelas a la tangente cortan a la grdflca en dos pun- 
tos; la tangente corta la grafica solo una vez cerca del punto, de modo 
que la interseccion deberia ser una «intersecci<5n doble». Para dar una 
demostracion rigurosa, observese primero que 

d(x) = /(*) - /(g) _ 

x — a x — a 

Contestar ahora las siguientes cuestiones. <,Por que es fix) — /(a) divi¬ 
sible por (x— a)? ^Por que existe una funcidn polinomica h tal que 
hix) = dix)Hx — a) para x^al <,Por que es lim hix) — 0? ^Por que 

es h(a) = 0? i,Por que esto resuelve el problema? 

21. (a) Demostrar que fia) = lim [/(x) — /(a)]/(;c — a). (No hay aqui nada de 

x-+a 

prof undo.) 

(b) Demostrar que las derivadas constituyen una «propiedad local*: Si fix) = 
= #(jc) para todo jc de algun intervalo abierto que contiene a, entonces 
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f'(a) = g\a ). [Esto significa que al calcular f(a% se puede prescindir de 
fix) para cualquier jc =£ a particular. Por supuesto, no se puede prescindir 
de f(x) para todos los jc a la vez.] 

*22. (a) Supongamos que f es derivable en jc. Demostrar que 


fix) = 


l im fix + h) - fjx - h) 
h —*o 2 h 


Indication: Recordar un viejo truco algebraico: un numero no se altera 
cuando se le suma y resta a la vez una misma cantidad. 

**(b) De un modo mas general demostrar que 


fix) = lim 

A.Jfe—*0 + 


fjx + h) - fjx - Jc) 
h -\- k 


*23. Demostrar que si / es par, entonces fix) = —/'(— x). [Para evitar confusion, 
sea g(x) = f(— jc) ; hallar y entonces recordar que otra cosa es g.] Tr£- 
cese un dibujo. 

*24. Demostrar que si / es impar, entonces fix) = f(— jc). Una vez mas, tracese 
un dibujo. 

25. Los problemas 23 y 24 dicen que f es par si f es impar, e impar si / es par. 
I Que puede decirse, por lo tanto, acerca de f k) l 

26. Hallar /"(jc) si 

(i) fix) = x 3 . 

(ii) fix) = jc 5 . 

(iii) fix) = 

(iv) fix + 3) = x 3 . 

27. Si Snix) = jc", y 0 < k < n, demostrar que 

Sn W ix) = ~ ~7TT X n ~~ k 

in - k)\ 

~ k! (a) 


*28. (a) Hallar f( jc) si /(jc) = |jcj 3 . Hallar f'ix). ^Existe /'"(jc) para todo jc? 
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(b) Anahcese del mismo modo / si fix) = jc 4 para x> 0 y f(x) = — x' para 
jc<0. 

*29. Sea fix) = a:" para a: > 0 y sea /(at) = 0 para at < 0. Demostrar que existe 
/(«-!) (y hallar la formula correspondiente), pero que / (M) (0) no existe. 

30. Interpretar los siguientes casos de notacion de Leibnitz; cada uno de ellos 
expresa algun hecho presentado en aleiin problema anterior. 


(i) 


dx n _ 
dx 


nx 


i 


(ii) 


dz 

d y 



si z 


1 

y 


(iii) + fj = <*/(*) . 

dx dx 


(iv) 


4 >/(*)] _ Mx) 
dx dx 


(v) 


dz _ dy 
dx dx 


si z — y + c. 


(vi) 

(vii) 
(viii) 

(ix) 

(x) 


dx* 


dx 


I*— a* 


= 3a 4 . 


dfix + a) 


dfix) 


dx 


df{cx) 


dx 

lx —6 

df{cx) 

= C 

dx 


d k x n _ 

k\\ 


x«6 


= C 


dx 

df{x) 
dx 


dy 


|x*6+o 


|x — cb 



CAP1TULO 

10 

DERIYACI6N 


El proceso de hallar la derivada de una funcion recibe el nombre de derivation. 
El lector puede haber recibido la impresion, a traves del capitulo anterior, de que 
este proceso es por lo general laborioso, que exige recurrir a la definicion de la 
derivada, y que depende de saber hallar algun limite. Bien es verdad que muchas 
veces un tal procedimiento es el unico posible; si se olvida la definicion de deri¬ 
vada se esta muy expuesto a perderse. Sin embargo, en este capitulo aprenderemos 
a derivar un gran niimero de funciones, sin necesidad de recordar siquiera la defi¬ 
nicion. Unos pocos teoremas nos ofrecer&n un proceso mecanico para derivar una 
clase muy amplia de funciones, formadas a partir de unas pocas funciones simples 
mediante el proceso de suma, multiplicacidn, division y composicion. Esta des¬ 
cription deberia sugerir cudles son los teoremas que se habrdn de demostrar. 
Hallaremos primero la derivada de unas cuantas funciones simples, y despues 
demostraremos teoremas acerca de la suma, producto, cociente y composicion de 
funciones derivables. El primer teorema constituye simplemente un reconocimiento 
formal de un cdlculo llevado a cabo en el capitulo anterior. 

TEOREMA 1 

Si f es una funcidn constante, f(x) = c, entonces 

f(a) — 0 para todos los numeros a. 
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DEMOSTRACI6N 


v /(a + h) — f(a ) c — c 

f (a) = lim —---= lim- 

A—*0 ^ A—>0 h 


El segundo teorema es tambien el caso especial de 
capi'tulo. 


= 0.| 

un calculo del ultimo 


TEOREMA 2 


Si / es la funcion identidad, f(x ) = x, entonces 

f'(a) = i para todos los numeros a. 


DEMOSTRACION 


m 


lim 

A—o h 

a -j- A — a 
lim- 

A—*o h 


= lim - = 1. | 

A—*0 A 


La derivada de la suma de dos funciones es, tal como era de esperar, la suma 
de las derivadas. 


TEOREMA 3 


Si / y g son derivables en a, entonces / + g es tambien derivable en a, y 

(/+«)'(«) =/’« + *'(<*)• 

DEMOSTRACI6N 

,,, (/ + «)(« + *) - (/ + «)(«) 

(/ + «) M = l™-7- 

a-+o n 

— ^ /( a H~ h ) + g(a + h ) — [/(a) + g( a )3 
a—» o h 
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= li m |~ /(g. + h ) ~ f ( a ) _j_ g(a -I- A) - g(a) j 

= , im /l±jww + lim ± h J ~ *w 

A—»0 k A—*0 h 

= /'(«) 4- £'(a). | 


La formula para la derivada de un producto no es tan simple como seria de 
desear, pero es agradablemente simetrica y la demostracion requiere solamente 
un truco algebraico sencillo que ya hemos utilizado antes: un numero no se 
altera cuando se le suma y resta una misma cantidad. 

TEOREMA 4 

Si / y g son derivables en a, entonces f\g es tambien derivable en a, y 
(/**)'(«) = f'( a ) ‘ S( a ) +f(a)-g'(a). 


DEMOSTRACION 


c/-,rw = lim #:*>(«> 

a—» o h 


— lim 

A—*0 


/(* + h)g{a + h) - f(a)g(a) 
h 

f( a -f h)[g(a + h) - g(a)] . [f(a + h) — f(a)]g(a)' 


= lim I - " /Lax " - + 

a—» o LA h J 

.. ,, , tx g{ah) — g{a) , f(a-\-h) — f(a) .. , . 

= lim f(a + h) * lim ~ 1 + lim yv 7 —• lim^(fl) 

A—*0 A—»0 h h—*0 h A—»0 

= /(<0 • g’(a) +f(a)-g(a). 


[Observese que hemos aplicado el teorema 9-1 para demostrar que lim f(a 4- h) = 

h~*0 

= /<«)•] I 

En un caso especial el teorema 4 se simplifica considerablemente: 

TEOREMA 5 


Si jiK*) = c/( x) y f es derivable en a, entonces g es derivable en a, y 
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g'{a) = < ‘/'(a). 


DEM0STRACI6N 

Si h{x) = c, de modo que g = h-f, entonces por el teorema 4, 
g \ a ) = (h '/)'(«) 

= A(a) •/'(*) + *'(«) •/(«) 

= f/»+0-/W 

Observese, en particular, que (—/)'(fl) = — f(d), y en consecuencia (/ g) (a) 

= (f + [—g]Y(a) = f(a) — g\a). 

Para que se vea lo que ya hem os logrado, vamos a calcular la derivada de 
algunas funciones particulares. 

TEOREMA 6 

Si f(x ) = x n para algun numero natural n, entonces 

f'(a ) = na H ~ l para todo a. 


DEMOSTRACI6N 

La demostracion sera por induccion sobre n. Para n — 1 esto es simplemente el 
teorema 2. Supongamos ahora que el teorema se cumple para n, de modo que 
si /(j c) = x", entonces 


f(a ) = ria n ~ x para todo a. 

Sea g(x) = jc m+i . Si l(x) = .r, la ecuacidn * M+1 =x" x puede escribirse 

g(x) = f(x)-/(x) para todo x \ 

de modo que g = /•/. Se sigue del teorema 4 que 

g’(a) = (/ • I)'(a) = /'(a) ■ 1(a) + /(a) • /'(a) 

= na” 1 • a + a" • 1 
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= m n -+- a n 

= (n + 1 )a n , para todo a. 

£ste es precisamente el caso n + 1 que queriamos demostrar. | 

Juntando los teoremas demostrados hasta ahora estamos en condiciones de 
hallar f para un / de la forma 


f{x) — a n x n + a n -ix n 1 + * * * + aix* 4* a\x + a 0 - 


Obtenemos 

f(x) = na n x n ~ l -+-(« — l)a n _iJf n_2 + • • • + 2a 2 x + <*i. 

Podemos tambien hallar f ": 

/"(*) = n(n - l)a n * n “ 2 + (n - l)(n - 2 )a n ^x n ~ i + • • • + 2« 2 . 

Este proceso puede proseguirse facilmente. Cada derivation reduce la potencia 
mas alta de x en una unidad y elimina un a, mas. Seria bueno para el lector hallar 
las derivadas f '\ y quiza f hasta que la regia general quede perfectamente 
clara. La ultima derivada interesante es 




n\a n ; 


para k > n tenemos 


/<*>(*) - 0 . 

Evidentemente el proximo paso de nuestro programa sera hallar la derivada 
de un cociente //#. Es mucho mas sencillo y, como es obvio, gracias al teorema 4 
suficiente, hallar la derivada de 1 fg. 

TEOREMA 7 

Si g es derivable en a , y 8(a) ^=0, entonces 1/8 es derivable en a, y 
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DEMOSTRACION 


Antes de escribir siquiera 

G) (a+A) ~Q (a) 

h 

debemos estar seguros de que esta expresion tiene sentido; es necesario compro- 
bar que (l/.i?)(a + /i) esta definido para h suficientemente pequeno. Esto exige 
solamente dos observaciones. Puesto que g es, por hipotesis, derivable en a, se 
sigue del teorema 9-1 que g es continua en a. Puesto que se sigue del 

teorema 6-3 que existe algun £ > 0 tal que g(a + h) ^ 0 para \h\ < S. Por lo 
tanto, (l/ t i>) (a + h ) tiene sentido para h pequenos, y podemos escribir 


(-) (a + h) - (-) (a) —±— - -j- 

. \g/ \gl _ _ g(<* + h) g{a 


lim 

A—»0 


lim 
a— »o h 

= g( a ) - g( a + h ) 
*-o h[g(a) • g(a + A)] 


= lim 

h —>0 

= lim 

A—*0 


[g(a -f h) — g(a)] _ 1 

h g{a)g{fl + h) 


-b(g + h) - g(a)] . 


1 


L-o g(a) * g(a + h) 


= -*'(«) * 


[^(a)] ! 


(Observese que hemos aplicado una vez mas la continuidad de g en a.) | 


La formula general para la derivada de un cociente es ahora Mcil de obtener. 
Aunque no es particularmente llamativa, es importante aprenderla de memoria 
(«denominador por derivada del numerador, menos numerador por derivada del 
denominador partido por cuadrado del denominador®). 


TEOREMA 8 

Si f y g son derivables en a y g(a) ^ 0, entonces f/g es derivable en a y 
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(f\ ,.s _«(-»)•/'(«) -M-g'(a) 

U M -ciw?-- 


DEMOSTRACI6N 


Puesto quc fig — f-ilig), tenemos 

(i)'» -('•;)'« 

=/w-Qw+/w-0'w 

. m , fMi-g'W) 
g{a) U(a)] a 

liWP 


Podemos ahora derivar unas cuantas funciones mds. Por ejemplo, 

* r/ \ * a — 1 (x 2 + l)(2x) — (x* — l)(2x) 4x 

si/(x) = entonces/'(x) = -- ' ~ 


x 2 +l ' (x 2 + l) 2 (x 2 + l) 2 ’ 

. X X (x* + 1) - x(2x) 1 - x 2 

S./W - _enton« S /W = ( ,, + 1} ,' = 

si /(*) — -> entonces f(x) = — i = (—1)* — 

X X 2 

Observese que el ultimo ejemplo puede generalizarse: si 


fix) = x -n = —, para aigun numero natural n. 


entonces 

-(Uf* - 1 

fix) = = (-«)x— l ; 

x 2 “ 

asf pues el teorema 6 es valido tanto para enteros positivos como para enteros 
negativos. Si interpretamos fix) — x° como fix) = 1, y fix) = 0-x -1 como 
fix) = 0, entonces el teorema 6 se cumple tambidn para n = 0. (La palabra «in- 
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terpretamos» es necesaria puesto que no esta claro como debe derfnirse 0", y, en 
cualquier caso, 0*0 -1 carece de sentido.) 

Para progresar mas en la derivacion nos hace falta conocer las derivadas de 
ciertas funciones particulares que estudiaremos m£s tarde. Una de estas es la fun- 
cion seno. Por el momento adelantamos la siguiente informacion, y hacemos uso 
de ella sin demostraciones: 


sen'(a) = cos a para todo a, 
cos'(a) = —sen a para todo a. 


Esta informacion nos permite derivar muchas otras funciones. Por ejemplo, si 


/(jc) = x sen x, 

entonces 

/'(jc) = x cos x + sen x, 
f "( x ) = — x sen x + cos x + cos x 
= —x sen jc + 2 cos jc ; 
si 

/jc) = sen- jc = sen jc*sen jc, 

entonces 

/(jc) = sen jc cos jc + cos jc sen jc 
= 2 sen jc cos jc, 

!i"(x) = 2[(sen jc) ( —sen jc) + cos jc cos jc] 
= 2[cos 2 jc — sen 2 jc] ; 
si 

h ( x ) — cos 2 jc = cos jc-cos jc, 

entonces 

h \ jc) = (cos jc) (— sen x ) -I- (— sen jc) cos jc 
= — 2 sen jc cos x , 
h '\ x ) — — 2[cos 2 jc — sen 2 jc]. 

Observese que 


+ h’(x) = 0, 


lo cual apenas sorprende, puesto que (j? + /i) (jc) = sen 2 jc + cos 2 jc = 1. Como era 
de esperar, tenemos tambien ,i»"(jc) + h"(x) = 0. 

Los anteriores ejemplos comprenden solamente productos de dos funciones. 



Derivation 


235 


Una funcion que comprenda productos triples puede ser tratada tambien por el 
teorema 4; en realidad puede ser tratada de dos maneras. Recuerdese que f'g-h 
es una abreviacion de 

U'g)'h o f'(g'h). 

Eligiendo, por ejemplo, la primera de estas, tenemos 

(f-g- *)'(*) = (/ ‘ g)’(x) * h{x) + (f-g) (x)A'(x) 

= U'( x )g(x) + f(x)g f (x)]k(x) -f f(x)g(x)h'(x) 

~ f'( x )g(x)h(x) + f(x)g'(x)h(x) -f f(x)g(x)h'(x). 

La eleccion de f-{g-h) habria dado, por supuesto, el mismo resultado, con un 
paso intermedio diferente. La solucion final es completamente simetrica y facil 
de recordar: 

( f‘g‘hY cs la suma de los tres terminos obtenidos al derivar cada pna de 
las /, g y h y multiplicar por las otras dos. 

Por ejemplo, si 

f(x) = x* sen x cos x, 

entonces 

f\x) — 3x sen x cos x + x* cos jc cos x + x 1 (sen x) (—sen x). 

Los productos de mas de tres funciones, pueden tratarse analogamente. Por ejem¬ 
plo, no debe presentar dificultad para el lector la derivacion de la formula 

(f-g-h- k)'(x) = f'(x) S (x)h(x)k(x) + l(x) g '(x)h(x)k(x) 

+ /(»)*(*)*'(*)*(») + f(x)g(x)h(x)k'(x). 

Se puede incluso tratar de demostrar (por induccion) la formula general: 

n 

(/l • • • • -fnY(x) = ^ fl(x) * . . . • fi-l(x)fi'(x)f i+ i(x) • . . . * f n (x). 
i«l 

La derivacibn de las funciones mas interesantes exige, evidentemente. una 
fbrmula para (/ ° g)'(x) en terminos de f y g'. Para asegurar que / » g es derivable 
en a, la hipotesis razonable parece que tendria que ser que g fuese derivable en a. 
Puesto que el comportamiento de f°g cerca de a depende del comportamiento 
de / cerca de g(a) (no cerca de a), parece tambien razonable suponer que / sea 
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derivable en gia). Demostraremos, en efecto, que si g es derivable en a y / es deri¬ 
vable en gia), entonces / ° g es derivable en a y 

(/ 0 s)'( a ) ~ f'(g( a )) * g'( a )- 

Esta formula, de extrema importancia, recibe el nombre de regia de la cadena, 
posiblemente porque una composicion de funciones podria llamarse «cadena» de 
funciones. Observese que (/ ° g)' es practicamente un producto de f y g', pero no 
del todo: f debe calcularse en g(a) y g' en a. Antes de intentar la demostracion 
de este teorema ensayaremos unas cuantas aplicaciones. Supongamos 

fix) = sen x 2 . 

Designemos momentaneamente por S la funcion («elevar al cuadrado#) 5 (jc) = x 2 . 
Entonces 

f = sen o S. 

Por lo tanto, tenemos 

f\x) = sen'(5(x)) ‘S'(x) 

— cos 1 x 2 ■ 2x. 


Un resultado totalmente distinto se obtiene si 


En este caso 
de modo que 


fix) = sen 2 x. 

f — S ° sen, 

fix) =5 , '(sen x)-sen'(x) 
= 2 sen x-cos x. 


Observese que esto esta de acuerdo (como debia) con el resultado obtenido al 
escribir / = sen-sen y aplicar la formula del producto. 

Aunque hemos inventado un slmbolo especial, S, para designar la funcion 
«de elevar al cuadrado», no hace falta demasiada practica para resolver proble- 
mas como este sin preocuparse de escribir simbolos especiales para funciones, y 
sin preocuparse siquiera de escribir la composicion particular en que consiste /; 
se acostumbra uno pronto a separar mentalmente / en sus componentes. Las si- 
guientes derivaciones deben hacerse como practica de esta gimnasia mental; si 
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el lector encuentra necesario hacer unas cuantas con detalle en un papel, hagalo, 
por favor, pero no deje de desarrollar la habilidad de escribir f inmediatamente 
a la vista de la definicion de /; los problemas de esta clase son tan sencillos que, 
con recordar la regia de la cadena, ya no hace falta pensar mas. 


si f(x) = sen x 3 entonces fix) — cos x 3 * 3* 2 


/(*) = sen 3 x 

f(x) = sen — 
x 

fix) — sen (sen x) 
fix) = sen(* 3 + 3* 2 ) 
fix) = ( [x 3 + 3* 2 ) 53 

Una funcion tal como 


f(x) = 3 sen 2 x • cos x 



f{x) = cos (sen*) • cos * 

fix) = cos(* 3 + 3* 2 ) • (3* 2 + 6*) 

fix) = 53 (* 3 + 3* 2 ) 52 • (3* 2 + 6*). 


fix) = sen 2 * 2 = [sen * 2 ] 2 , 


que es la composicion de tres funciones, 

f = S o sen ° S, 

puede tambien derivarse mediante la regia de la cadena. Basta solamente recordar 
que una composicion triple / ° g ° h signiftca if ° g) ° h o f°{g°h). Asi, si 

fix) = sen 2 x 2 


podemos escribir 

/ = (S ° sen) o S, 
f = S o (sen © S). 

La derivada de cualquiera de estas expresiones puede hallarse aplicando dos veces 
la regia de la cadena; el unico punto dudoso es el de si las dos expresiones con¬ 
duces a c&lculos igual de sencillos. De hecho, como sabe cualquier experto en 
derivacion, es mucho mejor usar la segunda: 


/ = S o (sen o S). 
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Podemos ahora escribir f(x) de un solo golpe. Para empezar, observese que la 
primera funcion a derivar es S, de modo que la formula para f(x) empieza 

f(x) = 2( ) ■ • • 

Dentro del parentesis debemos poner sen jc 2 , valor en jc de la segunda funcion, 
sen ° S. Asf empezamos escribiendo 

/'(jc) = 2 sen jc 2 • 

(los parentesis, en realidad, no harfan falta). Debemos ahora multiplicar esta parte 
de la solucion por la derivada de sen °S en jc; esta parte es facil: comprende la 
composicion de dos funciones, lo cual ya sabemos como se maneja. Obtenemos, 
como funcion final, 

/'(jc) = 2 sen x 2 • cos x 2 * 2x. 

El siguiente ejemplo se trata de manera analoga. Supongamos 


f(x) = sen (sen x 2 ). 


Sin preocuparnos siquiera de escribir / como composicion g ° h ° k de tres fun¬ 
ciones, podemos ver que la de mas a la izquierda sera sen, de modo que nuestra 
expresion para /'(jc) empieza 

/'(*) = cos( ) ‘■■1 

Dentro del parentesis debemos poner el valor de h ° A:(x); este es sencillamente 
sen jc 2 (lo cual se obtiene de sen(sen jc 2 ) quitando el primer sen). Asf nuestra expre¬ 
sion para /'(jc) empieza 


/'(jc) = cos(senx 2 ) • 

Podemos ahora prescindir del primer sen en sen(sen jc 2 ); debemos multiplicar lo 
que hemos obtenido hasta ahora por la derivada de la funcion cuyo valor en jc es 
sen jc 2 , lo cual otra vez es tin problema que ya sabemos resolver: 

/'(jc) = cos(sen jc 2 ) • cos x 2 • 2x. 
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Finalmente, he aqui las derivadas de algunas otras funciones que son la compo¬ 
sition de sen y S, asi como algunas otras composiciones triples. El lector puede 
sencillamente «ver» que las soluciones son correctas y si no lo ve debe tratar de 
escribir / como una composicion: 


si f(x) = sen((sen x) 1 ) entonces fix) = cos((sen *) 2 ) • 2 sen x • cos x 

fix) = [sen(sen x)] 2 f ix) = 2 sen(sen x) * cos(sen x) • cos x 

/(•*) = sen(sen(sen at)) f(x) — cos(sen(sen x)) • cos(sen x) * cos x 

fix) = sen 2 (jf sen x) f(x) = 2 sen (a: sen x) • cos {x sen x) 

* [sen x + x cos x] 

fix) = sen (sen (x 2 sen *)) f( x ) = cos (sen (x 2 sen x)) 

• cos (at 2 sen x) • [2at sen x + x i cos at]. 

La regia para tratar composiciones de cuatro (e incluso mas) funciones, es 
fdcil: coloquense siempre (mentalmente) parentesis empezando por la derecha. 


fo (go (ho k))y 


y empiecese reduciendo el calculo a la derivada de una composicion de un nu- 
mero menor de funciones: 


figihikix)))) 


Por ejemplo, si 

fix) = sen 2 (sen 2 (x)) [/ - S o sen o S o sen 

= S o (sen o (S o sen))] 


entonces 


fix) = 2 sen (sen 2 x) • cos (sen 2 x) • 2 sen x • cos x; 


si 


f(x) = sen ((sen at 2 ) 2 ) [f = sen o S o sen « S 

= sen o (S o (sen o ,S))] 


entonces 
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f'(x) = cos((sen x 2 ) 2 ) • 2 sen x 2 * cos x 2 • 2x; 


si 

/(x) = sen 2 (sen(sen x)) [reliene el lector mismo si hace falta] 
entonces 


/'(x) = 2 sen(sen(sen x)) * cos(sen(sen x)) * cos(sen x) * cos x. 


Con estos ejemplos como referencia, solamente una cosa hace falta para que 
el lector se convierta en un experto derivador: la practica. Se puede ir soltando, 
con los ejercicios del final del capitulo, y ahora ya es tiempo de que demostremos 
la regia de la cadena. 

El siguiente razonamiento, aunque no es una demostracion, indica algunos de 
los trucos que se podrian ensayar, asi como algunas de las dificultades que se 
encuentran. Empezamos, por supuesto, con la definicion 


(/ 0 i)'( a ) = 

h —►() 


(/ ° g) ( a + h) - (/og)(a) 

. ." h 


lim f(g( a + h )) ~ /(fffc)) , 

h-> o h 


Serfa deseable encontrar aquf en algun lugar la expresion de g\a). Un intento 
puede consistir en ponerla por las buenas: 


lim /(g( a h )) ~ _ lim + h)) ~ f(g(a)) # g{a + h) - 

h-* o h h-^o g(a + h) — g(a) h 

Esto no tiene mal aspecto, y lo tiene aun mejor si ponemos 


lim (/°g)( fl + jO ~ (/°g)( fl ) 
a—* o h 


lim + + h ) ~ ~ 

h^o g(a + h) - g{a) 


lim 

h —>0 


g(a 4 ■ h) — g{a ) 


h 
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El segundo li'mite es el factor g\d) que necesitamos. Si hacemos g(a+h) — g(a) = k 
[en rigor deberiamos poner k(h)\, entonces el primer li'mite es 

lim + ^ ~ 

h->o k 

Parece que este li'mite tenga que ser f(g(a)), puesto que la continuidad de g en a 
implica que k tiende hacia 0 con h. De hecho se puede, y pronto lo haremos, 
hacer con rigor este tipo de razonamiento. Existe, sin embargo, un problema que 
el lector habra notado ya si es de aquellas personas que no dividen a ciegas. 
Incluso para h^= 0 podrfamos tener g(a 4 - h) — g(a) = 0, lo cual haria que no 
tuviese sentido la division y multiplicacion por g(a 4- h) — g{a). Es veidad que 
solamente nos interesamos por h pequenos, pero g(a 4 ■ h) — g(a) podria ser 0 
para valores arbitrariamente pequenos de h. La manera mas facil en que esto 
puede ocurrir es siendo g una funcion constante, g(jt) = c; entonces g(a + h) — 

— g(a) = 0 para todo h. En este caso f ° g es tambien una funcion constante, 
(/ ° S) W = /(c), de modo que la regia de la cadena de hecho se cumple: 

(. f°gY(a) = 0 =/'(£(«)) ‘ g'(a )• 

Sin embargo, existen tambien funcior.es no constantes g para las cuales g(a + h) — 

— g(a) = 0 para h tan pequenos como se quiera. Por ejemplo, si a — 0, la fun¬ 
cion g podria ser 

* 5* 0 

x — 0. 

En este caso, g'(0) = 0 como se demostro en el capi'tulo 9. Si la regia de la cadena 
se cumple, debemos tener (/ « ^)'(O) = 0 para cualquier / derivable, y esto no es 
del todo evidente. Se puede obtener una demostracion de la regia de la cadena 
considerando separadamente estas funciones tan recalcitrantes, pero es mas facil 
prescindir de este metodo y hacer uso de un artificio. 


g(x) = 


x ‘sen -> 


0 , 


TEOREMA 9 

(REGLA DE LA CADENA) 

Si g es derivable en a, y f es derivable en g{a), entonces / ° g es derivable en a, y 
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(fog)'(a) =f(g(a))-g'(a). 


DEMOSTRACI6N 


Definamos una funcion 0 como sigue. 


<t>(h) = 


f/(*(<» +A)) - f(g(o)) 

- ) 

g(a + h) — g(a) 

l/(*(*)), 


si £(a + A) — g(a) * 0 
si g(a + h) — g(a) = 0. 


Debe estar claro intuitivamente que 0 es continua en 0: cuando h es pequeiio, 
g(a + h) — g(a) es tambien pequeiio, de modo que si g(a + h) — g(a) no es 0, 
entonces0(/i) estara proximo a f'(g(a )); y si es 0, entonces 0(/i) es en realidad igual 
a f(g(a)), lo cual todavia es mejor. Puesto que la continuidad de 0 es el punto 
crucial de toda la demostracion. vamos a ofrecer una traduccion minuciosa de 
este argumento intuitivo. 

Sabemos que / es derivable en g(a). Esto significa que 


lim + ^ ~ f(s(a)) 

it—o k 


f(g(A). 


Asf, pues, si e> 0 existe algun numero 8' > 0 tal que, para todo k, 

f(g(a) + k) - f(g(a)) 


(1) si 0 < |£| < 8', entonces 


-f'(g(a)) 


< e. 


Ahora bien, g es derivable en a y por lo tanto continua en a, de modo que existe 
un 8 > 0 tal que, para todo h. 


(2) si \h\ < 8, entonces |j?(a 4- h) — #(a)| < 8'. 

Consideremos ahora un h cualquiera con \h\ < 8. Si, k = g(a 4- h) — g(a)^ 0, 
entonces 


_ /(*(« + A)) - /(*«) _ f(g(a) + k) -f{g(a)). 
* {h) = t (a + A) — M = k ’ 


se sigue de (2) que |£| < 8' y por lo tanto de (1) que 
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\m -f(gm < e. 

Por otra parte, si g(a + h) — g(a) = 0, entonces$(/i) = f(g(a)), de modo que cier- 
lamente se cumple que 


10(A) - f(g(a))\ < e. 

Hemos demostrado por lo tanto que 

lim <t>(h) = f'(g(a )), 

A —>0 

de modo que <f> es continua en 0. El resto de la demostracion es facil. Si h^=0, 
entonces tenemos 


f(g( a + h) — f(g(a)) _ . , # g(a + h) - g(a ) 

h h 


aun cuando pueda ser g(a + h ) — g(a) = 0 (porque en tal caso ambos miembros 
son 0). Por lo tanto, 

(fogy (a) = lim f(g(a ± h)) ~ Me)} = Ito M) ■ lim A) ~ * (a) 

A —*0 h A —»0 A—*o h 

»/(«to) •«'(«)• I 


Ahora que ya sabemos derivar facilmente tantas funciones, podemos volver 
a considerar la funcidn 


/M - 


x i sen -» 
a: 


* 0 

*«= 0. 


En el capitulo 9 demostramos que /'(0) = 0, partiendo directamente de la defini¬ 
tion (la unica manera posible). Para x^0 podemos usar los metodos de este 
capitulo. Tenemos 

f'(x) = 2x sen - + * 2 cos - • (—- 

X X \ X 2 


Asi, pues, 
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f 1 1 

A J 2x sen-cos -> x 5* 0 

J (*) = \ x x 


0 , 


x = 0. 


Segiin se desprende de esta formula, la primera derivada /' se comporta en verdad 
muy mal en 0; no es ni siquiera continua en este punto. Si consideramos en vez 


,, \ lx 3 sen -> x 5^ 0 
/(*) — { x 


0 , 


x = 0, 


entonces 


r, f \ J 3x 2 sen - — x cos -> x ^ 0 
/(*)*{ x x 


0, 


x — 0 . 


En este caso /' es continua en 0, pero /"(0) no existe (porque la expresion 3x 2 sen 1/x 
define una funcion que es derivable en 0, pero la expresion —x cos 1/x no lo es). 

Como se puede suponer, aumentando otra vez la potencia de x se consigue 
otra mejora. Si 


fix) = 


x 4 sen -> x ^ 0 
x 


0 , 


x = 0, 


entonces 


/'(*) = 


, , 1 ,1 

4x 3 sen-x z cos -» x / 0 

x x 


V0, x = 0. 

Es facil obtener, partiendo directamente de la definicion, que (f)(0) — 0, y f"(x) 
es facil de hallar para x =£ 0: 


/"(*) = 


,., 1 , 1.1 1 

12x 1 sen-4x cos-2x cos-sen -> x 0 

X X XX 


0 , 


x = 0. 
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En este caso, la segunda derivada f" no es continua en 0. Pero ahora el lector 
puede haber colegido la regia general que proponemos establezca en dos de los 

X 9* 0 
* = 0 , 

continua en 0; si 

* 5 * 0 

x = 0, 

entonces existen f(0), .... f n \ 0), y es continua en 0, pero f {n) no es derivable 
en 0. Estos ejemplos pueden sugerir que las funciones «razonables» pueden carac- 
terizarse por la posesion de derivadas de ordenes superiores; por mucho que tra- 
temos de ocultar la infinita oscilacion de fix) = sen 1/jc, una derivada de orden 
suficientemente alto podra revelar la irregularidad subyacente. Veremos mas tar- 
de que, desgraciadamente, pueden ocurrir cosas mucho peores. 

Despues de estos complicados calculos vamos a concluir este capitulo con una 
pequena observation. Existe la tentacion, y parece mas elegante, de escribir algu- 
nos de los teoremas de este capitulo como ecuaciones acerca de funciones, en vez 
de acerca de sus valores. Asf, pues, el teorema 3 podria escribirse en la forma 

C f + gY=f' + g 

El teorema 4 podria escribirse 

(f-gY 

y el teorema 9 aparece a menudo en la forma 

(/»*)' = (/'««)•/. 

En rigor estas ecuaciones pueden ser falsas, porque las funciones de la izquierda 
pueden tener un dominio m£s amplio que las de la derecha. Sin embargo, casi no 
vale la pena preocuparse por ello. Si f y g son derivables por doquier en sus 
dominios, entonces estas ecuaciones y otras como ellas se cumplen, y este es el 
unico caso que interesa.- 


problemas: Si 


entonces existen f(0), 


1 

r/ K x* n sen -> 

fix) = x 

lo, 

., f n \0), pero f n) no es 

,, x f x 2n+1 sen -> 
fix) = < x 

lo, 
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PROBLEMAS 


1. Como ejercicio de entrenamiento, hallar f(x) para cada una de las / siguien- 
tes. [No preocuparse por el dominio de / o f ; obtengase solo la formula 
para f(x) que da la solucion correcta cuando tiene sentido.] 


(i) /(*) = sen(x + x 2 ). 

(ii) fix) — sen x + sen x 2 . 

(iii) f(x) = sen(cos x). 

(iv) fix) = sen(sen x). 

(v) /(*) = sen (—)’ 

(vi) m.OE&U*. 

X 

(vii) f(x) — sen (x + sen x). 
(viii) f(x) = sen(cos(sen x)). 


2. Hallar f\x ) para cada una de las siguientes funciones /. (A1 autor le costo 
veinte minutos calcular las derivadas para la seccion de soluciones, y al lec¬ 
tor no le deberia costar mucho mas. Aunque el calcular rapidamente no 
constituye el objetivo de las matematicas, si se quiere tratar con aplomo las 
aplicaciones teoricas de la regia de la cadena, estas aplicaciones concretas 
deberi'an ser un juego de ninos ; a muchos matematicos les gusta decir que 
no saben sumar, pero casi todos ellos saben cuando tienen que hacerlo.) 


(i) 

fix) = 

(ii) 

/(*) = 

(iii) 

fix) = 

(iv) 

fix) = 

(v) 

fix) = 

(vi) 

fix) = 

(vii) 

fix) = 

(viii) 

fix) = 

(ix) 

fix) = 

(x) 

fix) = 

(xi) 

fix) = 


sen((* -1- \) 2 {x + 2)). 
sen 3 (* 2 + sen x). 
sen 2 ((* + sen at) 2 ). 



sen(x sen x) + sen(sen x 2 ). 
(cos x) 31 \ 

sen 2 jfsen x 2 sen 2 x 2 . 
sen 3 (sen 2 (sen x)). 

(x + sen 5 x) 6 . 
sen(sen(sen(sen(sen x)))). 
sen((sen 7 x 7 + l) 7 ). 
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(xii) 

(xiii) 

(xiv) 

(xv) 


/(*) = (((* 2 + x) z + x) A + *) 5 . 
fix) = sen(x 2 + sen(* 2 + sen x 2 )). 
f{x) — sen(6 cos(6 sen(6 cos 6x))). 
,, . sen* 2 sen 2 * 

/(*) = -7-7-- 

1 ■+• sen x 


(xvi) fix) = 



3. Hallar las derivadas de las funciones tg. ctg, sec y cosec. (No hace falta 
aprenderse de memoria estas formulas, aunque se necesitar&n de vez en 
cuando, si se expresan debidamente las soluciones, resultaran sencillas y 
algo simetricas.) 

4 . Para cada una de las siguientes funciones f, hallar /'(/(*)) [no (f o ffa)]. 


1 


(i) fix) = t 

1 + x 

(ii) fix) — sen x. 

(iii) fix) = x 2 . 

(iv) fix) - 17. 


5. Para cada una de las siguientes funciones f, hallar /(/'(*)). 

(i) /W-l. 

(ii) /(*) = x\ 

(iu) f(x) = 17. 

(iv) fix) = 17*. 


6 . Hallar f en funcidn de g' si 
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(i) /(*) = g(x + g{a ))• 

(ii) fix) = gix- gid)). 

(iii) fix) = gix + gix)). 

(iv) fix) = gix)(x - a). 

(v) fix) = gia)ix - a). 

(vi) fix + 3) = gix 2 ). 

7. (a) Un objeto circular va aumentando de tamano de manera no especificada, 

pero se sabe que cuando el radio es 6, la tasa de variacion del mismo 
es 4. Hallar la tasa de variacion del area cuando el radio es 6. [Si r(t) 
y A(t) representan el radio y el area en el tiempo t, entonces las funcio- 
nes r y A satisfacen A = ;rr 2 ; lo indicado es una aplicacion directa de 
la regia de la cadena.l 

(b) Supongamos que se nos dice que el objeto circular que hemos estado 
observando es en realidad la seccion transversal de un objeto esferico. 
Hallar la tasa de variacion del volumen cuando el radio es 6. (Cierta- 
mente hara falta disponer de una formula para el volumen de la esfera; 
en caso de que el lector la haya olvidado, el volumen es Jn- veces el 
cubo del radio.) 

(c) Supongamos ahora que la tasa de variacion del area de la seccion trans¬ 
versal circular es 5 cuando el radio es 3. Hallar la tasa de variacion del 
volumen cuando el radio es 3. Este problema se debe poder resolver de 
dos maneras: primero usando las formulas para el area y el volumen 
en funcion del radio; y despues expresando el volumen en funcion del 
area (para utilizar este metodo hara falta el problema 9-3). 

8. El area de una corona circular de radios interior y exterior variables se man- 
tiene constante e igual a 97 t cm 2 . El area del circulo exterior varia a razon 
de lOn- cm 2 /s. que velocidad varia la circunferencia del circulo interior 
cuando el area de este es 167r cm 2 ? 

9. Una particula A se desplaza a lo largo del eje horizontal positivo, mientras 
otra particula B lo hace a lo largo de la grafica de _/(x) = - \/~Z x, x < 0. En 
un cierto instante, A se halla en el punto (5, 0) desplazandose a una veloci¬ 
dad de 3 unidades/s; y en este mismo instante, B se halla a una distancia de 
3 unidades del origen con una velocidad de desplazamiento de 4 unidades/s. 
I,A que velocidad varia la distancia de A a W. 

10. Sea f(x) = x 2 sen l/x para x^O y sea /(0) = 0. Supongamos tambien que 
h y k son dos funciones tales que 
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k'ix) = sen 2 (sen(* +1)) £'(*) = f(x 1) 

h(0) = 3 A:(0) = 0. 


Hallar 

(i) (/oA)'(0). 

(ii) (kof)'(0). 

(iii) a'(x 2 ), donde a (at) = h(x 2 ). Pongase mucho cuidado. 

11. Hallar /'(0) si 

sen 

0, 

y 

g( o) - £'(0) - o. 

12. Por medio de la derivada de /(jc) = 1/jc, tal como se ha hallado en el pro- 
blema 9-1, hallar (1 lg)'(x) por medio de la regia de la cadena. 

13. (a) Aplicando el problema 9-3 hallar /'(*) para —1 <x< 1, si /(jc) = 

= s /1 — j : 2 . 

(b) Demostrar que la tangente a la grafica de / en (a, >J 1 — a 2 ) corta a la 
grafica solamente en este punto (y hacer ver asf que la definicion geo- 
metrica elemental de tangente coincide con la nuestra). 

14. Demostrar analogamente que las tangentes a la elipse y a la hiperbola cor- 
tan estos conjuntos solamente una vez. 

15. Si / + g es derivable en a, £son f y g necesariamente derivables en a? Si f-g 
y / son derivables en a, £que condiciones para / implican que g sea deriva¬ 
ble en a? 

16. (a) Demostrar que si / es derivable en a, entonces |/| es tambien derivable 

en a, siempre que /(a) 0. 

(b) Dar un contraejemplo si /(a) = 0. 

(c) Demostrar que si / y g son derivables en a, entonces las funciones 
max(/, g) y min(/, g) son derivables en a, siempre que /(a) =£ g(a). 

(d) Dar un contraejemplo si /(a) = g(a ). 

17. Si/es tres veces derivable y/(jc) ^ 0, la derivada de Schwarz de/en x se de¬ 
fine como 


* 5 * 0 

* = 0, 
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(a) 


»/(*) = 


iDemostrar que 


f"(x) 

fix) 



2 


»(/°«) = [a>/°ri-^ /2 + £>g- 


(b) Demostrar que si fix) — — con ad — be 9 ^ 0, entonces S)/ = 0. 

En consecuencia, S)(f°g) = IDg. 

18. Supongamos que f H \a) y g (n) existen. Demostrar la formula de Leibniz: 

(/•<)<•>(«) = t (*)/'*’(“) 

* 19 . Demostrar que si f H) (g(a)) y existen ambas, entonces existe (f 0 g) (n) (a). 

Un poco de experimentation deberia convencer al lector que no es adecuado 
buscar una formula para (f°g)W(a). Para demostrar que existe (f°gY*\a) 
hara falta encontrar una proposition razonable acerca de (/° £)<’'> (a) que 
pueda ser demostrada por induction. Intentese con algo tal como: «(/ o g)f H \a) 
existe y es suma de terminos cada uno de los cuales es un producto de ter- 
minos de la forma...* 

20. (a) Si fix) = a n x n + r" -1 + ... + a u , hallar una funcion g tal que g' = /. 

Hallese otra. 

(b) Si 



+ - 3 + 

x 3 


+ 


hallar una funcion g con g' = f. 
(c) i Existe una funcion 


fix) = a n x n + 


+ «.+- + 
x 


■ 

x m 


tal que f\x) = 1/jc? 

21. Demostrar que existe una funcion polinomica / de grado n tal que 
(a) fix) = 0 para precisamente n — 1 numeros x. 
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(b) fix) = 0 para ningun x, si n es impar. 

(c) f\x) = 0 para exactamente un x, si n es par. 

(d) fix) = 0 para exactamente k numeros x, si n — k t s impar. 

22. (a) El numero a recibe el nombre de raiz doble de la funcion polinomica f 

si fix ) = (x — a)-gix) para alguna funci6n polinomica g. Demostrar que 
a es raiz doble de / si y solo si a es raiz de / y de f a la vez. 

(b) {.Cuando tiene fix) = ax 2 + bx + c (a ^ 0) una raiz doble? <,Cual es la 
interpretacion geometrica de esta condicion? 

23. Si f es derivable en a, sea dix) = fix) — fia)ix — a) — fia). Hallar d\a). En 
conexion con el problema 22, esto nos da otra solution para el problema 9-20. 

*24. Este problema es parecido al problema 3-6. Sean a 1 .a* y £>„ .... b n nu¬ 

meros dados. 

(a) Si .... x H son numeros distintos, demostrar que existe una funcion po¬ 
linomica / de grado 2 n — 1, tal que fix,) = fixf) — 0 para / ^ /, y 
fixi) — a„ fix i ) = b l . Indicacion: Recordar el problema 22. 

(b) Demostrar que existe una funcion polinomica / de grado 2n — 1 con 
fix^ = a, y fixj) = bi para todo i. 

*25. Supongamos que a y b son dos rafces consecutivas de una funcion polinomi¬ 
ca /. pero que a y b no son raices dobles, de modo que podemos escribir 
fix) = ix — a)ix — b)gix) donde gia) #0y gib)^ 0. 

(a) Demostrar que gia) y gib) tienen el mismo signo. (Recordar que a y b 
son raices consecutivas.) 

(b) Demostrar que existe algun numero x con a < x < b y fix) = 0. (Tracese 
tambien un dibujo para ilustrar este hecho.) Indicacion: Comparese el 
signo de fia) y fib). 

(c) Demostrar ahora el mismo hecho, aun cuando ay b sean raices multiples. 
Indicacion: Si fia) = (jc — a) m ix — b)"gix) donde gia) ^0 y g(b) ^ 0, 
considerar la funcion polinomica hfx) = f'ix)Hx — a) m ~ i ix — b) n ~\ 

Este teorema fue demostrado por el matematico frances Rolle, en conexion 
con el problema de aproximar raices de polinomios, pero el resultado no fue 
formulado originariamente en terminos de derivadas. De hecho, Rolle fue 
uno de los matematicos que nunca aceptaron las nuevas ideas del calculo 
infinitesimal. No debe juzgarse demasiado terca su actitud, considerando que 
por un espacio de 100 anos nadie fue capaz de definir los limites a no ser 
en terminos que lindaban con la mistica, pero en general la historia ha sido 
particularmente benevola con Rolle; su nombre ha sido vinculado a un resul¬ 
tado mucho mas general que aparecera en el proximo capitulo y que cons- 
tituye la base de los resultados teoricos mas importantes del calculo infini- 
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tesimal. 

26. Supongamos que fix) = xgix) para alguna funcion g que es continua en 0. 

Demostrar que / es derivable en 0, y hallar /'(0) en terminos de g. 

*27. Supongamos que / es derivable en 0, y que /(0) = 0. Demostrar que fix) = 
= jeg(jc) para alguna funcion g continua en 0. lndicacion: i,Que ocurrira si 
intentamos poner #(*) = fix)/ jc? 

28. Si f(x) = x~ n para n en N, demostrar que 


/«>(*) = 

(k — 1)! 

= + Pa™ x *°- 

*29. Demostrar que es imposible poner x = f(x)g(x) donde / y g son derivables 
y /(0) = J?(0) = 0. lndicacion: Derivese. 

30. ^.Que es f k \x) si 

(a) fix) = l/(x - a)" ? 

*(b) /(*) = l/(*» - 1) ? 

*31. Sea f(x) = x 2n sen l/x si x=£0, y /(0) = 0. Demostrar que existen /'(0), .... 
m y que / ( "> no es continua en 0. (Se encontrara la misma dificultad basica 
que en el problema 19.) 

*32. Sea fix) — x 2n+1 sen \/x si x ^ 0, y /(0) = 0. Demostrar que existen f(0). 

que f-' 1 ) es continua en 0, y que fW no es derivable en 0. 

33. Con la notacion de Leibniz la regia de la cadena deberia escribirse: 


df(g(x)) = dfjy) 
dx dy 


V “ lf(x ) 


dgjx) 

dx 


En vez de esto, se suele encontrar generalmente la siguiente proposicion: 
«Sea y = gix) y z = fiy). Entonces 

dz _ dz dy 
dx dy dx 

Observese que z en dzfdx denota la funcion compuesta f ° g, mienlras que 
la z de dz/dy denota la funcion /; se sobreentiende tambien que dz/dy sera 
«una expresion que encierra y# y que en la solucidn final y debe sustituirse 
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por g(x). En cada uno de los siguientes casos hallar dzjdx aplicando esta 
formula; despues comparar con el problema 1. 


(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 


z = sen y , y = x -f* x 1 . 

z = sen y, y — cos x, 

z = cos u y u — sen x. 

z — sen Vy v = cos u, u = sen x. 



CAMTULO 


II 

SIGNIFICADO DE LA DERTVADA 


Uno de los objetivos de este capi'tulo sera justificar el tiempo que hemos inver-' 
tido aprendiendo a hailar la derivada de una funcidn. Como veremos, el saber 
algo acerca de f nos informa mucho acerca de f. Sin embargo, para obtener infor¬ 
mation sobre / a partir de information sobre f hace falta algun trabajo dificul- 
toso. Empezaremos con un teorema que en realidad es fdcil. 

Este teorema hace referenda al valor maximo de una funcion en un intervalo. 
Aunque hemos utilizado este termino de una manera informal en el capitulo 7, 
vale la pena precisar y tambien generalizar. 

DEFINICI6N 


Sea / una funcidn y A un conjunto de numeros contenido en el dominio de /. 
Un punto x de A se dice que es un punto maximo de f sobre A si 

f{x) > fly) para todo y de A. 

El niimero flx) mismo recibe el nombre de valor m£ximo de / sobre A (y deci- 
mos tambien que / «alcanza en su valor m&ximo sobre A). 


Observese que el valor maximo de / sobre A puede ser flx) para varios x dis- 
tintos (figura 1); en otras palabras, una funcidn f puede tener distintos puntos 
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maximos sobre A, aunque puede tener a lo sumo un valor maximo. Nos interesara 
por lo general el caso en que A es un intervalo cerrado [a, b ]; si / es continua, 
entonces el teorema 7-3 nos garantiza que / tiene efectivamente un valor maximo 
sobre [a, b]. 



FIGURA 1 


La definicion de mfnimo de / sobre A se deja para el lector. (Una definicion 
posible es la siguiente: / tiene un mfnimo sobre A en x, si — f tiene un maximo 
en x sobre A.) 

Estamos ahora en condiciones para dar un teorema que no depende siquiera 
de la existencia de cotas superiores mfnimas. 

TEOREMA 1 

Sea / una funcion definida sobre (a, b). Si x es un maximo (o un mfnimo) para f 
sobre (a, b ), y / es derivable en jc , entonces f'(x) — 0. (Observese que no supone- 
mos la derivabilidad, ni siquiera la continuidad, de / en otros puntos.) 

DEMOSTRACI6N 

Consideremos el caso en que / tiene un maximo en jc . [(La figura 2 ilustra la idea 
sencilla del razonamiento; las secantes trazadas por puntos a la izquierda de 
(x, f(x)) tienen pendientes > 0, y las secantes trazadas por puntos a la derecha 
de (jc, f(x)) tienen pendientes < 0.] Analfticamente, el razonamiento es como sigue. 
Si h es un numero cualquiera tal que x + h esta en (a, b), entonces 


/(*) > fix + A), 
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puesto que / tiene un maximo sobre ( a, b ) en x. Esto significa que 

/(* + *) -/(*) < 0. 


Asf, pues, si h >0 tenemos 

/(* + h) - /(*) < 0 


y en consecuencia 


lim fc + K>-fW 
h—*o+ h 


< 0 . 


Por otra parte, si h < 0 tenemos 

/(* + A) — /(a:) ^ A 

h * ’ 

de modo que 

lim /( * + A) ~M > 0. 
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Por hipotesis, / es derivable en x, de modo que estos dos limites deben ser 
iguales entre si e iguales a /'( x). Esto significa que 

/'(*) < 0 y f\x)> 0, 
de lo cual se sigue que f'(x ) = 0. 

El caso en que / tiene un mrnimo en- x se deja para el lector (dar una demos- 
tracion de una linea). | 

Observese (figura 3) que no podemos sustituir (a, b ) por [a, b] en la proposi¬ 
tion del teorema [a no ser que anadamos a la hipotesis la condition de que x 
esta en (a, b)]. 

Puesto que f\x ) depende solamente de los valores de / cerca de x, resulta casi 
evidente como obtener una version mas fuerte del teorema 1. Empezamos con 
una definition que se ilustra en la figura 4. 

DEFINICI6N 


Sea / una funcion, y A un conjunto de numeros contenido en el dominio de f. 
Un punto x de A es un punto maximo (minimo) local de / sobre A si existe 
algun 8 > 0 tal que x es un punto maximo [mmimo] de f sobre A n (jc— 8, jc+S). 


TEOREMA 2 

Si f esta definida sobre (a, b) y tiene un maximo (o mmimo) local en x, y / es 
derivable en jc, entonces f(x) = 0. 

DEMOSTRACION 

El lector debe darse cuenta.de que se trata de una aplicacion facil del teorema 1.1 
El reciproco del teorema 2 decididamente no es cierto; es posible que /'(jc) 
sea 0 aunque jc no sea un punto maximo o minimo local de /. El ejemplo m£s 
sencillo nos lo da la funcion /(jc) = x 1 ; en este caso /'(0) = 0, pero / no tiene 
maximo ni minimo local en ningun punto. 

Probablemente los conceptos erroneos mayormente extendidos en relacion con 
el calculo infinitesimal se refieren al comportamiento de una funcion / cerca de x 
cuando fix) = 0. La observacion hecha en el parrafo anterior es olvidada tan 
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facilmente por aquellos que quieren que el mundo sea m£s sencillo de lo que es, 
que la vamos a repetir: La redproca del teorema 2 no es cierta; la condicion 
f(x) = 0 no implica que x sea un punto maximo o mi'nimo local de /. Precisa- 
mente por esta razon, se ha adoptado una terminologia especial para describir 
numeros x que satisfacen la condicion f'(x) = 0. 

DEFINICI6N 


Se llama punto singular de una funcion / a todo numero x tal que 

f\x) = 0. 

El numero f(x) mismo recibe el nombre de valor singular de f. 


Los valores singulares de f, junto con algunos otros numeros, resultan ser 
los que deben tomarse en consideracion para hallar el maximo y el mmimo de 
una funcion dada /. Para los no iniciados, el hallar el valor maximo y mmimo 
de una funcion representa uno de los aspectos mas intrigantes del calculo infinite¬ 
simal y no se puede negar que los problemas de este tipo son divertidos (hasta 
que se han hecho los 100 primeros). 



Consideremos en primer lugar el problema de hallar el maximo o minimo de / 
en un intervalo cerrado [a, b]. (Entonces, si / es continua, podemos por lo menos 
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estar seguros de que existe un maximo y un minirno.) Para localizar el maximo 
y el minirno de / deben considerarse tres clases de puntos: 

(1) Los puntos singulares de / en [a, b]. 

(2) Los extremos a y b. 

(3) Los puntos x de [a, b] tales que f no es derivable en x. 

Si x es un punto maximo o un punto minirno de / sobre [a, b ], entonces / debe 
estar en una de las tres clases arriba enumeradas: pues si x no esta en el segundo 
o en el tercer grupo, entonces x esta en {a, b) y / es derivable enr; en consecuen- 
cia fix) — 0, por el teorema 1, y esto significa que x pertenece al primer grupo. 

Si hay muchos puntos en estas tres categories, puede todavia no ser facil hallar 
el maximo y el minirno de f, pero cuando existen solamente unos pocos puntos 
singulares, y solamente unos pocos puntos en los cuales / no es derivable, el pro- 
cedimiento es bastante directo: Se halla simplemente f(x) para cada x que satis- 
face f{x) = 0, y fix) para cada x tal que / no es derivable en x y, finalmente, /(a) 
y fib). El mayor de todos estos sera el valor maximo de / y el menor sera el 
minirno. Damos a continuation un ejemplo sencillo. 

Supongamos que se desea hallar el maximo y el minirno de la funcion 

fix) = X 3 — X 

sobre el intervalo [—1, 2]. Para empezar, tenemos 

fix) = 3* 2 - 1, 

de modo que fix) = 0 cuando 3x 2 — 1 = 0, es decir, cuando 

x = Vi/3 o - Vi/3. 

Los numeros f 1/3 y —f 1/3 estan ambos en [—1, 2], de modo que el primer 
grupo de candidatos para el maximo y el minirno es 

(1) Vi/3, - Vi/3. 

El segundo grupo contiene los extremos del intervalo 


( 2 ) - 1 , 2 . 
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El tercer grupo es vaci'o, puesto que f es derivable en todas partes. La fase final 
consiste en calcular 

f(V V3) = (VV/3) 3 - VT/3 = i VT/3 - Vi/l = -f VT/i, 

/(- 'Jxji) = (- y/Y/ly -(- VTn>) ■■ — i W/l + W/l = $ VT/i, 
/(-1) = o, 

/( 2 ) = 6 . 

Evidentemente el valor mi'nimo es —§ 1/3, que se presenta en \/1/3 y el valor 

maximo es 6, que se presenta en 2. 

Con este modo de proceder, si es factible, se localizaran siempre los valores 
maximo y mi'nimo de una funcion continua en un intervalo cerrado. Si la fun- 
cion que estamos tratando no es continua, o si estamos buscando el maximo o 
mi'nimo sobre un intervalo abierto o sobre tcda la recta, entonces no podemos 
ni siquiera estar seguros de antemano de que existan los valores mdximo o mf- 
nimo, de modo que toda la informacion obtenida por este procedimiento puede 
no decirnos nada. Sin embargo, un poco de ingenio podra revelar muchas veces 
la naturaleza de las cosas. En el capi'tulo 7 resolvimos precisamente un problema 
de este tipo al demostrar que si n es par, entonces la funcion 

fix) = * n + a„_ i* n_1 +*‘•+<30 

tiene un valor mi'nimo sobre toda la recta. Esto demuestra que el valor mi'nimo 
debe presentarse para algun numero x que satisfaga 

0 = fix) = nx n ~ l + (n — l)a w _i**~ 1 + • • • + a 0 . 

Si podemos resolver esta ecuacion, y comparar los valores de f(x) para tales x, 
podemos en realidad hallar el mi'nimo de /. Un ejemplo mas puede ser util. Supon- 
gamos que se desea hallar el maximo y el mi'nimo, si existen, de la funcion 



sobre el intervalo abierto (—1, 1). Se tiene 


fix) 


2x 

(1 - AT 2 ) 2 ’ 
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de modo que f'(x) = 0 solamente para x = 0. Podemos ver inmediatamente que 
para x proximos a 1 6 —1 los valores de f(x) se hacen arbitrariamente grandes, 
de modo que ciertamente / carece de maximo. Esta observacion hace facil tam- 
bien demostrar que / tiene un mi'nimo en 0. Basta observar (figura 5) que habra 
numeros a y b con 


—1 < a <0 y 0 < 6 < 1, 


tales que f(x) > /(0) para 


—1 <x<a y <x < 1. 

Esto significa que el mi'nimo de / sobre [a, b] es el mi'nimo de / sobre todo (—1, 1). 
Ahora bien, sobre [a, b] el mi'nimo se presenta, o bien en 0 (el unico lugar en que 
es f = 0), o en a o b, y a y b ya han sido excluidos, de modo que el valor 
mi'nimo es /(0) = 1. 

Al resolver estos problemas, intencionadamente no hemos dibujado las grafi- 
cas de f(x) = x* —x y f(x) =1/(1 — x 2 ), pero no ira mal dibujar la grafica (fig. 6) 
siempre que no se confi'e exclusivamente en el dibujo para demostrar algo. Efecti- 
vamente, vamos a presentar ahora un metodo de esbozar la grafica de una funcion 
que verdaderamente da informacion sUficiente para ser utilizada en la discusion 
de mdximos y mi'nimos; de hecho podremos encontrar incluso los maximos y 
mi'nimos locales. Este teorema supone la consideracion del signo de f(x) y se basa 
en algunos teoremas profundos. 

Los teoremas acerca de derivadas demostrados hasta ahora proporcionan siem- 





Significado de la derivada 


263 



FIGURA 6 

pre information acerca de f en terminos de information sobre f. Esto es verdad 
incluso en el teorema 1, aunque este teorema puede algunas veces aplicarse para 
determinar cierta information acerca de /, a saber, la localization de maximos 
y mmimos. A1 introducir por primera vez la derivada, destacamos el hecho de 
que fix) no es [f(x + h) — /(*)]//» para ningun h particular, sino solamente el 
limite de estos numeros cuando h tiende hacia 0 ; se tropieza con este hecho al 
tratar de extraer information acerca de / a partir de information acerca de /'. La 
ilustracion mas sencilla de las dificultades que se encuentran nos las suministra 
la siguiente cuestion: Si f\x) = 0 para todo x, £debe ser / una funcion constante? 
Es imposible imaginar en que modo / podria ser otra cosa, y esta conviction es 
reforzada al considerar la interpretation fisica ; si la velocidad de una particula 
es constantemente 0, evidentemente la particula debe estar en reposo. Sin em¬ 
bargo, es dificil iniciar siquiera una demostracion de que solamente las funciones 
constantes satisfacen f\x) = 0 para todo x. La hipotesis f( x) = 0 significa sola¬ 
mente que 


) im /(, + k) — f(x) 
h-*o h 



y no esti claro en absoluto en que modo se puede utilizar la information acerca 
del limite para obtener information acerca de la funcion. 

El hecho de que / es una funcion constante si fix) — 0 para todo x, y muchos 
otros hechos de este mismo tipo, pueden obtenerse todos a partir de un teorema 
fundamental, llamado teorema del valor medio, que establece resultados mucho 
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mas fuertes. La figura 7 hace ver que si / es derivable sobre [a, b ], entonces existe 
algun x en (a, b ) tal que 


/'(*) 


/(*) ~/(g) 

b — a 


Geometricamente esto significa que alguna tangente es paralela a la recta que 
une (a, f(a )) con ( b, f{b)). El teorema del valor medio afirma que esto es asi; 
existe algun x en (a, b ) tal que f(x), la tasa instantanea de variacion de / sobre x, 
es exactamente igual a la variacion media de / sobre \a, b ] siendo esta variacion 
media [f(b) — f{a)]l[b — a]. (Por ejemplo, si recorremos 60 millas en una hora, 
entonces en algun momento habremos estado viajando exactamente a 60 millas 
por hora.) Este teorema es uno de los instruments teoricos mas importantes del 
calculo infinitesimal; probablemente el resultado mas profundo acerca de deri¬ 
vadas. De esta afirmacion podria quiza deducir el lector que la demostracion es 
dificil, pero en esto se equivocaria; los teoremas dificiles de este libro los hemos 
pasado ya en el capi'tulo 7. Bien es verdad que si el lector intenta demostrar por 
si mismo el teorema del valor medio probablemente fracasara, pero esto no quiere 
decir que el teorema sea dificil, ni tampoco es algo por lo que deba avergonzarse. 
La demostracion del teorema por primera vez constituyo una hazana, pero hoy 
dia podemos presentar una demostracion muy sencilla. Sera util empezar con un 
caso especial. 



TEOREMA 3 

(TEOREMA DE ROLLE) 
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Si / es continua sobre [a, b] y derivable sobre (a, b ), y /(a) = f{b), entonces existe 
un numero x en (or, b) tal que f\x) — 0. 

DEMOSTRACION 

De la continuidad de / sobre [a, b] se deduce que / tiene un valor maximo y uno 
minimo sobre [a, b]. Supongamos en primer lugar que el valor maximo se pre- 
senta en un punto x de ( a, b). Entonces, segun el teorema 1, j\x) = 0, y la demos- 
tracion esta hecha (figura 8). 



FIGURA 8 FIGURA 9 



FIGURA 10 


Supongamos ahora que el valor minimo de / se presenta en algun punto x 
de (a, b). Entonces, otra vez f\x) — 0 segun el teorema 1 (figura 9). 

Supongamos, finalmente, que los valores mdximo y minimo se presentan am- 
bos en los extremos. Puesto que f(a) = f(b), los valores maximo y minimo de / 
son iguales, de modo que / es urta funcion constante (figura 10), y para una fun- 
cion constante se puede elegir eualquier x de (a, b). | 

Observemos que para aplicar el teorema 1 fue verdaderamente necesaria la 
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hipotesis de que / fuese derivable en todo punto de (a, b ). Sin esta suposicion, el 
teorema es falso (figura 11). 

Puede resultar sorprendente que se de un nombre especial a un teorema tan 
facil como el teorema de Rolle. La razon esta en que, aunque el teorema de Rolle 
es un caso particular del teorema del valor medio, suministra tambien una demos- 
tracion sencilla de este ultimo teorema. Para demostrar el teorema del valor medio 
aplicaremos el teorema de Rolle a la funcion que da la longitud del segmento 
vertical indicado en la figura 12 ; esta es la diferencia entre /(jc), y la altura en jc 
de la recta L entre (a, f(a)) y (b, f(b)). Puesto que L es la grafica de 

nos conviene considerar 

La constante f(a) resulta ser irrelevante. 


TEOREMA 4 

(TEOREMA DEL VALOR MEDIO) 

Si / es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe un numero x en 
(a, b) tal que 


/'(*) 


m — f(a) 


b — a 
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DEMOSTRACI6N 


Sea 


Evidentemente, h es continua en [a, b ] y derivable en (a, b), y 


h(a) = f(a), 

«](»-„> 

= /(«). 

En consecuencia, podemos aplicar el teorema de Rolle a h y deducir que existe 
algun jc en (a, b) tal que 


0 = A'(*) =/'(*)- 


m -/(«) 
-, 

b — a 


De modo que 


J K*) 


m -/(«) ,■ 

b — a " 


Observemos que el teorema del valor medio es todavia de aquellos teoremas 
en los que se obtiene informacion acerca de f a partir de informacion acerca de /. 
Esta informacion es, sin embargo, tan fuerte que podemos ir ahora en la direc- 
cidn opuesta. 


COROLARIO 1 

Si se define / sobre un intervalo y f(x) = 0 para todo x del intervalo, entonces f 
es constante en el intervalo. 

DEMOSTRACION 

Sean a y b dos puntos cualesquiera del intervalo con a^b. Entonces ekiste 
algun jc en (a, b) tal que 
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m = MLzM. 

b — a 

Pero f(x) = 0 para todo x del intervalo, de modo que 

„ m-m 

u =- > 

b — a 

y en consecuencia f(a ) Asf, pues, el valor de / en dos puntos cualesquiera 

del intervalo es el mismo, es decir, / es constante en el intervalo. | 

Naturalmente, el corolario 1 no se cumple para funciones definidas en dos 
o mas intervalos (figura 13). 


FIGURA 13 


COROLARIO 2 

Si / y £ estan definidas en el mismo intervalo y f'(x ) = g\x) para todo x del inter¬ 
valo, entonces existe algun numero c tal que / + g — c. | 




FIGURA 14 
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DEM0STRACI6N 

Para todo * del intervalo se tiene (f — g)'( x ) = fix) — g'(x) = 0, de modo que, 
segun el corolario 1, existe un numero c tal que / — g — c. | 

La proposicion del corolario siguiente exige alguna terminologi'a que se ilustra 
en la figura 14. 

DEFINICI6N 


Se dice que una funcion / es creciente sobre un intervalo si fid) < f(b) siempre 
que a y b sean dos puntos del intervalo con a < b. La funcion / es decreciente 
sobre un intervalo si f(a ) > f(b ) para todos los a y b del intervalo con a <Lb. 
(Muchas veces decimos simplemente que / es creciente o decreciente, en cuyo 
caso se sobreentiende que el intervalo es el dominio de f.) 


COROLARIO 3 

Si f(x)^>0 para todo x de un intervalo, entonces / es creciente en el intervalo; 
si / (*) < 0 para todo x del intervalo, entonces / es decreciente en el intervalo. 

DEMOSTRACI6N 


Consideremos el caso f\x) 2> 0. Sean a y b dos puntos del intervalo con a < b. 
Entonces existe algun x en (a, b) con 

ff{x) = m -fja) 
b — a 

Pero f(x) > 0 para todo x de ( a, b), de modo que 

: < m -fia) . 0 

b — a 


Puesto que b — a > 0 se sigue que fib) > fid). 

La demostracion en el caso de ser fix) < 0 para todo x se deja para el lector. | 
Observese que si bien son ciertos los redprocos de los corolarios 1 y 2 (y ade- 
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mas evidentes), el redproco del corolario 3 es falso. Si / es creciente, es f£cil ver 
que f'(x) > 0 para todo x, pero puede valer el signo de igualdad para algun x 
[considerese fix) = Jr 1 ]. 

El corolario 3 aporta informacion suficiente para adquirir una buena idea de 
la grafica de una funcion trazando el menor numero posible de puntos. Conside- 
remos una vez mas la funcion fix) = x :t — x. Tenemos 

/'(*) = 3a: 2 — 1. 


Hemos observado ya que f'(x) = 0 para x = s/ 1/3 y x = —1/3, y es tambien 
posible determinar el signo de fix) para todos los demas x. Observemos que 
3x 2 — 1 >0 precisamente cuando 


3x 2 > 1, 
x 2 > i, 

X > VT7 3 o X < - VT73; 

Asf, pues, 3x 2 — 1 <0 precisamente cuando 

- V7/3 < x < VT/3. 

As! / es creciente para x < —•/TJJ, decreciente entre — \/T/3 y >/Tj3, y otra vez 
creciente para x > V1/3. Combinando esta informacion con los siguientes hechos 

(1) K—/m) = i /T/3, 

m = vT73, 

(2) f(x) = 0 para x = — 1 , 0, 1 , 

(3) f{x) se hace grande con x, y grande negativo cuando x es grande ne- 
gativo. 

es posible trazar una aproximacion bastante respetable de la grafica (figura 15). 

Observemos de paso que los intervalos en que / crece y decrece los podriamos 
haber hallado sin molestarnos en examinar el signo de /'. Por ejemplo, puesto 
que f es continua, y se anula solamente en —1/3 y *J 1/3, sabemos que f con- 
serva siempre el mismo signo en el intervalo (— */ 1/3, 1/3). Puesto que 
/(—-s/T/3) > /( >/Tj3), se sigue que / decrece en este intervalo. Analogamente, 
f conserva siempre el mismo signo en (v^ 1/3, oo) y fix) es grande para x grandes, 
de modo que / debe ser creciente en ( 1/3, oo). Otro punto que merece destacar : 
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Si f es conti nua, entonces cl signo de f cn cl intervalo entre dos puntos singulares 
adyacentes puede determ inarse sencillamente hallando el signo de f\x) para cual- 
quier x de este intervalo. 

Nuestro trazado de la gr&fica de fix) = x 3 — x contiene informacion suficiente 
para permitimos afirmar confiadamente que —>J 1/3 es un punto mdximo local 
y •J 1/3 un punto minimo local. Podemos dar, en efecto, un esquema general para 
decidir si un punto singular es un punto mdximo local, un punto minimo local, 
o ninguna de las dos cosas (figura 16): 



FIGURA 16 
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(1) Si /' > 0 en algun intervalo a la izquierda de x y /' < 0 en algun in- 
tervalo a la derecha de x, entonces x es un punto maximo local. 

(2) Si f < 0 en algun intervalo a la izquierda de x y /' > 0 en algun in¬ 
tervalo a la derecha de x, entonces x es un punto mi'nimo local. 

(3) Si f tiene el mismo signo en algun intervalo a la izquierda de x que 
en algun intervalo a la derecha, entonces jc no es punto maximo ni 
punto minimo local. 

(No hace falta aprenderse de memoria estas reglas; siempre puede uno mismo 
hacerse el dibujo.) 

Las funciones polinomicas pueden analizarse todas de esta manera, y es in- 
cluso posible describir la form# general de la grafica de tales funciones. Para 
empezar, nos hace falta un resultado ya mencionado en el problema 3-7: Si 

f{x) = a n x n + a n -\X n ~ l + • • * + flo, 

entonces / tiene a lo sumo n « rakes », es decir, existen a lo sumo n numeros x 
tales que /(jc) = 0. Aunque esto es en realidad un teorema algebraico, puede apli- 
carse el calculo infinitesimal para obtener una demostracion facil. Observese que 
si x, y jc 2 son rafces de / (figura 17), de modo que, f{x) = 0 entonces segun el 



teorema de Rolle, existe un numero x entre x l y x 2 tal que f'(x) = 0. Esto significa 
que si / tiene k rakes distintas x l < x 2 < ... < x k , entonces f tiene por lo me- 
nos k — 1 rakes distintas: Una entre jc, y jc 2 , una entre x 2 y jc 3 , etc. Es ahora 
facil demostrar por induccion que una funcion polinomica 

f{x) = a n x n + tfn—i* n_1 + • • ■ + flo 

tiene a lo sumo n rakes: La afirmacion se cumple ciertamente para n = 1, y si 
suponemos que se cumple para n, entonces el polinomio 
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g(x ) = b n+x x n+l -1- b n x n + • • • + b 0 

no puede tener mas de n + 1 rafces, pues si asf fuera, g tendrfa mas de n rafces. 
Con esta information no es diffcil describir la grafica de 

f(x) = a n x n + tfn- \X n ~ l + * ■* * 4- tfo- 

La derivada, al ser una funcion polinomica de grado n — 1, tiene a lo sumo n — 1 
rafces. Por lo tanto, / tiene a lo sumo n — 1 puntos singulares. Por supuesto, un 
punto singular no es necesariamente un punto maximo o mfnimo local, pero de 
todos modos, si a y b son puntos singulares adyacentes de /, entonces f se con- 
servara o bien positiva o bien negativa sobre (a, b), ya que f es continua; en 
consecuencia, / sera o bien creciente o bien decreciente sobre (a, b). Asf, pues, 
/ tiene a lo sumo n regiones de decrecimiento o crecimiento. 

Como ejemplo especffico, consideremos la funcion 

f(x) = x i — 2x 2 . 

Puesto que 

f{x ) = Ax 3 — Ax — Ax{x — 1)(* + 1), 
los puntos singulares de / son —1, 0, y 1, y 

/(-l) = -1, 

m = o, 

, A 1 ) = -}• 

El comportamiento de / en los intervalos entre los puntos singulares puede 
determinarse por uno de los metodos antes mencionados. En particular, podrfa- 
mos determinar el signo de f en estos intervalos examinando simplemente la 
formula para fix). Por otra parte, podemos ver solo a partir de los tres valores 
singulares (figura 18) que f crece sobre (—1, 0) y decrece sobre (0, 1). Para deter¬ 
minar el signo de f en (— oo, —1) y (1, oo) podemos calcular 

/(- 2 ) = 4 • (~ 2) 3 - 4 • (- 2 ) = - 24 , 

/'( 2 ) = 4 • 2 3 - 4 • 2 = 24 , 
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/ 
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/ 


(-1,-1) 


( 0 , 0 ) 

s 

\ 

\ 

\ 

( 1 , - 1 ) 


FIGURA 18 


y concluir que / decrece sobre (— oo, —1) y crece sobre (1, oo). Estas conclusions 
se siguen tambien del hecho de ser f(x) grande para jc grande y para x grande 
negativo. 

Podemos dar ya un buen trazado de la grafica; los toques finales nos los dan 
otros dos datos (figura 19). En primer lugar, es facil determinar que /(jc) = 0 
para x = 0, ±s/2\ en segundo lugar esta claro que / es par, /(jc) = /(—jc), de 
modo que la grafica es simetrica respecto al eje vertical. La funcion /(jc) = x* — x, 
trazada ya en la figura 15, es impar, /( jc) = — /(—jc), y en consecuencia es sime¬ 
trica respecto al origen. Puede ahorrarse la mitad del trabajo de trazar la grafica 
teniendo en cuenta estas cosas al principio. 

En varios problemas de este capitulo y de capitulos sucesivos se pide trazar 

la grafica de funciones. En cada caso se debe determinar 

(1) Los puntos singulares de f, 

(2) El valor de / en los puntos singulares, 

(3) El signo de f en las regiones entre puntos singulares (si esto no esta 

claro ya), 

(4) Los numeros jc tales que /(jc) = 0 (si esto es posible), 

(5) El comportamiento de /(jc) cuando jc se hace grande o grande negativo 
(si es posible). 

Recuerdese finalmente que una comprobacion rapida, para ver si la funcion es 
par o impar, puede ahorrar mucho trabajo. 

Este tipo de analisis, si se hace con cuidado, revelara por lo general los rasgos 
principals de la grafica, pero a veces existen algunas caracteristicas especiales que 
hacen necesario discurrir mas. Es imposible anticiparlas todas, pero hay una 
informacion que es con frecuencia muy importante. Si / no esta definida en cier- 
tos puntos (por ejemplo, si / es una funcion racional cuyo denominador se anula 
en algunos puntos), entonces el comportamiento de / cerca de estos puntos debe 
determinarse. 
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Por ejemplo, consideremos la funcion 


/(*) = 


x 2 - 2x + 2 

- ; 

a: - 1 


la cual no esta definida en 1. Tenemos 

f( ) = (* - 1)(2* - 2) - (* 2 .- 2* + 2) 

7 (* - l ) 2 

_ x(x — 2) 

(x - l) 2 

Asi, pues, 

(1) los puntos singulares de / son 0, 2. 

Ademas, 

(2) /(0) = -2, 

/(2) - 2. 

Puesto que / no estd definida en todo el intervalo (0, 2), el signo de f debe 
determinarse por separado en los intervalos (0, 1) y (1, 2), asi como en los inter¬ 
vals (—oo, 0) y (2, oo). Podemos hacer esto eligiendo puntos particulares en cada 
uno de estos intervalos, o simplemente observando con atencion la formula para /'. 
De cualquiera de estas maneras encontramos que 
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(3) /'(*) > 0 si 
f {x) <0 si 
fix) <0 si 
fix) >0 si 


x < 0, 

0 < x < 1, 
1 < x < 2, 
2 < x. 


Finalmente, debemos determinar el comportamiento de fix) cuando x se hace 
grande o grande negativo, asi como cuando x se aproxima a 1 (esta informacion 
nos suministrara otra manera de determinar las regiones en las cuales f crece y 
decrece). Para examinar el comportamiento cuando x se hace grande escribimos 


x 2 - 2x + 2 
x - 1 



evidentemente fix) esta proximo a * — 1 (y es ligeramente mayor) cuando x es 
grande, y /( x) esta proximo a x — 1 (pero ligeramente menor) cuando x es grande 
negativo. El comportamiento de f cerca de 1 es tambien facil de determinar ; 
puesto que 


lim (x 2 — 2x •+• 2) = 1 ^ 0, 

T~*l 


la fraccion 


x 2 -2x +2 
x - 1 

se hace grande cuando x se aproxima a 1 desde arriba y grande negativo cuan¬ 
do Jt se aproxima a 1 desde abajo. 

Toda esta informacion puede parecer algo abrumadora, pero existe solamente 
una manera de coordinarla (figura 20); asegurese al lector de que sabe explidar 
cada uno de los rasgos de la grafica. 

Una vez concluido el trazado, podemos observar que tiene el aspecto de la 
grafica de una funcion impar desplazada en una unidad, y la expresion 

x 2 - 2x +2 = jx - l) 2 + 1 
x — 1 x — 1 


hace ver que este es el caso. Sin embargo, esta es una de aquellas caractensticas 
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FIGURA 20 


especiales que deben investigarse solamente despues de haber utilizado la otra 
informacion para obtener una idea general del aspecto de la grafica. 

Aunque la localization de los m&ximos y minimos locales de una funcidn queda 
revelada siempre mediante un dibujo detallado de su grafica, por lo general no 
hace falta trabajar tanto. Existe un criterio popular para los maximos y minimos 
locales que depende del comportamiento de la funcion solamente en sus puntos 
singulares. 

TEOREMA 5 

Supongamos f{a) — 0. Si f"(a)> 0, entonces / tiene un mfnimo local en a; si 
f"(a) < 0, entonces / tiene un mdximo local en a. 

DEMOSTRACION 


Por definicion. 



f"(a) — lim 

A—*0 


n* + h) -f(g) 

h 
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Puesto que f'(a ) = 0, esto puede escribirse 


/» 


lim 

A—>0 


f(a + h) 

h 


Supongamos ahora que f"(a ) > 0. Entonces f\a + h)jh debe ser positivo para h 
suficientemente pequeno. Por lo tanto: 

f'(a 4- h ) debe ser positivo para h > 0 suficientemente pequeno 
y f(a + h) debe ser negativo para h < 0 suficientemente pequeno. 

Esto significa (corolarid 3) que / crece en algun intervalo a la derecha de a y / de- 
crece en algun intervalo a la izquierda de a. En consecuencia, / tiene un mfnimo 
local en a. 

La demostracion para el caso f"(a ) < 0 es parecida. | 

El teorema 5 puede aplicarse a la funcion f(x) — x 3 — x, ya considerada. 
Tenemos 


f{x) = 3* 2 - 1 
/"(*) = 6x. 


En los puntos singulares —V1/3 y 1/3, tenemos 

/"(- Vl/3) = -6 V\Jl < 0, 

/''(Vl/3) = 6 Vl73 > 0. 

En consecuencia, —sf 1/3 es un punto maximo local y \/1/3 un punto minimo local. 

Aunque el teorema 5 resultara muy util para funciones polinomicas, la deri- 
vada segunda de muchas funciones es tan complicada que resulta mas facil con- 
siderar el signo de la primera derivada. Ademas, si a es un punto singular de / 
puede ocurrir que f"(a) = 0. En este caso, el teorema 5 no suministra ninguna 
informacion: es posible que a sea un punto maximo local, un punto minimo 
local, o ninguna de las dos cosas, segun se ve (figura 21) en las funciones 

/(*) = “* 4 > f{*) = x\ f(x) = at 5 ; 

en los tres casos /'(0) = /"(0) = 0, pero 0 es un punto maximo local para la pri¬ 
mera, un punto mfnimo local para la segunda, y no es ni maximo ni mfnimo 
local para la tercera. El estudio de este punto se proseguira en la parte IV. 
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FIGURA 21 


Es interesante observar que el teorema 5 demuestra automaticamente un reci- 
proco parcial de si mismo. 


TEOREMA 6 

Supongamos que existe /"(«)• Si / tiene un minimo local en a, entonces f"(a) > 0; 
si / tiene un m£ximo local en a, entonces f'\a ) < 0. 


DEMOSTRACI6N 


Supongamos que / tiene un minimo local en a. Si f"(a) < 0, entonces / tendria 
tambien un maximo local en a, segun el teorema 5. Asi, pues, / seria constante 
conteniendo a, de modo que f"(a) = 0, lo cual es una contradiccidn. Se debe 
tener, por lo tanto, /"(a) ^ 0. 

El caso de un maximo local se trata de manera andloga. 

[Este reciproco parcial del teorema 5 es lo mds que se puede conseguir: los 
signos > y < no pueden ser sustituidos por > y <, segun se ve en las funcio- 
nes fix) = x* y fix) = —x*.] 

En lo que queda de este capitulo no trataremos ya del trazado de grdficas, 
ni de maximos y minimos, sino de tres consecuencias del teorema del valor medio. 
La primera de ellas es un teorema sencillo, pero muy elegante, que desempena un 
papel importante en el capitulo 15, y que tambien arroja luz en muchos ejemplos 
que se han presentado en los capitulos anteriores- 
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TEOREMA 7 

Supongamos que / es continua en a, y que existe f\x) para todos los x de algun 
intervalo que contiene a, excepto posiblemente para x — a. Supongamos, ademds, 
que existen lim /'(*)• Entonces existe tambien f\a ), y 

x-+a 

f'(a) = lim /'(*)• 

x~+a 


DEMOSTRACION 
Por definition. 


/'(a) = lim 

k —>0 


fja + h) - /(«) , 
h 


Para h> 0 suficientemente pequeno, la funcion / sera continua en [a, a + h] y 
derivable en (a, a + h) (un enunciado parecido se cumple para h < 0 suficiente¬ 
mente pequeno). Segun el teorema del valor medio, existe un numero a;, en ( a , a+h) 
tal que 

/(« + *)-/(«)_/(«>). 

h 

Ahora bien, a /( se aproxima a a cuando h se aproxima a 0, puesto que a* esta 
en {a, a + h) \ de la existencia de lim /'(*), se sigue que 


/'(«) 


lim /(a + ^ -^ = lim f (ah) = lim/'(*). 


(Para este paso final, tratado aqui de manera algo informal, conviene que el lec¬ 
tor aporte un razonamiento riguroso del tipo £-5.) | 

Aunque / sea una funcion derivable por todas partes, es todavia posible que 
f sea discontinua. Esto ocurre, por ejemplo, si 


fix) = 


x l sen -> 
x 


VO, 


X 9*0 

X = 0. 


Segun el teorema 7, sin embargo, la grafica de f no puede nunca presentar una 
discontinuidad del tipo indicado en la figura 22. El problema 55 suministra las 
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lmeas generates de la demostracion de otro elegante teorema que proporciona 
mayor informacion acerca de la funcion /', y el problema 56 utiliza este resulta- 
do para conflrmar el teorema 7. 

El proximo teorema, que es una generalizacion del teorema de valor medio, 
tiene interes principalmente por sus aplicaciones. 

TEOREMA 8 

(TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE CAUCHY) 

Si / y g son continuas en [a, b ] y derivables en {a, b), entonces existe un numero x 
en (a, b) tal que 

im - mm*) = kw - #w]/ , w. 

[Si g{b) g(a) y g'(x ) 7 = 0, esta ecuacion puede escribirse en la forma 

m - m = fw . 

g(b) - g(a ) g\x) 

Observese que si g(x) = x para todo x, entonces g'(x) = 1 y obtenemos el teorema 
del valor medio. Por otra parte, al aplicar el teorema del valor medio a / y a g 
por separado, se encuentra que existen x e y en ( a, b) con 

: m - f(q) = f(x) 
g(b) - g(a) g'iyY 

pero no existe ninguna garantia de que los x e y hallados de esta manera sean 
iguales. Estas observaciones pueden hacer creer que el teorema del valor medio 
de Cauchy ha de ser muy diffcil de demostrar, pero en realidad sera suficiente el 
mds sencillo de los artificios.] 
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DEMOSTRACI6N 

Sea 

k(x) = f(x)[g(b) - g(a )] - g(x)[f(b) - /(«)]. 

Entonces /i es continua en [a, b ], derivable en (a, b), y 

W = f( a )g(b) - g(a)f(b) = h(b). 

Del teorema de Rolle se sigue que h'(x) = 0 para algun x de (a, b), lo cual 
significa que 


o = f(x){g(b) - *(<>)] - g’(x)[f{h) - (a)]. | 

Eb 'teorema del valor medio de Cauchy es el instrumento Msico que se nece- 
sita para demostrar un teorema que facilita el calculo de limites de la forma 

lim 

*—*a 

cuando 



lim f(x ) = 0 y lim g(x) = 0. 

x—»o x—*a 

En este caso, no es aplicable el teorema 5-3. Toda derivada es un limite de esta 
forma y el calculo de derivadas requiere con frecuencia bastante trabajo. Sin 
embargo, si ya se conocen algunas derivadas, se podran calcular con facilidad 
muchos limites de esta forma. 

TEOREMA 9 
(REGLA DE L’HOPITAL) 

Supongamos que 


lim f(x) =0 y lim g(x) = 0, 

x—*a x—*a 


y supongamos tambien que existe lim f(x)lg'(x). Entonces existe lim f(x)lg(x), y 
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lim 

x—*a 


fM 

g(x) 


= lim 

x—>a 


fix) 

fix) 


(Observese que cl teorema 7 es un caso particular.) 


DEM OSTRACI6N 

La hipotesis de que existe lim f(x)/g'(x) contiene impli'citamente dos suposiciones: 

x-*a 

(1) existe un intervalo (a — 8, a 4- 8) tal que f(x) y g'(x) existen para 
todo x de (a — 8, a + 8) excepto, posiblemente, para x = a, 

(2) en este intervalo g'(x) 0 con, una vez m£s, la posible exception 

de x — a. 

For otra parte, no se supone siquiera que f y g esten definidas en a. Si definimos 
fid) = gfa) = 0 [cambiando si es preciso los valores anteriores de f(a) y #(a)], 
entonces f y g son continuas en a. Si a < x < a + 8, entonces el teorema del valor 
medio y el teorema del valor medio de Cauchy son aplicables a / y g sobre el 
intervalo [a, x] (y una proposicion analoga es vdlida para a — 8 < x < a). Apli- 
cando primero el teorema de valor medio a g, vemos que g{x) 0, pues si fuera 
g(x) = 0 entonces existiria algun x, en (a, x) con g'(x,) = 0, en contradiccion 
con (2). Aplicando ahora el teorema del valor medio de Cauchy a / y g, vemos 
que existe un numero a, en (a , x) tal que 


[fix) ~ 0]£'(a,) = [g(x) - 0]/'(<*«) 


fix) _/'(«*) 
g(x) g'{OL x ) 


Ahora bien, a* se aproxima a a cuando jc se aproxima a a, puesto que a, esta 
en (a, x ); de la existeneia de lim fiy)fg'(y), se sigue que 

y-» a 


lim 

x—*a 


g(x) 


= lim 


fjctr) 

g'(<*x) 


= lim 

y—+a 


m 

g'(y) 


(Una vez m£s, se invita al lector a que aporte los detalles de esta parte del razo- 
namiento.) | 
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PROBLEMAS 


1. Para cada una de las siguientes funciones, hallar el maximo y el mi'nimo en 
los intervalos indicados, hallando los puntos del intervalo en que la derivada 
es 0 y comparando los valores en estos puntos con los valores en los extremos. 


(i) fix) 

(ii) fix) 

(iii) fix) 

(iv) fix) 

(v) fix) 


= x 3 — x 2 — 8x -j- 1 
= X 5 + x + 1 
= 3 x 4 — 8* 3 - f - 6x 2 
= 1 
” * 5 + * + 1 
_ X + 1 

a: 2 + 1 


sobre 

sobre 

sobre 

sobre 

sobre 


[- 2 , 2 ], 
[- 1 , 1 ]. 
[-J, «• 

[-4, i]. 


[-1,4]- 


(vi) fix) 



sobre [0, 5]. 


2. Tracese ahora la grafica de cada una de las funciones del problema y hallense 
los puntos maximo y mi'nimo locales. 

3. Esbozar las graficas de las funciones siguientes 


(i) fix) = x + -■ 

x 

(ii) fix) = x + —• 

x l 

(iii) fix) = -7— 

(iv) fix) = 


1 + x 2 


4. (a) Si a, < ... a n , hallar el valor mi'nimo de f(x) = ^ (x — a,) 2 . 

t = l 
n 

*(b) Hallar ahora el valor minimo de f(x) = ^ \x — a t |. £ste es un pro- 


» = i 


blema para el que el calculo infinitesimal no sirve: En los intervalos 
entre los a, la funcion / es lineal, de manera que el mi'nimo se presenta 
evidentemente en uno de los a ir y estos son precisamente los puntos en 
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que / no es derivable. Sin embargo, la solucion es facil si se considera 
cdmo varia f(x) al pasar de uno a otro de estos intervalos. 

*(c) Sea a > 0. Demostrar que el valor nUiximo de 


/(*) 


1 

i + H 


+ 


i 

1 + \x — a\ 


es (2 + a)/( 1 + a). [Puede hallarse por separado la derivada en cada uno 
de los intervalos (—oo, 0), (0, a) y (a, oo)]. 

5. Para cada una de las siguientes funciones hallar los puntos maximo y mfnimo 
locales. 


I x, x 3, 5, 7, 9 1 ' 

5, x = 3 
— 3, x — 5 
9, x — 1 
1, x = 9. 

| 0, x irracional 
| 1 /q, x — plq fraccion irreducible. 

J x, x rational 
(0, x irracional. 

J 1, x = \/n para algun n de N 
( 0, en los demas casos. 

1 1, si el desarrollo decimal de x contiene un 5 
0, en los demas casos. 

6. (a) Sea (x 0 , >) un punto del piano, y sea L la grafica de la funcion 
fix) - mx + b. Hallar el punto x tal que la distancia de (xo, yo) a (x, 
f{x)) sea minima. Tener en cuenta que hacer minima esta distancia es 
lo mismo que hacer mfnimo su cuadrado. Esto puede simplificar algo 
los c&lculos. 

(b) Hallar tambidn x sabiendo que la recta que une(*o, ^o) con (x, / (x)) 
es perpendicular a L. 

(c) Hallar la distancia de (xo, yof a L, o sea la distancia de (x 0 , j^o) a (x, 
J[x)). Los calculos resultaran mds sencillos suponiendo primero que es 


(i) 

fix) 

(ii) 

fix) 

(iii) 

fix) 

(iv) 

fix) 

(v) 

fix) 
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b - 0; el resultado se aplica despues a la grafica d tf{x) - mx y al pun- 
to (x 0 , y 0 - b). Comparer con el Problema 4-22. 

(d) Considerar una recta descrita por la ecuacion Ax + By + C= 0 (Pro¬ 
blema 4-7). Demost rar que la distancia de (x 0 , y 0 ) a esta recta es (Ax 0 + 
By 0 + C)/sjA 7 + BF. 

7. El problema anterior sugiere la siguiente pregunta: £Cual es la relacion entre 
los puntos criticos de / y los de /? 

8. Se traza una recta desde el punto (0, a) hasta el eje horizontal y desde ahi 
otra a (1, b), como en la figure 23. Demostrar que la longitud total es minima 
cuando los angulos a y ^ son iguales. [Como es natural, debera entrar en 
juego una funcion: expresar la longitud en funcion de x, donde (x, 0) es 
el punto del eje horizontal. La linea de puntos de la figure 23 sugiere una 
demostracion geometrica; tanto en un caso como en otro puede resolverse 
el problema sin necesidad de hallar el punto ( x , 0).] 



9. Demostrar que entre todos los rectangulos de igual perimetro, el de mayor 
area es el cuadrado. 



FIGURA 24 
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10. Entre todos los ciiindros circulares rectos de volumen fijo V, hallar el de 
menor superficie (incluyendo las superficies de las caras superior e inferior 
como en la figura 24). 

11. Un triangulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud a, se hace girar 
alrededor de uno de sus catetos. iQue volumen maximo puede tener un cono 
engendrado de esta manera? 

12. Dos pasillos de anchuras respectivas a y b se encuentran formando angulo rec¬ 
to. iQue longitud maxima puede tener una escalera de mano para poder ser 
pasada horizontalmente de uno a otro pasillo? (Figura 25.) 



FIGURA 25 

13. Se proyecta un jardin en forma de sector circular con un cierto radio R y 
un cierto angulo central 0. El area del jardin ha de ser flja A (figura 26). 
^Que valores de R y 0 (en radianes) hacen minimo el perimetro que bordea 
el jardin? 



FIGURA 26 


14. Demostrar que la suma de un numero y su reciproco es por lo meiros 2. 

15. Hallar el trapecio de area maxima que puede inscribirse en un semicirculo 
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de radio a, con una de sus bases apoyada sobre el diametro. 

16. Se desplaza un angulo recto a lo largo del diametro de un circulo de radio 
a, tal como se indica en la figura 27. <,Que longitud maxima (A + B) puede 
ser interceptada por el circulo? 



17. Miguel, el ecologista, tiene que cruzar un lago circular de una milla de ra¬ 
dio. Puede hacerlo ya sea atravesandolo a remo a 2 millas por hora, o bor- 
deandolo a pie a 4 millas por hora, o parte a remo y parte andando (Figura 
28). iComo tendra que hacerlo para: 

(i) ver el maximo de paisaje? 

(ii) cruzar lo mas rapido posible? 



FIGURA 28 


18. Se dobla el angulo inferior derecho de una hoja de papel de modo que to¬ 
que el lado izquierdo, tal como se indica en la figura 29. Si la anchura del 
papel es a y la hoja muy larga, demostrar que la longitud minima de la se¬ 
rial del doblez es 3 \/T a/4. 
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FIGURA 29 


19. La figura 30 muestra la grafica de la derivada de /. Hallar todos los puntos 
maximos y minimos locales de /. 



*20. Supongamos que f es una funcion polinomica f{x ) = + a n . t x n ~ 1 + ... + a 0 

con puntos singulares —1, 1, 2, 3, 4, con los correspondientes valores sin¬ 
gulars 6, 1, 2, 4, 3. Trazar la grafica de f distinguiendo los casos n par 
y n impar. 

*21. (a) Supongamos que la funcidn polinomica f(x ) — x H + a n ^x n ~ l + ... + a 0 
tiene los puntos singulares — 1, 1, 2, 3, y f "(— 1) == 0, f"( 1) > 0, f'% 2) < 0, 
j"{ 3) = 0. Trazar la grafica de / con todo el detalle posible a partir de 
esta informacidn. 

(b) i,E x iste alguna funcion polinomica con las propiedades anteriores, ex- 
cepto que 3 no es punto singular? 

22. Describir la grafica de una funcidn racional (en terminos muy generales. 
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analogamente a la description del texto de la grafica de una funcion poli¬ 
nomica). 

23. (a) Demostrar que dos funciones poiinomicas de grados m y n, respectiva- 
mente, se cortan a lo sumo en max(/? 2 , n) puntos. 

(b) Para cada m y n muestrense dos funciones poiinomicas de grados m y n 
que se corten max(/n, n) veces. 

*24. (a) Supongase que la funcion polinomica /(jc) = jc" + a )l _ l x n ~ l + ... + a u tie- 
ne exactamente k puntos singulares y f"(x) ^ 0 para todos los puntos 
singulares x. Demuestrese que n — k es impar. 

(b) Para cada n demostrar que existe una funcion polinomica / de grado n 
con k puntos singulares si n — k es impar. 

(e) Supongase que la funcion polinomica /( x) = jc" + a n _ x x n ~ l + ... + a {) tie- 
ne k t puntos maximos locales y k. 2 puntos mfnimos locales. Demostrar 
que k., = k, + 1 si n es par y k., = k, si n es impar. 

(d) Sean //, k,, k., tres enteros con k., = k, + 1 si n es par y k 2 = k, si n es 
impar y k l + k., < n. Demostrar que existe una funcion polinomica f de 
grado n con k , puntos maximos locales y k 2 puntos mfnimos locales. 
Indicacion: Elfjanse a, < a 2 < ... < a kl+k2 y pruebese con f'(x) = 

kt+ki 

n (x — tfi)-(l + j: 2 )' para un numero apropiado /. 

t = i 

25. (a) Demostrar que si f'(x) > M para todo ^ de [a, b], entonces f(b ) > f(a ) + 
M{b — a). 

(b) Demostrar que si j'(x) < m para todo jc de [a, b], entonces -f 

m(b — a). 

(c) Formular un teorema analogo cuando |/(jc)| < M para todo jc de [tf, b]. 

*26. Supongase que es f{x) > M > 0 para todos los x de [0, 1]. Demostrar que 

existe un intervalo de longitud 1/4 en el que es |/| > M/A. 

27. (a) Supongase que fix) > ,f(x) para todo x, y que f(a ) = ^(u). Demostrar 

que fix) > ,cU) para x > a y f(x) < x(x) para x < a. 

(b) Demostrar mediante un ejemplo que estas conclusiones no son validas 
sin la hipotesis f(a) = i>(a). 

28. Hallar todas las funciones / tales que 

(a) /'(jc) = senx. 

(b) f'(x) = x\ 

(c) f"'(x) = X + X 2 . 

29 Si bien es verdad que un peso que se suelta partiendo del reposo caera 
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5</) = 4,9 t 2 metros en t segundos, este hecho experimental no menciona el 
comportamiento de los pesos que son lanzados hacia arriba o hacia abajo. Por 
otra parte, la ley s"(t) — 9,8 se cumple siempre y tiene la ambigiiedad sufi- 
ciente para explicar el comportamiento de un peso soltado desde cualquier 
altura y con cualquier velocidad inicial. Para mayor sencillez convengamos 
en medir las alturas hacia arriba desde el nivel del suelo; en este caso las 
velocidades son positivas para cuerpos que se elevan y negativas para cuer- 
pos que caen, y todos los cuerpos caen segun la ley s"{t) = —9,8. 

(a) Demostrar que s es de la forma s(t) = —4.9/ 2 + at + ft. 

(b) Haciendo t = 0 en la formula para s, y despues en la formula para s', 
demostrar que s(t) = —4,9 1 2 + v 0 t + s 0 , donde s 0 es la altura desde la 
cual el cuerpo es soltado en el tiempo 0, y v 0 es la velocidad con la cual 
se suelta. 

(c) Se lanza un peso hacia arriba con una velocidad de v metros por segundo 
desde el nivel del suelo. lA que altura llegard? («A que altura# significa 
«£cual es la maxima altura para todos los tiempos?») ^Cual es su velo¬ 
cidad en el momento en que alcanza su altura maxima? ^Cu£l es la 
aceleracion en dicho momento? ^Cudndo llegard otra vez al suelo? 
i,Cudl sera su velocidad en el momento de alcanzar el suelo? 

30. Una bala de canon se lanza desde el suelo con velocidad v y segun un An¬ 
gulo a (figura 31) de modo que su componente vertical de velocidad es 
v sen a y la componente horizontal v cos a. Su distancia s(t) sobre el nivel 



FIGURA 31 

del suelo obedece a la ley s(t) = —4,9 1 2 + (v sen a)t, mientras que su velo¬ 
cidad horizontal permanece constantemente v cos a. 

(a) Demostrar que la trayectoria de la bala es una parabola (hallar la posi- 
cidn para cada tiempo t, y demostrar que estos puntos estdn sobre una 
parabola). 

(b) Hallar el Angulo a que hace maxima la distancia horizontal recorrida por 
la bala antes de alcanzar el suelo 
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*31. (a) Dese un ejemplo de funcion / para la cual existe lim f(x), pero no existe 

X-+00 

lim /'(jc). 

X—+&0 

(b) Demostrar que si lim f(x) y lim /'(x) existen ambos, entonces lim /'(x) = 0. 

a—► x> x —»-v x— 

(c) Demostrar que si existe lim /(jc) y existe lim /"(jc), entonces lim /"(jc) = 0 

r—> x. ,t*—► x. #-»oo 

(vease tambien el problema 9-15). 

32. Supongase que / y g son dos funciones derivables que satisfacen fg '— fg — 0. 
Demostrar que si a y b son ceros contiguos de /, y g(a ) y g(b) no son am¬ 
bos 0, entonces g(x) = 0 para algun * entre a y b. (Naturalmente se cumple 
este mismo resultado intercambiando / y g; asi, los ceros de / y g se separan 
mutuamente.) Indicacion: Deducir una contradiccion si se supone que 
g(x) ^ 0 para todo x entre a y b : si un numero no es 0, hay algo natural 
que se puede hacer con el. 

33. Supongase que |/(jc) — /(v)| < (jc —y) rt para n > 1. Demostrar que / es cons- 
tante considerando /'. Comparese con el problema 3-20. 

34. De una funcion / se dice que es Lipschitz de orden a en x si existe una cons- 
tante C tal que 


(*) l/C*) - /OOI < c\x - y 


para todos los y de un intervalo de x. La funcion / es Lipschitz de orden a 

en un intervalo si la condicion (*) se cumple para todos los x e y del mismo. 

(a) Si / es Lipschitz de orden a > 0 en jc, entonces es / continua en x. 

(b) Si / es Lipschitz de orden a > 0 en un intervalo, entonces es / unifor- 

memente continua en el mismo (vease capitulo 8, apendice). 

(c) Si / es derivable en x, entonces / es Lipschitz de orden 1 en x. ^Se cum¬ 
ple la reciproca? 

(d) Si / es derivable en [a, b], £es / Lipschitz de orden 1 en [a, bj! 

(e) Si / es Lipschitz de orden a > 1 en [a, b], entonces / es constante en 

[a, b]. 


35. Demostrar que si 


£o , <*i , 

T + *2 + 


+ 


n + 1 


0, 


entonces 


<z 0 + aix -f • • • + a n x n = 0 
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para algun jr de [0, 1]. 

36. Demostrar que, cualquiera que sea m, la funcion polinomica / m (x) = x 3 - 
3x + m no tiene nunca dos rafces en [0, 1]. (Esto es una consecuencia 
facil del teorema de Rolle. Resulta instructivo, una vez dada la demostracion 
analitica, trazar las graficas de /„ y /, y considerar la posicion de la grafica 
de f,„ en relacion con ellas.) 

37. Supongase que / es continua y derivable en [0, 1], que f(x ) esta en [0, 1] para 
todo x, y que fix) l para todo x de [0. 1]. Demostrar que existe exacta- 
mente un numero x en [0, 1] tal que fix) = x. La mitad de este problema ha 
sido visto ya en el problema 7-11. 

38. (a) Demostrar que la funcion f[x) = x 2 - cos x satisface fix) = 0 para exac- 

tamente dos valores de x. 

(b) Demostrar lo mismo para la funcion fix) = 2x 2 - x sen x - cos 2 x (val- 
dra la pena hacer algunos tanteos previos para acotar la posible loca- 
lizacion de los ceros de f). 

*39. Demostrar que si / es una funcion dos veces derivable con /(0) = 0, /(1) = 1 
y /'(0) = f(l) = 0, entonces |/"(x)|>4 para algun x de [0, 1], En terminos 
mas pintorescos: una particula que recorre una distancia unidad en la uni- 
dad tiempo, y empieza y termina con velocidad 0, tiene en algun momento 
una aceleracion > 4. Indicacion: Demostrar que o bien f"(x) > 4 para 
algun x de [0, J], o bien f"(x) < —4 para algun x de [ 2 , 1]. 

40. Supongase que / es una funcion tal que f(x) = 1/x para todo x > 0 y /(l) = 0. 
Demostrar que flxy) = /(x) -1- fly) para todo x, y > 0. Indicacion: Hallar 
S\x) cuando j?(x) = flxy). 

*41. Demostrar que / satisface 

/"(*)+/'(*)*«-/(*) = 0 

para alguna funcion f>. Demostrar que si / es 0 en dos puntos, entonces / es 0 
en el intervalo entre ellos. Indicacion: Aplicar el teorema 6. 

42. Supdngase que f es n veces derivable y que fix) — 0 para n 4-1 diferentes 
valores de x. Demostrar que fi"Hx) = 0 para algun x. 

43. Sean a 1 , a n puntos arbitrarios de [a, b] y sea 

Q(x) = n (x — x,). 

t-i 

Supongase que f es derivable (n + 1) veces *y que P es un polinomio de gra- 
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do < n tal que P(x,) = f(xi ) para / = 1, n + 1 (vease pag. 62 y 63). De- 
mostrar que para todo x de {a, b ] existe un numero c de {a, b) tal que 

fln+X)( c \ 

/(*) - p (x) = QW ■ _j_ 1)|' 

Ayuda: Considere la funcion 

F(t) = QWl/W - P(1)) - Q(0(/W - ^Wl- 

Demostrar que F se anula en « + 2 puntos distintos de [a, b ] y aplicar el pro- 
blema 42. 

29. Demostrar que 

■g - < 66 — 8 < 

(sin calcular 66 con 2 cifras decimales). 

45. Demostrar la siguiente ligera generalizacion del teorema del valor medio: 
Si / es continua y derivable en (a, b ) y lim f(y) y lim f(y ) existen, entonces 

j/-»o+ y—*b- 

existe algun jc en {a, b) tal que 

lim f{y) — lim f(y) 

f(x) = ^ - 

b — a 

(La demostracion debe empezar: «Esto es una consecuencia trivial del teo¬ 
rema del valor medio porque...») 

46. Demostrar que la conclusion del teorema del valor medio puede escribirse 
en la forma 


f(b) ~ f(a) = /(*), 
g(b) - g{a) g'(x) 


suponiendo, ademas, que g(b) g(a) y que f(x) y g'(x ) no se anulan simul- 
tdneamente en ningun punto de {a, b). 

*47. Demostrar que si / y g son continuas en [a, b] y derivables en (a, b), y £%x) ^ 0 
para todo x de {a, b), entonces existe algun x en {a, b) con 
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/to = /to - /to 
/to «to - fito 


Indicacion: Multipliquese en cruz para ver que es lo que esto realmente 
significa. 

48 . ^Donde se encuentra el error en la siguiente aplicacion de la regia de 
L’Hopital ?: 


.. x 3 + x - 2 3a: 2 -f 1 

hm —--- = hm- 

r-i x 2 — 3x + 2 z —i 2x — 3 



(El li'mite es, en realidad, —4.) 

49 . Hallar los siguientes limites 


(i) lim 


*—*o tan x 


(ii) lim 

x —»0 


COS 2 X 


1 



50. Hallar /'(0) si 


( g(*) ; 

/(at) = | a: 

lo, 


X 7* 0 
x = 0, 


y m = g'(0) = o y s"(0) = 17. 

51 . Demostrar las siguientes formas de la regia de L’Hopital (ninguna de ellas 
requiere un razonamiento esencialmente nuevo). 

(a) Si lim f(x) = lim g(x) = 0, y lim f'{x)/g\x) = l, entonces lim f(x)/g(x) = l 

x—*a+ jr-*a+ x —►<!+ 

(y analogamente para limites por la izquierda). 

(b) Si lim f(x) = lim g(x) = 0 y lim f(x)lg'(x) = oo, entonces lim f(x)/g(x) = oo 

x~+a x-*a x-+a x-+a 

(y analogamente para - oo o si se sustituye x-> a por x -» a + o x -> a - ). 

(c) Si lim f(x) — lim g{x) — 0 y lim f\x)!g\x) — l, entonces lim f(x)/g(x) = l 

x—*<x> X—»3C X-+X X —*Ot 

(y analogamente para — oo). Indicacion: Considerese lim f(l/x)lg(llx). 

x-»t>+ 

(d) Si lim f{x) = lim #(*) = 0 y lim fix)lg\x) = oo, entonces lim f(x)/gix) = oc. 

X-*X X-»» X~*x 

52 . Existe otra forma de la regia de L’Hopital que exige mas manipulaciones 
algebraicas: Si lim fix) — lim gix) = oo y lim f'ix)jg'ix) = l, entonces 
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lim f(x)lg(x ) = /. Demostrar esto como sigue: 

x-»oo 

(a) Para todo e > 0 existe un numero a tal que 


/'(*) 

g'(x) 


< S para x > a. 


Aplicar el teorema del valor medio de Cauchy a / y g sobre [a, jc] para 
demostrar que 


/(*) ~ /(*) 

gix) - g(a) 


< e para x > a. 


(^Por que podemos suponer g(x)— g(a)=£ 0?) 

(b) Pongase ahora 

/(*) = fix) - /(a) # fjx) gjx) - gja) 
gix) gix) ~ g{a) f(x) - f(a) g(x) 


[^Por que podemos suponer que f(x) — f(a ) # 0 para x grandes?] y de- 
ducir que 


/w 

g(x) 


< 2e para x suficientemente grandes. 


53 Para completar la orgfa de variantes de la regia de L’Hopital, aplicar el 
problema 52 para demostrar unos cuantos casos mas de la siguiente propo- 
sicion general (existen tantas posibilidades que el lector debe seleccionar 
aquellas, si las hay, que sean de su interes): 

Si lim fix) = lim g(x) = { } y lim f(x)lg'(x) = ( ), entonces lim f(x)/g(x) — ( ). 

x—»[ ] x-*[ J X-*[ ] x-»[ 1 

Aqui [ ] puede ser a o a + o or o oo o — oo, y { } puede ser 0 6 oo 
o — oo, y ( ) puede ser / o oo o — oo. 

* 54 . (a) Supongase que / es derivable sobre [a, b]. Demostrar que si el minimo 
de / sobre [a, b ] esta en a, entonces f{a) > 0, y si esta en b, entonces 
fib) < 0. (Se pasard por la mitad de la demostracion del teorema 1.) 

(b) Supongase que f\a) < 0 y f\b) > 0. Demostrar que fix) = 0 para algun x 
de (a, b). lndicacion: Considerese el minimo de / sobre [a, b ]; i,P or 
debe estar en algun punto de (a, b)l 
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(c) Demostrar que si f\a) < c < fib), entonces /(*) = c para algun jc de 
(a, b). (Este resultado es conocido como teorema de Darboux.) Indica- 
cion: Construyase una funcion adecuada a la cual se pueda aplicar la 
parte (b). 

55. Supongase que/es derivable en un intervalo que contiene a a, pero que f 
es discontinua en a. 

(a) Los limites laterales lirn/'(*) y lim fix ) no pueden existir a la vez (Esto 
no es mas que una ligera variante°del teorema 7). 

(b) Estos limites laterales no pueden existir a la vez ni siquiera en el sentido 
de ser +°° o -°°. Ayuda: Aplicar el Teorema de Darboux (problema 54). 

*56. Es facil encontrar una funcion / tal que |/| sea derivable sin serlo /. Por 
ejemplo, podemos elegir /(jc) — 1 para jc racional y f(x) = —1 para x irracio- 
nal. En este ejemplo / ni siquiera es continua, y esto no es tampoco una 
simple coincidencia: Demostrar que si |/| es derivable en a, y / es continua 
en a, entonces / es tambien derivable en a. lndicacion: Basta considerar sola- 
mente a con /(a) = 0. £Por que? En este caso, £c6mo debe ser |/|'(a)? 

* 57 . (a) Sea y ^ 0 y sea n par. Demostrar que jc" 4- y n — (jc + y) n solamente cuan- 

do x = 0. lndicacion: Si jc„" 4- y* = ( x u + y)", aplicar e\ teorema de 
Rolle a f(x) = jc" + y n — (jc + y) H sobre [0, jc u ]. 

(b) Demostrar que si y =£■ 0 y n es impar, entonces jc" + y n = (jc + y) n sola¬ 
mente si jc = 0 6 jc = —y. 

**58. Aplicar el meiodo del problema 57 para demostrar que si n es par y fix) = jc", 
entonces toda tangente a / corta a / solamente una vez. 

**59. Demostrar todavia con mas generalidad que si /' es creciente, entonces toda 
tangente corta a / solamente una vez. 

*60. Supdngase que /(0) = 0 y que f es creciente. Demostrar que la tuncion #(jc) = 
/(jc)/jc es creciente sobre (0. oo). lndicacion: Evidentemente habra que 
fijarse en #'(jc). Demostrar que es positiva aplicando el teorema del valor 

, - medio a / en el intervalo adecuado (sera util recordar que la hipotesis /(0) = 0 
es esencial, segiin se ve en la funcidn /(jc) = 14- x’ 2 ). 

*61. Utilizar derivadas para demostrar que si n> 1, entonces 

(1 + jc)" > 1 4- mjc para —1 <jc<0 y 0<jc. 

(Observese que la igualdad se cumple para jc — 0.) 

62. Sea fix) — jc 1 sen 2 1/jc para jc ^ 0 y sea /(0) = 0 (figura 32). 
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(a) Demostrar que 0 es un punto mi'nimo local para f. 

(b) Demostrar que /'(0) = /"(0) = 0. 

Esta funcion ofrece asf otro ejemplo para ver que el teorema 6 no puede ser 
mejorado. Ilustra tambien una sutileza acerca de maximos y minimos que 
con frecuencia pasa desapercibida: una funcion puede no ser creciente en 
ningun intervalo a la derecha de un punto mi'nimo local ni tampoco decre- 
ciente en ningun intervalo a la izquierda. 


FIGURA 32 

♦ 63. (a) Demostrar que si f(d ) > 0 y f es continua en a, entonces f es creciente 
en algun intervalo que contiene a. 

Las dos partes siguientes de este problema demuestran que la continuidad 
de f es esencial. 

(b) Si g(x) = x 2 sen 1 /jc demostrar que existen numeros x tan proximos como 
se quiera de 0 con g\x) — 1 y tambien con g\x) = —1. 
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(c) Supongase 0 < a < 1. Sea f(x) = ox + x a sen 1 /jc para jc=£ 0, y sea 
f( 0) = 0 (vease la figura 28). Demostrar que f no es creciente en ningun 
intervalo abierto conteniendo 0, demostrando que en cualquier intervalo 
existen puntos x con f'(x) > 0 y tambien puntos x con f'(x) < 0. 

El comportamiento de f para a > 1, que es mucho mds dificil de analizar 
se discute en el problema siguiente. 

** 64 . Sea f(x) = olx + x 2 sen 1/jc para x=£0, y sea /( 0 ) = 0 . Para hallar el signo 
de f'(x) cuando a > 1 es necesario decidir si lx sen \jx — cos Ijx es < — 1 
para numeros jc proximos a 0. Resulta algo mas conveniente considerar la fun- 
cion g(y) = 2(sen y)jy —cos y para y^ 0; queremos saber si giy) <—1 
para y grandes. Esta cuestion es muy delicada; la parte mas importante 
de g(y) es —cos y, que alcanza el valor —1, pero esto ocurre solamente cuan¬ 
do sen y — 0, y no esta claro en absoluto si g misma puede tener valores 
< —1. La manera evidente de atacar este problema consiste en hallar dos 
valores minimos locales de g. Por desgracia es imposible resolver explicita- 
mente la ecuacion ^'(y) ~ 0. de modo que hace falta mayor inventiva. 

(a) Demostrar que si g'(y) = 0, entonces 

( 2 ~ 

cos y = sen y ^—— 

y deducir que 

giy) = sen y 




(b) Demostrar ahora que si g'(y) = 0, entonces 


sen 2 y = 


4y 2 

4 +/ 


y deducir que 


UOOI = 


2+y 2 
V 4 + y 4 


(c) Utilizando el hecho de que (2 + y 2 )l s/ 4 + y 4 > 1, demostrar que si 
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a — 1, entonces / no es creciente en ningun intervalo alrededor de 0. 

(d) Utilizando el hecho de que lim (2 + y 2 )/\/4 + y A = 1, demostrar que si 

y- 00 

a > 1, entonces f es creciente en algun intervalo alrededor de 0. 

**65. Una funcion / es creciente en a si existe algun numero t> > 0 tal que 

f(x) > f{a ) si a < x < a + 8 


y 


/(*) < f{a) si a — 8 < x < a. 

Ob'&vese que esto no significa que / sea creciente en el intervalo (a — 8, 
a + 8); por ejemplo, la funcion de la figura 28 es creciente en 0, pero no es 
funcion creciente en cualquier intervalo abierto que contenga 0. 

(a) Supongase que / es continua sobre [0, 1] y que / es creciente en a para 
todo a de [0, 1]. Demostrar que f es creciente en [0, 1]. (Convenzase 
primero el lector que hay algo a demostrar.) Indicacion: Para 0 < b < 1, 
demostrar que el mi'nimo de / sobre [b, 1] debe estar en b. 

(b) Demostrar la parte (a) sin la suposicion de que / sea continua, conside- 
rando para cada b de [0, 1] el conjunto S b = {x : f(y) >: f{b) para todo y 
de [b, x]}. (Esta parte del problema no hace falta para las demas partes.) 
Indicacion: Demostrar que S b = {*: b <x < 1) considerando sup S b . 

(c) Si / es creciente en a y / es derivable en a, demostrar que f\a) > 0 (esto 
es facil). 

(d) Si f(a) > 0, demostrar que / es creciente en a [partir de la definicion 
de mi 

(e) Utilicense las partes (a) y (b) para demostrar, sin hacer uso del teorema 
del valor medio, que si / es continua sobre [0, 1] y f(a) > 0 para todo a 
de [0, 1], entonces / es creciente sobre [0, 1], 

(f) Supongase que f es continua sobre [0, 1] y f\a) = 0 para todo a de (0, 1). 
Aplicar la parte (e) a la funcion g(jc) = f(x) + tx para demostrar que 
/(l) — /(0) >—e. Analogamente, demostrar que /(l) — f{ 0) < e consi¬ 
derando h{x) = tx — fix). Deducir que /(0) = /(1). 

Esta demostracion particular de que una funcion con derivada nula debe ser 
constante coincide en muchos puntos con una demostracion de H. A. Schwartz, 
la cual es posible que sea la primera demostracion rigurosa que se haya 
dado. Su descubridor por lo menos parecfa creerlo asi. Vease su exuberante 
carta en la referencia [41] de la bibliografia. 
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**66. (a) Si / es una funcion constante, entonces todo punto es un punto maximo 
local para /. Esto puede ocurrir tambien aunque / no sea una funcion 
constante: por ejemplo, si f{x) = 0 para x < 0 y f(x) = 1 para 
x>0. Demostrar, sin embargo, utilizando el problema 8-4, que si / es 
continua sobre [a, b] y todo punto de [a, b] es un punto maximo local, 
entonces f es una funcion constante. Por supuesto, se llega al mismo re- 
sultado si todo punto de [a, b ] es un punto minimo local. 

(b) Supongase ahora que todo punto es un punto maximo local o bien un 
punto minimo local para / (pero no se debe excluir la posibilidad de que 
algunos puntos sean maximos locales mientras que otros sean minimos lo¬ 
cales). Demuestrese que / es constante de la siguiente forma. Supongase 
que f(a 0 ) <f(b 0 ). Se puede asumir que f(a 0 ) < f(x) < f(b 0 ) para a 0 < x 

< bo. Q,Por que?) Utilizando el teorema 1 del apendice al capitulo 8, se- 
parese [uo, ^o] en intervalos en los cuales sup / — inf/ < (f(bo) — (ao))/2; 
tambien elijanse las longitudes de estos intervalos de forma que sean me- 
nores que (bo — a 0 )/2. Luego existe un tal intervalb [a\, fti] con a 0 < b\ 

< bo y f(a\) <f(b\). Q,Por que?) Prosigase por induccion y apliquese el 
teorema de los intervalos encajados (problema 8-14) para hallar un pun¬ 
to x que no pueda ser un maximo o minimo local. 

**67. (a) Un punto x se dice que es un punto estrictamente maximo para / sobre A 
si f(x) > f(y) para todo y de A con y^x (comparese con la definicion 
de un punto maximo ordinario). De manera evidente se define un punto 
estrictamente maximo local. Hallar todos los puntos estrictamente maxi¬ 
mos locales de la funcion 

x irracional 

x — - fraccion irreducible. 

<1 

Parece muy improbable que una funcion pueda tener un punto estricta¬ 
mente maximo local para todo punto (aunque el ejemplo anterior podria 
hacer pensar). Demostrar esto como sigue: 

(b) Supongase que todo punto es un punto estrictamente maximo local para /. 
Sea x x up numero cualquiera y elijanse a 1 < x x < b 1 con b l — a l <\ 
tales que f(Xj) > f(x) para todo x de b,]. Sea x, x l un punto cual¬ 
quiera de (a lt b } ) y elijanse o, < a 2 < x 2 < b., < b l con b., — a 2 < \ 
tales que /(jc a ) > f(x) para todo x de [a,, b 2 ). Prosigase de esta manera 
y apliquese el teorema de los intervalos encajados (problema 8-14) para 
obtener una contradiccion. 
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APfcNDICE. CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD 

Aunque la grafica de una funcion puede trazarse con bastante exactitud sobre 
la base de la informacion suministrada por la derivada, hay algunos aspectos su- 
tiles de la misma para cuya aclaracion hace falta examinar la derivada segunda. 
Hemos omitido estos detalles hasta aqui de intento porque, aun sin tomarlos en 
consideration, el trazado de graficas es de por si suficientemente complicado, y 
la informacion adicional que con ellos se obtendria no justifica el esfuerzo. Ocurre 
tambien que las demostraciones correctas de los hechos relevantes son suficiente- 
mente dificiles para relegarlas a un apendice. A pesar de estas observaciones 
desalentadoras, vale bien la pena asimilar la informacion que aqui presentamos, 
ya que las nociones de convexidad y concavidad tienen mucha mayor importancia 
que la que deriva de ser meros auxiliares en el trazado de graficas. Ademas, las 
demostraciones tienen un agradable sabor geometrico poco frecuente en los teo- 
remas de cdlculo infinitesimal. De hecho, la definicion basica es de naturaleza 
geometrica (vease la figura 1). 



DEFINICI6N 1 

Se dice que una funcion / es convexa en un intervalo, si para todo a y b de este 
intervalo, el segmento rectilineo que une (a, /(a)) con ( b, f(b )) queda por encima 
de la grafica de f. 

La condicion geometrica que aparece en esta definicion puede expresarse de 
manera analitica que algunas veces resulta mas util en las demostraciones. La 
recta entre (a, f{a)) y ( b, f(b )) es la grafica de la funcion g definida por 


*(*) = 


m -/(«) 


(x - a) +/(a). 


b — a 





Significado de la derivada 

Esta recta queda por encima de la grafica de / en x si g(x) > f(x), es decir, si 

m-m 

—7-0 - a) + f(a) > f{x) 


m ~M 

b — a 


{x - a) > f(x) - f(a) 


m — f{a) ^ f{x) — f(a) 


Tenemos, por lo tanto, una definicion equivalente de convexidad. 


DEFINICI6N 2 

Una funcion / es convexa en un intervalo si para a, x y b del intervalo con 
a < x < b se tiene 

/(*) - /(a) < m - /(*) 

x — a b — a 

< __j 

Si se sustituye la palabra «encima® por «debajo» en la definicion 1 6, de modo 
equivalente, si la desigualdad de la definicion 2 se sustituye por 

/(*) -f(a) _ m — f(a) 

- > —l -’ 

x — a b — a 


se obtiene la definicion de funcion concava (figura 2). No es dificil ver que las 
funciones concavas son precisamente las de la forma — f, donde / es convexa. 
Por esta razon, los tres teoremas siguientes acerca de funciones convexas tienen 



FIGURA 2 
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corolarios inmediatos acerca de funciones concavas, y estos corolarios son tan 
sencillos que no nos molestaremos siquiera en enunciarlos. 

En la figura 3 se ven algunas tangentes de una funcion convexa. Dos cosas 
parecen ser ciertas: 

(1) La gr&fica de / queda por encima de la tangente en {a, f(a)) excepto 
en el punto (a, f{a)) mismo (este punto recibe el nombre de punto de 
contacto de la tangente). 

(2) Si a < b, entonces la pendiente de la tangente en (a, f(a )) es menur 
que la pendiente de la tangente en ( b, f(b )); es decir, f es creciente. 

De hecho estas observaciones son verdaderas, y las demostraciones no son dificiles. 



TEOREMA 1 

Sea / convexa. Si f es derivable en a, entonces la grafica de / queda por encima 
de la tangente por [a, f(a )) excepto en {a, f{a)) mismo. Si a < b y / es derivable 
en a y en b, entonces f\a) < fib). 

DEM OSTR ACI6N 

Si 0 < /i, < /? 2 , entonces, como indica la figura 4, 

(1) /(* + ~ < /( g + h) ~ /( g ) 

hi hi 

Se puede derivar inmediatamente una demostracion sin dibujos de la definicion 2 
aplicada a a < a + h l < a + h. v La desigualdad (1) indica que los valores de 

f(a + h) — f{a) 


h 
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decrecen cuando h~*0 + . En consecuencia, 


/V) < 


fia + h) — f(a ) 
h 


para h > 0 


(de hecho, j'(a ) es la cota inferior maxima de todos estos numeros). Pero esto 
signifka que para h > 0 la secante por (a, f(a)) y {a + h, f(a + h)) tiene mayor 
pendiente que la tangente, lo cual implica que (a 4- h, f(a + h)) queda por en- 
cima de la tangente (la traduccidn analitica de este razonamiento sale Mcilmente). 

Una situacion parecida se presenta para h negativo (fig, 5); si h a < h t < 0, 
entonces 

f(a + hi) - f(a) > f{a + h,) - f(a) 
h\ h.% 



FIGURA S 
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Esto indica que la pendiente de la tangente es mayor que 


f(g + h) — f{a) 
h 


para h < 0 


(de hecho, f'(a ) es la cota superior minima de todos estos numeros), de modo que 
f(a + ft) queda por encima de la tangente si h < 0. Esto demuestra la primera 
parte del teorema. 

Supongamos ahora que a <b. Entonces, segun ya hemos visto (fig. 6), 


f(a) < 


f(a+{b - a)) - /(a) 
b — g 


por ser& — g > 0 


y 


= /w -/w 

b — g 


fib) > 


f(b + (g - b)) - f(b) 
-- por 


sera — b < 0 


/(«) - m = m - f(g) 

g — b b — g 


Combinando estas desigualdades obtenemos f\a) < f'(b). | 

El teorema 1 tiene dos reciprocos. Aqui las demostraciones seran algo mas 
dificiles. Empezamos con un lema que desempena el mismo papel en el teorema, 
que el desempenado por el teorema de Rolle en la demostracion del teorema del 
valor medio. Establece que si f' es creciente, entonces la grafica de / queda por 
debajo de cualquier secante que sea horizontal. 



FIGURA 6 
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LEMA 

Supongase que / es derivable y f creciente. Si a < b y f(d ) = f{b ), entonces 
fix) < M = 1(b) para a <x<b. 

DEMOSTRACI6N 

Supongase primero que fix) > f(a) = f(b) para algun jc de (a, b). Entonces el 



maximo de / sobre [a, b ] se presenta en algun punto x„ de {a, b) con /(jc„) > f{a) 
y, por supuesto, f(xj = 0 (fig. 7). Por otra parte, aplicando el teorema del valor 
medio al intervalo [a, jr„], encontramos que existe x, con a <x l <x t , y 

/'(*,) = > o, 

Xq — a 

en contradiccion con el hecho de ser /' creciente. Esto demuestra que f(x) < f(a) = 
fib) para a < x < b, y solo queda por demostrar que f(x) = f(a) es tambien 
imposible para x en (a, b). 


H-1—I—h 

a x l Xi x 



FIGURA 8 
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Supongamos que es f(x) = f(a ) para algiin x de (a, b ). Sabemos que / no es 
constante sobre [a, x] (si lo fuera, /' no serfa creciente sobre [a, at]), de modo 
que existe (fig. 8) algun x t con a<x t <x y /(*,)</(a). Aplicando el teorema 
del valor medio a [x t , x] deducimos que existe x. z con x^ < x 2 < x y 


f'M = 


/(*) - f{x i) 
X — X\ 


> 0 . 


Por otra parte, f{x) = 0, puesto que hay un maximo local en x. Otra vez tenemos 
una contradiccion con la hipotesis de ser f creciente. | 

Atacaremos ahora al caso general por medio de manipulaciones algebraicas 
parecidas a las que ya hemos usado en la demostracion del teorema del valor 
medio. 


TEOREMA 2 

Si / es derivable y f es creciente, entonces / es convexa. 
DEMOSTRACION 


Sea a < b. Definamos u por 

x) = fix) ~ 

Es facil ver que </ es tambien creciente; 
el lema a x deducimos que 




— a 


ademas, g(a) — ,k’(b) = /(«). 


Aplicando 


g(x) < f(a) si a < x < b. 
En otras palabras, si a < x < b, entonces 


o 


f(x) 


m - f{a) 

b — a 


(x - a) < f{a) 


i(x) - fa) < m -/(«) , 

x — a b — a 


Por lo tanto, / es convexa. | 
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TEOREMA 3 > 

Si / es derivable y la grafica de / queda por encima de cada tangente excepto 
en el punto de contacto, entonces / es convexa. 

DEMOSTRACI6N 

Sea a < b. De la figura 9 se desprende claramente que si ( b , f{b)) queda por 
encima de la tangente en (a, fia)), y (a, f(a)) queda por encima de la tangente 



en (/>, f{b)), entonces la pendiente de la tangente en {b, fib)) debe ser mayor que 
la pendiente de la tangente en ( a, fia)). El razonamiento que sigue expresa pre- 
cisamente esto con ecuaciones. 

Puesto que la tangente en ( a, fia)) es la grafica de la funcion 

g(x) =/'(«)(* - a) +/(a), 

y puesto que ( b, fib)) queda por encima de la tangente, tenemos 

(1) /(»)>/'«(*-«)+/(a). 

Analogamente, puesto que la tangente en {b, f(b) es la grafica de 


AW =/'(*)(* - b) +f{b). 
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y (a, f(a)) queda por encima de la tangente en {b, f(b)), tenemos 

( 2 ) f( a ) > f'{b){a - b) + f{b ). 

Se sigue de (1) y (2) que f(a)<f(b). 

Se sigue ahora del teorema 2 que f es convexa. | 

Si una funcion / tiene una derivada segunda razonable, la informacidn dada 
en estos teoremas puede utilizarse para descubrir las regiones en que / es con¬ 
vexa o concava. Consideremos, por ejemplo, la funcion 


Para esta funcion. 


/'(*) 


— 2x 

(1 + x 2 ) 2 ' 


Asf pues, f(x) = 0 solamente para x = 0, y f( 0) = 1. mientras que 

f(x) > 0 si x < 0, 
fix) < 0 si * > 0. 

Ademas, 

f{x) > 0 para todo x, 

f(x) —> 0 cuando x —► » o — °o, 

f es par. 



FIGURA 10 
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La grafica de f tiene, por lo tanto, un aspecto parecido al de la figura 10. Calcu- 
lamos ahora 


(1 + xT-(~2 ) + 2x ■ [2(1 + x-) • 2x] 

1 {x) (i + x*y ' . ." 

_ 2(3x 2 - 1) 

(1 + * 2 ) 3 ' 

No es diffcil determinar el signo de f"(x). Observese primero que f"(x) = 0 so- 
lamente cuando jc = ^TJJ o —sj 1/3. Puesto que f" es evidentemente continua, 
debe conservar el mismo signo en cada uno de los conjuntos 

VV 3 ), 

(- Vl/3, V1/3), 

(Vl/3, ®). 

Puesto que obtenemos facilmente, por ejemplo, que 

/"(-1)= i>0, 

/"( 0 ) = -2 < 0 , 

/"(!)= i> 0 , 

deducimos que 

f" > 0 sobre (—oo, — «/V3) y (</1/3, oo), 
f" < 0 sobre (—sf 1/3, s/ 1/3). 

Puesto que /" > 0 significa que f es creciente, se sigue del teorema 2 que / es 
convexa en (—a, —1/3) y (>/ 1 / 3 , oo), mientras que en (—\/ 1 / 3 , \/1/3) / es 
concava (fig. 11). 



FIGURA 11 
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Observese que en ( sj 1/3. -7) la tangente queda por debajo de la parte de la 
grafica de la derecha. puesto que / es convexa en ( do), y por encimu de 
la parte de la grafica izquierda, puesto que / es concava en (— v 7 1/3. v'1/3); 
asi pues, la tangente cruza la grafica. En general, un numero a recibe el nombre 
de punto de inflexion de / si la tangente a la grafica de / en (a, cruza la 
grafica; asi, sj 1/3 y — y/ 1/3 son puntos de inflexion de fix) — 1/(1 + x'~). Ob¬ 
servese que la condicion f"ia) — 0 no garantiza que a sea un punto de inflexion 
de /; por ejemplo, si fix) — x 1 , entonces f"i 0) = 0, pero / es convexa, de modo 
que la tangente en (0, 0) no cruza ciertamente la grafica de /. Para que a sea 
un punto de inflexion de una funcion /, es necesario que f" tenga signos dife- 
rentes a la izquierda y a la derecha de a. 

Este ejemplo ilustra el procedimiento que puede seguirse para analizar una 
funcion f. Despues de trazar la grafica utilizando la informacion suministrada 
por /', se calculan los ceros de f" y se determina el signo de f" en los intervalos 
entre ceros consecutivos. En los intervalos en que /" > 0, la funcion es convexa; 
en los intervalos en que f" < 0, ia funcion es concava. El conocimiento de las 
regiones de convexidad y concavidad de f puede con frecuencia precaver contra 
absurdas interpretaciones de otros datos acerca de /. Varias funciones que pue- 
den ser analizadas de esta manera se presentan en los problemas, los cuales con- 
tienen tambien otras cuestiones teoricas. 

Para completar nuestro estudio de la convexidad y de la concavidad, debemos 
probar un ultimo hecho que puede haber empezado a intrigarnos. Hemos visto 
que las funciones convexas y concavas tienen la propiedad de que toda tangente 
corta a la grafica solamente una vez; unos pocos dibujos convenceran al lector de 
que ninguna otra funcion tiene esa propiedad. La demostracion, no obstante, es 
bastante complicada y esta muy relacionada con la del teorema 2 del proximo ca- 
pitulo; probablemente es mejor esperar hasta que se haya leido esa demostracion. 

TEOREMA 4 

Si / es derivable en un intervalo y sus tangentes la cortan una sola vez, enton¬ 
ces / es concava o es convexa en ese intervalo. 

DEMOSTRACION 

Esta demostracion tiene dos partes. 

(1) Antes hemos afirmado que ninguna recta puede cortar la grafica de/en tres 
puntos diferentes. Supongamos, per el contrario, que una recta interseque la gra¬ 
fica de / en (a,f(a)), ( b,f(b )) y (c,/(c)), siendo a < b < c (figura 12). Enton¬ 
ces tendremos 

(j) /(6) ~ M = /(e) ~ f{a) 

b — a c — a 
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FIGURA 12 

Consideremos la funcion 


FIGURA 13 



para x en [b, c ] 




La ecuacion (1) nos dice que g(b) = g(c). Luego por el teorema de Rolle, hay al- 
gunos numeros x en (b, c ) en los que 0 = g\x) y, en consecuencia. 


es decir. 


0 = 0 - a)f'(x) - [/(*) ~ /(a)] 
= /(*) ~/( fl ) 


Pero esto nos indica (figura 13) que la tangente a (x,/(x)) pasa por (a,/(a)), 1 q 
que contradice la hipotesis. 

(2) Supongamos que ao < bo < Co y que a\ < b\ < c\ son puntos de ese in¬ 
terval. Sea 

Xt — (1 ” + toi 

y t = (1 — t)bo tb\ 0 < < < 1 . 
z t — (1 ■“ t)co + toi 


Entonces, xo = ao y xi = a\, y (problema 4-2) los puntos x r quedan todos entre ao 
y ai, con analogos razonamientos para y t y z t . Ademas, 


x t < y t < zt para 0 < / < 1. 


Ahora, consideremos la funcion 

g ( t ) = f(y*) - /(*») _ /(*<) - fixt) 

y t — x t z t — x t 


para 0 < / < 1. 


Por el paso (1), g(t) 0 para todo t en [0, 1], Luego, g(t) > 0 para todo t en 
[0, 1] o g(0 < 0 para todo t en [0, 1]. En consecuencia, / es convexa o es con- 
cava (V6ase el teorema 2 de la pdgina 323). 
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PROBLEMAS 

1. Dibujar las funciones del problema 11-1, indicando las regiones de convexi- 
dad y concavidad y los puntos de inflexion (considerese (iv) con doble as- 
terisco). 

2. La figura 30 del capitulo 11 muestra la grafica de /'. Dibujar la grafica de /. 

3. Hallar dos funciones convexas / y g tales que fix) = gix) si y solo si x es 
entero. 

4. Demostrar que / es convexa en un intervalo si y solo si para todo x e y 
del intervalo tenemos 

f(tx + (1 — t)y) < tf(x ) + (1 — 0/00, para 0 < t < 1. 

(Esto no es mas que una repeticion de la definicion, pero una repeticion 
util.) 

5. (a) Demostrar que si/y g son convexas y/es creciente, entonces g o / es con¬ 

vexa. (Sera muy facil aplicando el problema 4). 

(b) Dar un ejemplo en el que g ° f no sea convexa. 

(c) Supongamos que / y g son dos veces derivables. Dar otra demostracion 
del resultado del punto (a) teniendo en cuenta las derivadas segundas. 

6. (a) Supongamos que/es derivable y convexa en un intervalo. Demostrar que 

/es creciente, o decreciente, o que hay un numero c tal que /es decre- 
ciente a su izquierda y creciente a su derecha. 

(b) Aplicar este hecho para dar otra demostracion del resultado del proble¬ 
ma 5(a) cuando/y g son derivables (una vez). (Conviene ir con cuidado 
al comparar f'(g(x)) y f(g(y)) para x < y). 

(c) Demostrar el punto (a) sin suponer que / es derivable. Es necesario tener 
en cuenta diferentes casos pero no se precisan ideas especialmente inge- 
niosas. Empezar demostrando que si a < by f(a ) < f{b), entonces / 
es creciente a la derecha de b\ y si f(a) > f(b), entonces / es decreciente 
a la izquierda de a. 

*7. Sea / una funcion dos veces derivable con las siguientes propiedades: 
fix) > 0 para x > 0, / es decreciente, y f(0) = 0. Demostrar que f"(x) ~ 0 
para algun x > 0 (de modo que en casos razonables / tendrd un punto de 
inflexion en x; un ejemplo lo tenemos en f{x) = 1/(1 -f x 2 )). Cada una de 
las hipotesis de este teorema es esencial, segun se ve por /(x) = 1 — x 2 , la 
cual no es positiva para todo x; por fix) — x~. la cual no es decreciente, 
y P or /(■*) l/(x + 1), la cual no satisface /'(0) = 0. Indicacion: Elijase 
x« > 0 con fix,,) < 0. No podemos tener /'(v) < fix,,) para todo v > x„. 
t-Por q u e no? Asi pues, fix l )>fix„) para algun x, > x„. Considerese 
f sobre [0, x,]. 



Significado de la derivada 


315 
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*9. 


(a) Demostrar que si / es convexa, entonces /([x + y]/2) < \j(x) + fiy)]/2. 

(b) Supongamos que / satisface esta condicion. Demostrar que 


fikx + (i —k)y) < kf(x) + (1 —k)fiy) 

siempre que k sea un numero racional entre 0 y 1, de la forma m/2". 
Indicacion: La parte (a) es el caso particular n = 1. ApHquese induc¬ 
tion, empleando en cada paso la parte (a). 

(c) Supongamos que / satisface la condicion de la parte (a) y que / es con- 
tinua. Demostrar que / es convexa. 


n 

S^ an p . p„ numeros positivos con ^ P, — 1. 

t = 1 n 

(a) Para numeros cualesquiera x . x H demostrar que ^ p, jc, est£ entre 

el m£s pequeno y el mas grande de los x , ==1 


(b) Demostrar lo mismo 


n — 1 


para (1/0 ^ p, x if donde t 

»«i 


n — 1 



(c) Demostrar la desigualdad de Jensen : Si f es convexa, entonces 


/ ^ y Pif( x d •• 

i=i t-i 

Indicacion: Aph'quese cl problema 4, observando que p n = 1 — t. (La 

n — 1 

parte (b) es necesaria para demostrar que (1/0 ^ p, x t pertenece al do- 

* = i 

minio de / si pertenecen al mismo x .. jr„.) 

*10. (a) Para una funcion cualquiera / se designa por f\(a ) la derivada por la 
derecha, lim [/(a + h) — f{a)\/h, y por la derivada por la izquierda. 
La demostracion del teorema 1 prueba en realidad que /'+ y existen 
siempre si / es convexa. Comprobar este aserto, y demostrar tambien 
que f\ y /'_ son crecientes, y que f (a) < f' + (a). 

**(b) Demostrar que si / es convexa, entonces f + (a) = /'_(«) si y solo si /'+ es 
continua en a. (Asi pues, / es derivable precisamente cuando f\ es con- 
tinua.) Indicacion: [/(/>) — f(d)]/(b — a ) esta proximo a f'-(a) para valores 
de b < a proximos a a, y f\(b) es menor que este cociente. 

*11. (a) Demostrar que una funcion convexa en R, o en un intervalo abierto, debe 
ser continua. 

b) Dar un ejemplo de una funcion convexa en un intervalo cerrado que sea 
no continuo y explicar exactamente que tipo de discontinuidades son posi- 
bles. 
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12. Llamamos debilmente convexa a una funcion / en un interval©, si para a < 
b < c e n este intervalo, tenemos 

M - M < m - fM 

x — a b — a 

(a) Demostrar que una funcion debilmente convexa es convexa si, y solo si, 
su grafica no contiene ningun segmento recto. (A veces, las funciones de¬ 
bilmente convexas son llamadas “convexas”, simplemente, mientras que 
las funciones convexas son llamadas “estrictamente convexas”). 

(b) Formular de nuevo los teoremas de este apendice para las funciones de¬ 
bilmente convexas. 

13. Un conjunto A de puntos en el piano es llamado convexo si A contiene la rec¬ 
ta que une dos puntos cualesquiera de el (figura 14). Para una funcion /, sea 
A f el conjunto de puntos (x, y ) con y > /(jc), es decir, el conjunto de pun¬ 
tos de la grafica de /. Demostrar que A es convexa si, y solo si, / es debil¬ 
mente convexa, segun la terminologia del problema 12. Se hallara mas infor- 
macion sobre los conjuntos convexos en la referencia [11] de las Lecturas 
Aconsejadas. 




FIGURA 14 



CAP1TULO 


12 

FUNCIONES INVERSAS 


Tenemos ahora a nuestra disposition metodos muy poderosos para invcstigar 
funciones; lo que nos falta es una cantera adecuada de funciones a las cuales 
sean aplicables cstos metodos. Hemos estudiado distintos mtiodos de formar nue- 
vas funciones a partir de otras conocidas —suma, multiplicacidn, divisidn y com¬ 
position—, pero utilizando solo estos metodos no podremos obtener m£s que las 
funciones racionales (incluso la funcion seno, aunque frecuentemente utilizada en 
los ejemplos, no ha sido definida). En los proximos capitulos empezaremos a cons- 
truir nuevas funciones mediante procedimientos muy elaborados, pero existe un 
metodo importante cuya utilidad es practicamente doble que la de cualquier 
otro metodo que descubramos. 

Si recordamos que una funcion es una coleccion de pares de numeros, se 
nos puede ocurrir la luminosa idea de simplemente invertir todos los pares. 
Asf. partiendo de la funcidn 

/= {(1,2), (3,4), (5,9), (13,8)}, 

obtenemos 

g“ {(2,1), (4, 3), (9, 5), (8, 13)). 

A1 ser f(l) = 2 y /(3) = 4, obtenemos g( 2) = 1 y g(4) = 3. 

Desgraciadamente, esta luminosa idea no da siempre resultado. Si 
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/= {(1,2), (3,4), (5, 9), (13,4)), 


entonces la coleccion 


((2, 1), (4, 3), (9, 5), (4, 13)) 

ya no es en absoluto una funcion, puesto que contiene a la vez (4, 3) y (4, 13). 
Esta claro donde reside la dificultad: /(3) =/(13), aun cuando 3^13. Esto es 
lo unico que puede ofrecer dificultad y vale la pena dar un nombre a las fun- 
ciones para las cuales esto no ocurre. 

DEFINICI6N 


Una funcion / es uno-uno si f(a) =£ f(b ) siempre que a ^ b. 


La funcion identidad I es evidentemente uno-uno, y lo mismo ocurre con la 
siguiente modification de la misma: 



x t* 3, 5 
x = 5 
x = 3. 


La funcion /( x) — x* no es uno-uno, puesto que /(—1) = /(l), pero si definimos 

g(x) = X 2 , X > 0 


(y dejamos g sin definir para x < 0), entonces g es uno-uno, porque g es creciente 
(ya que g (or) = 2x > 0 para x > 0). Esta observacion se generaliza facilmente: 
Si n es un numero natural y 


f(x) = x n , x > 0, 

entonces f es uno-uno. Si n es impar, se puede decir mas: La funcion 

/(*) = x n para todo x 

es uno-uno (ya que f{x) = nx n ~ l > 0 para todo x ^ 0). 
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Es particularmente f&cil decidir partiendo de la grdfica de / si / es uno-uno: 
la condicidn fta) ^ j{b) para a=£ b significa que ninguna recta horizontal corta 
a la grdfica de / dos veces (fig. 1). 



FIGURA 1 


Si invertimos todos los pares en (una funcidn no necesariamente uno-uno) / ob- 
tenemos, en cualquier caso, una coleccidn de pares. Es corriente abstenerse de 
este procedimiento salvo en el caso de ser f uno-uno, pero no hay ning un a raz6n 
particular para hacerlo asi —en vez de dar una definicidn con condiciones restric- 
tivas, daremos una sin estas condiciones y obtendremos seguidamente un teo- 
rema. 

DEFINICI6N 



Para una funcidn cualquiera /, recibe el nombre de inversa de / y se designa 
por /-i el conjunto de todos los pares (a, b) para los cuales el par (b, a) per- 
tenece a f. 


TEOREMA 1 

f~ l es una funcidn si y sdlo si / es uno-uno. 

DEMOSTRACION 

Supongamos en primer lugar que / es uno-uno. Sean (a, b) y (a, c) dos pares de f~ l 
Entonces ( b, a) y (c, a ) estin en f, de modo que a = f(b) y a = /(c); al ser / 
uno-uno esto implica que b * c. Asf pues, f~ l es una funcidn. 
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Recfprocamente, supongamos que / -1 es una funcion. Si f(b) — f(c), entonces f 
contiene los pares (b, f{b)) y ( c, /(c)) — (c, f(b)), de modo que (f(b), b ) y (J(b), c) 
estan en f~K A1 ser f~ l una funcion, esto implica que b — c. Asi pues, f es 
uno-uno. | 

Las gr&ficas de / y de f~ l estan tan mtimamente relacionadas que es posible 
utilizar la grafica de / para obtener una imagen visual de la grafica de f~ l . Puesto 
que la grafica de consiste en todos los pares (a, b ) tales que ( b, a) pertenece 
a la grafica de f, se obtiene la grafica de f" 1 a partir de la grafica de / intercam- 
biando los ejes horizontal y vertical. Si / tiene la grafica que se indica en la 
figura 2(a), 
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Este procedimiento es incomodo con los libros e imposible con encerados, 
pero afortunadamente existe otra manera de construir la grdfica de f~ l . Los 
puntos (a, b) y (b, a) son simetricos uno de otro respecto a la grdfica de I(x) — x. 
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que recibe el nombre de diagonal (fig. 4). Para obtener la grafica de f~ l hallamos 
simplemente la simetrica de la grafica de f respecto a dicha recta (fig. 5). 



A1 obtener dos veces la simetrica respecto a la diagonal volvemos al punto 
de partida; eso significa que (/ -1 ) _1 = /, lo cual es tambien evidente partiendo de 
la definition. En conjuncidn con el teorema 1, esta ecuacion tiene una consecuen- 
cia importante: si / es una funcion uno-uno, entonces tambien la funcion f~ l 
es uno-uno (puesto que (/ _1 ) _1 es una funcion). 

Hay unas cuantas manipulaciones m&s con las funciones inversas que con- 
viene que el lector conozca. Puesto que (a, b ) estd en / precisamente cuando ( b, a) 
estd en f~\ se sigue que 


b = f(a) significa lo mismo que a = f~\b). 

Asf pues, f~\b) es el (unico) niimero a tal que /(a) = b ; por ejemplo, si f(x) = x 3 , 
entonces f~ l (b) es el unico numero a tal que a 3 = b, y este niimero es, por de- 
finicidn, sfb. 

El hecho de que f~ l (x) es el numero y tal que f(y) = x puede enunciarse en 
forma mucho m£s compacta: 

HTHti) — x > para todo x del dominio de f -1 . 


Z" 1 (/(■*)) = : x, para .todo x del dominio de /; 


Adem&s, 
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esto se sigue de la ecuacidn anterior al sustituir / por f~ x . Estas dos importantes 
ecuaciones pueden escribirse en la forma 

rw-/ 


(salvo que el segundo miembro tendr& tin dominio m£s amplio si el dominio de f 
o de f~ l no es todo R). 

Puesto que muchas funciones corrientes ser&n definidas como inversas de 
otras funciones, es muy importante saber distinguir las funciones que son uno-uno. 
Hemos apuntado ya cudl es la clase de funciones m£s ttciles de tratar —las 
funciones crecientes y las decrecientes son evidentemente uno-uno—. Adem&s, si f 
es creciente, entonces / _1 es tambien creciente, y si f es decreciente, entonces /“ l 
es decreciente (la demostracion se deja para el lector). Ademds, f es creciente si 
y sdlo si —f es decreciente, un hecho que conviene recordar. 

No es ciertamente verdad que toda funcidn uno-uno sea o bien creciente o bien 
decreciente. Ya hemos mencionado un ejemplo que viene ahora dibujado en la 
figura 6: 


g(x) = 


X, 

3 , 

5 , 


x*3, 5 
AT = 5 
x — 3. 




La figura 7 hace ver que existen incluso funciones no continuas uno-uno que no 
son ni crecientes ni decrecientes. Pero si el lector intenta trazar unos cuantos di- 
bujos, se dara pronto cuenta de que toda funcion continua uno-uno, definida so- 
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bre un intervalo es o bien creciente o bien decreciente. De este hecho se puede 
dar una demostracion directa pero larga e intrincada que supone el seguimiento 
de multitud de casos (algo asi como en el problema 6 (c) del Apendice ultimo). 
La demostracion que sigue prescinde de todos estos detalles molestos, aunque es 
algo rebuscada. 

TEOREMA 2 

Si / es continua y uno a uno en un intervalo, entonces / es o bien creciente o bien 
decreciente en dicho intervalo. 

DEMOSTRACION 

Sean ao < bo dos numeros del intervalo. A1 ser / uno a uno, sabemos que 


o bien (i) /(*„) - /(«,,) > 0 

o bien (ii) f(b 0 ) - f(a 0 ) < 0. 


Supondremos que se cumple (i) y demostraremos que la misma desigualdad se 
cumple para cualesquiera a\ < b\ del intervalo, de modo que / es creciente. (Un 
razonamiento analogo haria ver que si se cumple (ii), entonces / es decreciente.) 
Sean 


x t = (1 — t)a 0 + ta\ 
yt = (1 — t)bo + tb\ 


para 0 < t < 1. 


Entonces x 0 = ao y xi = ai y todos los puntos estan entre ao y fli (Problema 4-2). 
Una proposicion analoga vale para y t . Asi pues, los x t e y t estdn todos en el do- 
minio de /. Ademas, puesto que ao < 6o y fli < b\, tenemos tambi^n 

x t < y t para 0 < t < 1. 

Consideremos ahora la funcion 

^(0 = f(yd ~ /(*,) para 0 < i < 1. 

Aplicando el teorema 6-2 resulta facil ver que g es continua en [0, 1]. Ademas 
g(t) no es nunca 0, ya que x t < yt y / es uno a uno. En consecuencia, g(t) es o 
bien positiva para todos lqs t de [0, 1] o bien negativa para todos los t de [0,1] 
(de otro modo, por el teorema de los valores intermedios seria tambien 0 en al- 
gun punto de [0, 1]). Pero g(0) > 0 por (i). Asi pues tambien g(l) > 0, lo que sig- 
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nifica que (i) se cumple tambien para d\, b\. | 

De aquf en adelante nos ocuparemos casi exclusivamente de funciones conti- 
nuas crecientes o decrecientes definidas sobre un intervalo. Si / es una de tales 
funciones, se puede decir con toda precision como va a ser el dominio de /~\ 

Supongamos primero que / es una funcion creciente continua sobre el inter¬ 
valo cerrado [a, b]. Entonces, segun el teorema de los valores intermedios, / toma 
todos los valores comprendidos entre /(a) y f(b). Por lo tanto, el dominio de / -1 
es el intervalo cerrado [/(a), fib)].. Analogamente, si / es continua y decreciente 
sobre [a, b ], entonces el dominio de / _1 es [jib), f(a)]. 

Si / es una funcion creciente continua sobre un intervalo abierto {a, b ), el an£- 
lisis se hace algo mas dificil. Para empezar, elijamos algun punto c de (a, b). 
Veremos primero cuales son los valores > /(c) tornados por /. Una posibilidad 
es que / tome valores arbitrariamente grandes (figura 8). en este caso / toma 
todos los valores > /(c), segun el teorema de los valores intermedios. Si, por otra 
parte, / no toma valores arbitrariamente grandes, entonces A = {/(*):c< x < b } 




estd acotado superiormente, de modo que A tiene una cota superior minima a 
(figura 9). Supongamos ahora que y es un numero cualquiera con /(c) < y < a. 
Entonces / toma algun valor f(x ) > y (puesto que a es la cota superior minima 
de A). Segun el teorema de los valores intermedios, / toma efectivamente el 
valor y. Observese que / no puede tomar el valor a mismo; pues si a = f{x) 
para a <x < b y elegimos t con x <t<b, entonces fit) > a, lo cual es im- 
posible. 

Exactamente los mismos razonamientos sirven para valores menores que /(c): 
o bien f toma todos los valores menores que /(c), o bien existe un numero < /(c) 
tal que / toma todos los valores comprendidos entre ft y /(c), pero no el mismo ( 3 . 

El razonamiento entero puede repetirse si / es decreciente, y si el dominio 
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de / es R o (a, oo) o (—oo, a). Resumiendo: si / es una funcidn continua cre- 
ciente cuyo dominio es un intervalo de una de las formas 

(a, b), (- oo, b), (a, oo), o R, 


entonces el dominio de f~ l es tambien un intervalo de una de dichas cuatro formas. 

Ahora, una vez concluido este an&lisis preliminar de las funciones uno-uno 
continuas, se puede uno preguntar qu6 propiedades importantes de una funcidn 
uno-uno son heredadas por su inversa. Para la continuidad no Ha y probl ema. 


TEOREMA 3 

Si f es continua y uno-uno sobre un intervalo, entonces / -1 es tambidn continua 

DEMOSTRACION 

Sabemos por el teorema 2 que / e so bien creciente o bien decreciente. Podemos 
muy bien suponer que f es creciente, ya que despues se puede tratar el otro caso 
aplicando el artificio usual de considerar — f. 

Hemos de demostrar que 


lim / \x) =/ \b) 

para todo b del dominio de f~ l . Un tal numero b es de la forma f(a ) para algun a 
del dominio de f. Para cualquier e > 0 hemos de encontrar un 8>0 tal que, 
para todo x, 

si }{a) - 8 < x < f(a) + 8, entonces a - e < /-'(x) + 

La figura 1C sugiere la manera de hallar 8 (recuerdese que al mirar de lado se 
ve la grafica de f~'): al ser 

a — £ < a < a -f- S, 

se sigue que 

f(a - e) < f{a) < f(a + e); 
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/(a) + <5 
f(a) = b 
/(a) - 6 

| a — £ a a + e 

FIGURA 10 

ponemos como 5 el mas pequeno de los numeros f(a + £) - f(a) y f{a) - f (a -£). 
La figura 10 contiene la demostracion completa de que este 8 va bien y lo que 
sigue es sencillamente una expresion verbal de la informacion contenida en dicha 
figura. 

Nuestra eleccion de 8 asegura que 

f{a - 6) < f(a ) -8 y f(a ) + 5 < /(a + £)• 

En consecuencia, si 




f(a ) — 5 < x < f{a) + 5, 

entonces 

f(a — e) < x < f(a + s). 

A1 ser / creciente, / -1 es tambien decreciente, y obtenemos 


es decir. 


nu(a - S )) < r'w < r‘(/(« + e». 

a — £ < < a + £, 


que es precisamente lo que queriamos. | 
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Una vez investigada con exito la continuidad de parece razonable abor- 
dar la derivabilidad. Otra vez se puede ver gi4ficamente cu£l es el resultado que 
deberiamos obtener. La figura 11 muestra la grafica de una funcion uno-uno / con 



una tangente L por (a, fid)). Si se refleja toda la figura a traves de la diagonal, 
se obtiene la grdfica de / _1 y la tangente L' por (/(a), a). La pendiente de L' es 
la reciproca de la pendiente de L. En otras palabras, parece ser que 


CT'Wto) 


i 

7(a) 


Esta formula puede escribirse igualmente de manera que exprese ) direc- 

tamente, para cada b del dominio de / -1 : 


(r i m 


i 

f\r i {b)) 


Contrariaihente al razonamiento usado para la continuidad, esta «demostra- 
ci6n» en imdgenes se hace algo m£s complicada al formularla analiticamente. Hay 
otro procedimiento que podria intentarse. Puesto aue sabemos que 

/(T 1 ^)) = *. 


resulta tentador demostrar la formula deseada mediante una aplicacidn de la 
regia de la cadena: 


• inn*) = i, 
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de modo que 


(rrw 


i 

nr\x)) 


Desgraciadamente, esto no es una demostracion de que / -1 es derivable, puesto 
que la regia de la cadena no puede aplicarse a no ser que se sepa ya que / -1 es 
derivable. Pero este razonamiento indica como tendra que ser () si / -1 
es derivable, y puede tambien utilizarse para obtener alguna importante infor¬ 
mation preliminar. 


TEOREMA 4 


Si / es una funcion uno-uno continua definida sobre un intervalo y /'(/ 1 (a)) = 0, 
entonces / -1 no es derivable en a. 

DEMOSTRACICN 

Tenemos 


/(rw) = x 

Si / _1 fuese derivable en a, la regia de la cadena implicaria que 

f’U-\a)) ■ (/-■)'(«) = 1 , 

de donde 

o • (/-yw = i, 


lo cual es absurdo. | 

Un ejemplo sencillo al que es aplicable el teorema 4 lo constituye la fun- 
cion f(x) = x 3 . Al ser /'(0) = 0 y 0 = / -1 (0)» la funcion / _1 no es derivable en 0 
(figura 12). 



FIGURA 12 
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Una vez vlsto donde no puede ser derivable una funcion inversa, estamos en 
condiciones para dar la demostracion rigurosa de que en todos los demas casos 
la derivada viene dada por la formula que ya hemos «deducido» de dos maneras 
diferentes. Observese que el siguiente razonamiento utiliza la continuidad de f~ l , 
que ya hemos demostrado. 

TEOREMA 5 


Sea f una funcion uno-uno continua definida sobre un intervalo, y supongamos 
que / es derivable en f~ l (b), con derivada /'(/ _1 (b))^ 0. Entonces f~ l es deriva¬ 
ble en b, y 


o mb) 


i 

nr 


DEMOSTRACION 
Sea b = f(a). Entonces 


lim f~Kb + h)~ f-\b) 


A—*o 


. lim O + *) . -* . 


A—»0 


Ahora bien, todo numero b + h del dominio de f~ l puede escribirse en la forma 

b + h = f{a + k) 

para un k linico (en rigor deberiamos poner k(h), pero nos quedaremos con k para 
mayor sencillez). Entonces 

a— o h 

- * - lim r’ifja + k))~ a 

a —>0 f{a + k) — b 

= l im - i - 

/(a + k) - f(a) 
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Evidentemente vamos por buen camino. No es dificil obtener una expresion ex- 
ph'cita de k ; al ser 

b + h = f(a + k) 

tenemos 

f-\b + h) = a + k 


o 


k = r\>> + *) - nw- 

Ahora bien, segun el teorema 3, la funcion / -1 es continua en b. Esto significa 
que k tiende hacia 0 cuando h tiende hacia 0. Al ser 


Hm -M = /'(„) = arm * 0, 


esto implica que 


(TTW = 


l 


nr\b)) 


El trabajo que hemos hecho con las funciones inversas se vera mas adelante 
ampliamente remunerado, pero aqui tenemos ya una compensacion inmediata. Para 
n impar, sea 


f n (x ) = x n para todo x ; 


para n par, sea 


fn(x) = X n , X > 0. 

Entonces f n es una funcion uno-uno continua, cuya funcion inversa es 

gn(x) = = x lln . 


Segun el teorema 5 tenemos, para x^O, 
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gn(x) 


1 

fn'ifn-Kx)) 

1 

«(/n“ 1 W ) W “ 1 

1 

n{x x,n ) n ~ l 

1_1_ 

n x x ~ (1/n) 

- . 
n 


Asi pues, si /(jc) = X s y a es un entero o el recfproco de un numero natural, en- 
tonces f'(x) = ax a ~ l . Ahora es facil comprobar que esta formula se cumple si a es 
un numero racional cualquiera: Sea a = min, donde m es un entero y n es un 
numero natural; si 

/(*) = x mln = (* 1/n ) m , 
entonces, segun la regia de la cadena, 

/'(*) = m(x lln ) m ~ l • - • x^- 1 
n 

^ — — . *[(»»/»)-(l/n)J + [(l/»)-l] 

n 

— ™ x (mln)-l' 

n 

Aunque tenemos ahora una formula para f(x) cuando f(x) = x? y a es ra¬ 
cional, el tratamiento de la funcidn /(jc) == jc° para a irracional debera ser dejado 
para m£s adelante, ya que de momento no sabemos ni siquiera cual es el signi- 
ficado de un sfmbolo tal como x^. En realidad las funciones inversas desempe- 
naran un papel central en la definition de jc* para a irracional. Efectivamente, 
en los proximos capitulos se definirdn varias funciones importantes en terminos 
de sus funciones inversas. 



332 


Derivadas e integrates 


PROBLEMAS 


1. Hallar / -1 para cada una de las / siguientes. 


(i) /(*)=* 3 + 1. 

(ii) /(*) = (x- l) 3 . 


(iv) f(x) = 


X, 

X 

racional 

-X, 

X 

irracional 

—x 2 . 

) 

* > 0 

1 - 

X 3 , 

* < 0. 


X 

5 ^ <21 , • • 


X 

= l 

ai, 

X 

= a n . 


n — 1 


(vi) fix) = x + [x]. 

(vii) fi0,aia 2 a 3 . . .) = 0,a 2 aia z .... (Estamos utilizando la represen¬ 
tation decimal.) 

(viii) fix) = , -1 < x <1. 

1 — x 2 


2. Describase la grafica de f~ l cuando 

(i) f es creciente y siempre positiva. 

(ii) f es creciente y siempre negativa. 

(iii) / es decreciente y siempre positiva. 

(iv) / es decreciente y siempre negativa. 

3. Demostrar que si / es creciente, entonces tambien lo es f~ 1 , y analogamente 
para funciones decrecientes. 

4. Si / y g son crecientes, <,lo es / + g? <,0 f-gl iO fog ? 

5* (a) Demostrar que si / y g son uno-uno entonces / ° g es tambien uno-uno. 
Hallar (f ° g)~ l en terminos de f~ l y g~ 1 . Indication: La solution no es 

t 1 ° 8 

(b) Hallar g- 1 en terminos de f~ l si g(jt) = 1 + f(x). 

Demostrar que fix) =--—- es uno-uno si y solo si ad — be ^ 0, y hallar 

cx -f- d 

/ _1 en este caso. 

7. ^En que intervalos [a, b ] seran uno-uno las siguientes funciones? 


(i) fix) = x z - 3* 2 . 
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(ii) /(*) = x 5 -f *. 

(iii) f(x) = (1 + x~) 1 . 


(iv) /(*) = 


x + 1 
a 2 + 1* 


8. Supongase que / es derivable, siendo la derivada f'(x) = (1 + x 3 ) 1/2 . Demos- 

trar que g=f~ l satisface g"(x) = 3g(xf/2. 

9 . Supongamos que f es una funcidn uno-uno y que f~ l tiene una derivada 

que no es 0 en ningun punto. Demostrar que / es derivable. Indicacion: 

Existe una demostracion inmediata. 

10. En el Problema 10-17 se definio la derivada de Schwarz. 

(a) Demostrar que si existe £>/(x) para todo x, entonces existe tambien ^f\x) 
para todo x en el dominio de f~ l . 

(b) Hallar una formula para D/^x). 

*11. (a) Demostrar que existe una funcion derivable / tal que [/(x)] 3 + /(x) + x = 0 
para todo x. Indicacion: Demostrar que / puede expresarse como fun¬ 
cion inversa. La manera mds facil de hacer esto consiste en hallar f~ l . 
Y la manera mis flcil de hacer esto es poniendo x = 

(b) Hallar f en terminos de /, aplicando un teorema apropiado de este 
capitulo. 

(c) Hallar f de otra manera, derivando simplemente la ecuacion que de¬ 
fine f. 


I. a funcion del problema 11 se dice a menudo que estl definida implicitamente 
por la ecuacion y 5 + y 4- x — 0. Sin embargo, el caso de esta ecuacion es espe¬ 
cial del todo. Segun indica el proximo problema, una ecuacion no define por lo 
general una funcion implicitamente sobre toda la recta, y en algunas regiones 
puede estar definida implicitamente mas de una funcion. 

12. (a) iCulles son las dos funciones derivables f definidas implicitamente so¬ 
bre (—1, 1) por la ecuacion x 2 + y 2 = 1, es decir, que satisfacen 
x 2 + [fix)] 2 = 1 para todo x de (—1, 1)? Obslrvese que no existen so- 
luciones definidas fuera de [—1, 1]. ^ 

(b) iCulles son , las funciones / que satisfacen x 2 + [/(x)] 2 == —1? 

♦(c) ^Culles son las funciones derivables / que satisfacen [/(x)] 3 — 3/(x) = x? 
Indicacion: Seri util dibujar primero la grifica de la funcidn g(x) = 

X 3 —3X. 

En general, la determinacion de los intervales sobre los cuales una funcidn 
derivable queda definida implicitamente mediante una ecuacidn particular puede 
resultar un asunto delicado, y se estudia mejor dentro del contexto del cilculo 
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infinitesimal avanzado. Sin embargo, si suponemos que / es una solucion deriva¬ 
ble, entonces puede deducirse una formula para /'(*), exactamente lo mismo que 
en el problema 11 (c), derivando ambos miembros de la ecuacidn que define / 
(proceso conocido por «derivacion implicita*): 

13. (a) Aplicar este metodo a la ecuacion [/(jc)] 2 + jc 2 = 1. Obsdrvese que la 

solucion encerrard /(jc); esto era de esperar, puesto que existe mds de 
una funcion definida implicitamente por la ecuacion y 2 + jc 2 = 1. 

(b) Compruebese con todo que la solucion va bien para las dos funciones / 
halladas en el problema 12(a). 

(c) Aplicar este mismo metodo a [/(jc)] 3 — 3/(jc) = jc. 

14. (a) Por medio de la derivation implicita hallar f'(x) y f”(x) para las funcio¬ 

nes / definidas implicitamente mediante la ecuacion jc 3 + y 3 = 7. 

(b) Una de estas funciones / satisface /(-l) = 2. Para esta/hallar /'(-l) y 

n-i). 

15. El conjunto de todos los puntos ( x, y ) tales que 3jc 3 + 4jc 2 y - xy 2 + 2y 3 = 4 
forma una cierta curva del piano. Hallar la ecuacion de la tangente a esta cur- 
va en el punto (-1, 1). 

16. La notacion de Leibniz es particularmente adecuada para la derivacidn im¬ 
plicita. A1 ser usado con tanta consistencia y como abreviacion para /(jc), 
la ecuacion en jc e y que define / implicitamente representara automdtica- 
mente la ecuacion que ha de satisfacer /. i Como se escribiria el siguiente 
calculo en nuestra notacion? 

y 4 + y 3 + xy = 1, 
ax ax ax 

d l = -y 

dx 4y 3 + 3y 2 jc 

17. A1 entrar en juego la notacion de Leibniz, debe mencionarse la notacidn de 
Leibniz para derivadas de funciones inversas. Si dy/dx denota la derivada 
de /, entonces la derivada de f~ l es designada por dx/dy. Escribase el teo- 
rema 5 con esta notacion. La ecuacion resultante hara ver otra razon de 
por que la notacion de Leibniz tiene tantos partidarios. Explicard tambien 
en que punto ha de calcularse (/“*)' cuando se usa la notacion dx/dy. ^Cual 
es el significado del siguiente calculo? 
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y\ 

x lln , 

dy = _J_ = 1 

dx dx rry n_1 
dy 

18. Supongamos que / es una funcidn uno-uno derivable, con derivada que no 
se anula en ningun punto, y que / = F'. Sea G(ar) = xf~\x )— F{j~\x)). De- 
mostrar que G\x ) = f~\x). (Prescindiendo de detalles, este problema nos da 
a conocer un hecho muy interesante: Si tenemos una funcion cuya derivada 
es /, entonces tambien tendremos una cuya derivada es / -1 . Pero £cdmo sera 
posible obtener la funcion G? Se indican dos maneras diferentes en los 
problemas 14-18 y 18-15.) 

19. Supongamos que h es una funcion tal que h\x) = sen 2 (sen(x + 1)) y h{ 0) = 3. 
Hallar 

(i) 

(ii) (0~ l )'(3), donde fi(x). = h(x + 1). 

20. Hallar una formula para (J~ l )"(x). 

*21. Demostrar que si existe f*Xf~ l (x)), y es distinta de 0, entonces existe (T 1 )^*). 

22. (a) Demostrar que una funcidn creciente y una decreciente se cortan a lo 
sumo en un punto. 

(b) Hallar dos funciones crecientes continuas f y g tales que f{x) = g(x) pre- 
cisamente para x enteros. 

(c) Hallar una funcidn creciente continua f y una funcidn decreciente con- 
tinua g, definidas sobre R y que no se corten en ningun punto. 

*23. (a) Si / es una funcidn continua sobre R y / = / _I , demostrar que existe por 
lo menos un x tal que f{x) = x. (^.Cual es el significado geometrico de 
la condicidn / = / -1 ?) 

(b) Dense varios ejemplos de funciones continuas f tales que f = f~ l y 
fix) = x para un jc y sdlo uno. Indicacion: Pruebese con una / decre¬ 
ciente y recuerdese la interpretacion geometrica. Una posibilidad es 
/(*) = -*. 

(c) Demostrar que si / es una funcidn creciente tal que / = /“*, entonces 
fix) — x para todo x. Indicacion: Aunque la interpretacidn geometrica 
convencerl inmediatamente, la demostracion mas sencilla (unas dos lineas) 
consiste en excluir las posibilidades fix) < x y fix) > x. 

*24. iQud funciones tienen la propiedad de que su grdfica sigue siendo la grdfica 


x = 

y = 

dx l < n _ 
dx 
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de una funcion despues de reflejada a traves de la grafica de —/ (la «anti- 
diagonal®)? 

25. Una funcion / es no decreciente si /(x) < f(y) siempre que x < y. (Para ser 
mas precisos deberiamos estipular que el dominio de / fuera un intervalo.) 
De manera andloga se define una funcion no creciente. Advertencia: Algu- 
nos autores usan acreciente® en vez de «no decreciente®, y aestrictamente 
creciente® en vez de nuestro «creciente». 

(a) Demostrar que si / es no decreciente, pero no es creciente, entonces f es 
constante sobre algun intervalo. (Evitense los involuntarios equivocos: 
no es lo mismo decir que una funcion a no es creciente® que decir que 
es «no creciente®.) 

(b) Demostrar que si / es derivable y no creciente, entonces f(x) > 0 para 
todo x. 

(c) Demostrar que si f\x) > 0 para todo x, entonces / es no decreciente. 
*26. (a) Supongamos que f{x) > 0 para todo x y que / es decreciente. Demostrar 

que existe una funcion decreciente continua g tal que 0 < g(x) < f(x) 
para todo x. 

(b) Demostrar que podemos incluso hacer que g satisfaga lim g(x)lf(x) — 0. 

te—too 

APENDICE. REPRESENTACION PARAMETRICA DE CURVAS 

El material de este capitulo sirve para destacar algo que ya hemos hecho notar 
hace tiempo: una curva perfecta de buen ver no tiene por que ser la grafica de 
una funcion (figura 1). Dicho de otro modo, puede que no sea posible describirla 
como conjunto de todos los puntos (x, /(x)). Quiza pudieramos describir la curva 
como conjunto de todos los puntos (/(x), x); por ejemplo, la curva de la figura 1 



FIGURA 1 
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es el conjunto de todos los puntos (x 2 , x). Pero ni siquiera este truco da resulta- 
do en la mayoria de los casos. No nos permite describir la cireunferencia forma- 
da por todos los puntos (x, y ) que satisfacen x 2 + y 2 = 1 y no nos sirve para des¬ 
cribir una curva como la de la figura 2. 



El modo mas sencillo de describir curvas, en general, se apoya en la concep- 
ci6n fisica de una curva como trayectoria de una particula que se mueve en el pia¬ 
no. En cada instante /, la particula se halla en un cicrto punto que tiene dos coor- 
denadas; para significar la dependencia de estas coordenadas del tiempo t las po- 
demos designar por u(t) y v(t). Nos quedamos de este modo con dos funciones. Re- 
ciprocamente, dadas dos funciones u y v, podemos concebir la curva como cons- 
tituida por todos los puntos (u(t), v(/)). De esta curva se dice que est£ represen- 
tada parametricamente por u y v y el par de funciones u, v se dice que es una re¬ 
presentation parametrica de la curva. La curva representada parametricamente 
por u y v cpnsiste pues en la totalidad de los pares (x, y) con x = u(t) e y - v(t). 
Se la suele describir brevemente como «ia curva x = u(t), y - v(/)». Observese que 
es siempre posible describir parametricamente la grafica de una funcion / como 
la curva x = t, y 

Incluso en casos en que una curva sea la grafica de una funcidn, puede resul- 
tar mas sencillo obtenerla mediante una descripcion parametrica. Como ejemplo 
vamos a examinar la cicloide, una de las curvas mas famosas en matematicas. Se 
define esta curva como la trayectoria de un punto situado en el borde de una rue- 
da rotatoria de radio a, Podra el lector observar una hermosa cicloide si pega un 
reflector a la llanta de una rueda de bicicleta y consigue que un amigo pase len- 
tamente, montado en ella, de noche, por delante de las luces de su automovil. A 
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falta de automovil, bicicleta o complaciente amigo puede observar la figura 3. 



Para describir la cicloide en forma parametrica, sean u(t) y v(/) las coordena- 
das del punto del borde de la rueda cuando esta ha rodado un angulo t. Vamos 
a medir t en radianes (capitulo 15) de modo que el arco del borde de la rueda 
que va de P a Q en la figura 4 tiene una longitud at. Puesto que la rueda va ro- 



dando sin deslizamiento, at es tambien la distancia de 0 a Q. Con esto resulta fa- 
cil ver que la representation parametrica de la curva es 

u{t) = a(t - sen t ) 
v(t ) = a( 1 - cos t ) 

En la figura 5 se pueden ver las curvas que se obtienen cuando la distancia 
del punto al centro de la rueda es (a) menor que el radio o (b) mayor que el ra¬ 
dio. En este ultimo caso la curva no es la grafica de ninguna funcion; en ciertos 
instantes el movimiento del punto es hacia atras a pesar de que la rueda se mue- 
va hacia adelante. En la figura 3 hemos dibujado la cicloide como grafica de una 
funcion, pero el lector podra preguntarse por que estamos tan seguros de que lo 
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FIGURA 5 


sea. La justification de esto es muy sencilla. A1 ser 

u \t) = a( 1 - cos /) > 0 

la funcion u es creciente, de modo que para un x cualquiera existe un valor unico 
de / para el cual es x = u(t), a saber / = 

As! pues, el unico punto de la cicloide con x como primera coordenada es el punto 

(Xy v(u~'(x))). 

Dicho de otto modo, la cicloide es la grafica de/= v ° u~\ 

No existe modo alguno de obtener / explicitamente mediante una formula (el 
maximo logro en este sentido puede verse en el problema 6), pero todo lo que la 
formula pudiera dar es posible obtenerlo a traves de la representation parametri- 
ca. Por ejemplo, el primero de los problemas que siguen proporciona la manera 
de obtener las tangentes a la cicloide. 


PROBLEMAS 


1. Sea x— u(t), y— v(t) una representation paramctrica de una curva, y sjpon- 
gase que u es biunivoca en un interval©, de modo que parte dc la curva cs 
la grafica dc/= v° 

(a) Demostrar que cn cl punto x = u(t) sc tienc 


fix) 


"'(/) 

»'(/) 
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Con la notacion de Leibnitz se puede dar a esto una expresion muy suges- 
tiva en la forma dy 

dy _ dt 
dx dx 
dt 

(b) Se tiene tambien 


r(x) = u'U)v"U) - v'(t)u"(l) 

mjy 


2. Sea / una funcion definida en forma implicita mediante la ecuacion 
x 2/i + y 2n = 1. Hallar f'(x) de dos maneras: 

(i) Derivando implicitamente 

(ii) Considerando la representacion parametrica x = cos 3 t, y = sen 3 t. 

3. Sea x = u{t), y = v(t ) la representacion parametrica de una curva, siendo u y 
v derivables, y sea P = (x 0 , yo) un punto del piano. Demostrar que si Q =(«(/), 
v(/))es el punto de la curva mas proximo a (x 0 , yo) entonces la recta que une 
P con Q es perpendicular a la tangente a la curva en Q (Figura 6). Lo mis- 
mo ocurre si Q es un punto para el que la distancia de P a Q alcanza un maxi- 
mo relativo. 



En el apendice al capitulo 4 hemos estudiado la grafica de una funcion en coor- 
denadas polares. Es aqui oportuno destacar que esto no es otra cosa que un ejem- 
plo particular de representacion parametrica de una curva: 

x = /(d) cos 6, y — f(d) sen 8. 

4. fa) Demostrar que para la grafica dc / cn coordcnadas polares, la pen- 
diente dc la tangente cn cl punto dc coordcnadas polares (J (()), 0) es 
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f($) cos 0 -f /'(0) sen 6 
—f(d) sen 6 -f f'(8) cos 0 

(b) Demostrar que si f{6) — 0 y / es derivable en 0, entonces la recta por 
el origen que forma un angulo 0 con el eje horizontal positivo es tan- 
gente a la grafica de / en coordenadas polares. Con ayuda de este re- 
sultado afiadase algunos detalles a la grafica de la espiral de Arquime- 
des del apendice al capitulo 4, asi como a las graficas de los proble- 
mas 3 y 7 del tnismo apendice. 

(c) Supongase que el punto de coordenadas polares (/(0), 6) dista mas del 
origen 0 que cualquier otro punto de la grafica de /. ^Que se puede de- 
cir acerca de la tangente a la grafica en este punto? Comparese con el 
problema 3. 



FIGURA 7 


(d) Supdngase que la tangente a la grdfica de / en el punto de coordena¬ 
das polares (/(0), 0) forma un angulo a con el eje horizontal (figura 7), 
de tal modo que a - 0 es el angulo que la tangente forma con el rayo 
que une 0 con el punto considerado. Demostrar que 

tg (« ~ 0) ~ 

En el Problema S del apendice al capitulo 4 hemos visto que la car- 


5. (a) 
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dioide r = 1 - sen 0 se puede describir tambien mediante la ecuacion 
(x 2 + y 2 + y) 2 = x 2 + y 2 . Hallar la pendiente de la tangente en un pun- 
to de la cardioide de dos maneras: 

(i) Derivando implicitamente 

(ii) Utilizando el problema anterior. 

(b) Comprobar que las tangentes en el origen son verticales, tal como apa- 
rece en la figura 8. 



FIGURA 8 


En este problema entran en juego las funciones trigonometricas inversas y 
sus propiedades (capitulo 15). 

(a) Sea x = u(t), y = v(t) la representacion parametrica de la cicloide. De- 
mostrar que 

u(t) = a arccos --—- ± \/[2a — i»(/)]y(/). 

a 

Ayuda: Despejar primero t en funcion de v(?). 

(b) La primera mitad del primer arco de la cicloide es la grafica de g \ sien- 
do 

g(y) = a arccos --- — V (2a — y)y. 

Sean u y v continuas en [a, b ] y derivables en (a, b)\ entonces u y v propor- 
cionan la representacion parametrica de una curva desde P = (u(a), u(b)) has- 
ta Q — (v(fl), v(Z?)). Geometricamente parece claro que en algun punto de la 



Funciones inversas 


343 



curva (figura 9) la tangente sera paralela al segmento rectilineo que une P 
con Q. Demostrar esto analiticamente. Indication: Este problema propor- 
cionara una interpretation geometrica de uno de los teoremas del capitulo 11. 



CAP1TULO 


13 

INTEGRALES 


La derivada no despliega toda su fuerza hasta que se alfa con la «integral*, el 
segundo concepto fundamental de la parte III. A1 principio, lo acabado de decir 
puede parecer totalmente una digresion, puesto que en este capftulo las derivada; 
no aparecen ni una sola vez. El estudio de las integrates requiem una preparacidr 
larga, pero una vez hecho este trabajo preliminar, las integrates constituyen ur 
instrumento de valor incalculable para construir nuevas funciones, y la derivada 
volverd a aparecer, mds poderosa que nunca, en el capftulo 14. 

Aunque sera necesario definiria de forma esencialmente complicada, la integral 
viene a formalizar un concepto sencillo, intuitivo: el de drea. Ahora ya no nos 
debe causar sorpresa el encontrarnos con que la definicidn de un concepto intui¬ 
tivo puede presentar grandes dificultades y ciertamente el «drea» no es ninguna 
excepcion a esto. 

En geometria elemental se deducen fdrmulas para las dreas de muchas figuras 
planas, pero un poco de reflexidn hace ver que raramente se da una definicidn 
aceptable de drea. El drea de una region se define a veces como el numero de 
cuadrados de lado unidad que caben en la region. Pero esta definicidn es total¬ 
mente inadecuada paira todas las regioncs con excepcidn de las mds simples. Por 
ejemplo, el cfrculo de radio 1 tiene por drea el numero irracional n, pero no estd 
claro en absbluto cudl es el significado de «*r cuadrados*. Incluso si consideramos 
un cfrculo de radio l/v^~cuya drea es 1, resulta diffcil explicar de qud manera un 
cuadrado unidad puede llenar este cfrculo, ya que no parece posible dividir el cua- 


345 



346 


Derivadas e integrales 


drado unidad en pedazos que puedan ser yuxtapuestos de manera que formen 
un circulo. 

En este capftulo intentaremos solamente definir el area de algunas regiones 
muy especiales (figura 1): aquellas que estdn limitadas por el eje horizontal, las 



FIGURA 1 FIGURA 2 


verticales por (a, 0) y {b, 0), y la grafica de una funcion / tal que f(x) > 0 para 
todo jc de [a, b]. Conviene denotar esta region por R(j, a, b ). Observese que estas 
regiones incluyen rectangulos y triangulos, asi como muchas otras figuras geome- 
tricas importantes. 

El numero que asignaremos eventualmente como drea de R(f, a, b ) recibird el 
nombre de integral de / sobre [a, b]. En realidad, la integral se definird tambidn 
para funciones / que no satisfacen la condition /(jc) > 0 para todo x de [a, b]. 
Si / es la funcion dibujada en la figura 2, la integral represen tard la diferencia 
entre las dreas de las regiones de sombreado claro y de sombreado fuerte («drea 
algebraical de R(f, a, b)). 

La idea que ampara la definition que vamos a dar se indica en la figura 3. 
El intervalo [a, b] ha sido dividido en cuatro subintervalos 

fob *l] ^2] ^3] [^ 3 , £4] 

por medio de numeros t 0 , ti, h, h, U con 

a = to < t\ <C tz <C £3 t\ = b 

(la numeration de los subindices empieza por 0 de modo que el subfndice mds 
grande serd igual al numero de subintervalos). 

Sobre el primer intervalo [/„, fj la funcion / tiene el valor minimo m 1 y el 
valor mdximo M x ; andlogamente, sea el valor mmirno y Mj el valor mdximo 
de / sobre el intervalo i-esimo [U_ lt /*!- La suma 
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« = /» /, l, t t / 4 = b 


FIGURA 3 

s = mi(h — / 0 ) + — *1) + — t%) + w 4 (/ 4 — /,) 

representa cl drea total de los rectangulos que quedan dentro dc la regidn Rif, a, b ), 
mientras que la suma 

S = M\(t\ — to) -f* Mi{t t — <i) 4 * Mz(tz '—*■ tz ) 4 * M t (ti — /*) 

rcpresenta cl dica total dc los rcctdngulos que conticnen la icgidn R(f, a, b). El 
principio que nos va a guiar en nuestro intento de definir el drea A de R(f, a, b) 
serd la obscrvacidn de que A debe satisfacer 

s < A y A < S, 

y que esto debe ser verdad, cualquiera que sea la divisidn que se haga del inter - 
valo [a, b]. Es de esperar que estas condiciones determinen A. En las definiciones 
siguientes empezamos a formalizar estos comentarios y a eliminar al gunas de las 
suposiciones implicitas contenidas en los mismos. 

DEFINICI6N 


Sea a < b. Recibe d nombre de partlcidn del intervalo [a, b] toda coleocidn 
finita de puntos de [a, b], de los cuales uno es a y otro es b. 

Los puntos de una particidn pueden ser numerados t 0 , .... t n de manera que 

a — to < h < * * < tn -1 <tn = b; 

supondremos siempre que se ha dado una numeracidn de este tipo. 
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DEFINICION 


Supongamos que / es acotada sobre [a, b] y P = {t 0 , .... es una particion 
de [a, b ]. Sea 

rrii = inf {/(*): 4_i.< x < /»}, 

Mi = sup {/(*): i <*</»•}. 

La suma inferior de / para P, designada por L(f, P '), se define poniendo 

n 

L(f , P) = ^ - 4-i). 

i = 1 

La suma superior de / para P, designada por U(j, P), se define poniendo 

n 

£/(/, P) = ^ - (.-■)• 

i = l 


Las sumas inferior y superior corresponden a las sumas s y 5 del ejemplo anterior; 
se supone que representan las areas totales de los rectangulos que quedan por 
debajo y por encima de la grafica de /. Observese, sin embargo, que, a pesar de 
la motivacion geometrica, estas sumas han sido definidas sin recurrir al concepto 
de «area». 

Hay dos detalles de esta definicion que merecen un comentario. La condicion 
de que / este acotada sobre [a, b] es esencial para que los mi y Mi queden defini- 
dos, Observese tambien que fue necesario definir los numeros y Mj como 
mfimos y supremos, en vez de como minimos y maximos, ya que no se exigio 
que / fuese continua. 

Una cosa es evidente en relacion con las sumas inferiores v superiores: Si P es 
una particion cualquiera, entonces 

L(f, P) < U(f, P ), 

puesto que 

n 

L(f, P) = ^ mi(ti - t {—!), 

1 = 1 
n 

U(f, P) - y M.iu - U-1), 

t = l 


Las letras L y V corresponden a las iniciales de las palabras inglesas Lower (inferior) y Upper 
(superior) respectivamente. (Nota del traductor.) 
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y para cada i tenemos 

niiiti - ti _j) < Mi(ti - 4-i)• 

Por otra parte, deberia cumplirse otra cosa menos evidente: Si P x y P 2 son 
dos particiones cualesquiera de [a, b], entonces deberia darse el caso de que 

m, Pi) < u(f, p 2 ), 


puesto que L{f, P x ) deberia ser < area R(f, a, b), y U(f, P 2 ) deberia ser ^ area 
Rif, a, b). Esta observacion no demuestra nada (puesto que el «£rea de R(f, a, b)» 
no ha sido todavia ni siquiera definida), pero si indica que si hemos de abrigar 
alguna esperanza de poder definir el area de R(f, a, b ), lo primero que hemos de 
conseguir ha de ser una demostracion de que L(f, P x )^ U(f, P 2 ). La demostracion 
que vamos a dar depende de un lema referente al comportamiento de las sumas 
inferiores y superiores al anadir mas puntos a una particion. En la figura 4 la 



FIGURA 4 


particion P contiene los puntos en negro, y Q contiene los puntos en negro y los 
puntos en gris. La figura indica que los rectangulos correspondientes a la parti- 
cidn Q constituyen una aproximacidn mejor a la regidn R(f, a, b) que los corres- 
pondientes a la particion original P. Para ser mis precisos: 
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LEMA 

Si Q contiene P (es decir, si todos los puntos de P estan tambien en Q), entonces 

L(f, P) < L(f , Q), 

U(J, P) > U{f , Q). 


DEMOSTRACI6N 

Consideremos primero el caso especial (figura 5) en que Q contiene exactamente 
un punto mas que P: 

P = { 4> • • • » in } j 

Q = {*0, • • • , 4—lj U, 4> . . . j } > 

donde 

a = t 0 < ti < * ' * < 4—i < « < tk < ‘ ' ‘ < t n = b. 



m! = inf {/(*): 4-i < x < m}, 
m" = inf {/(*): u < x < 4}- 


Entonces 


£(/, P) = ^ — k- 1 )* 

»=i 

*-i v 1 

L(fy Q) = y rriiiii — t»_i) + m'(u — tk-i ) + m"(t k — u) + £ m i(k ~ k- 1 )- 
i *=*+1 
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Para demostrar L(f, P) < UJ, Q) basta, por lo tanto, probar quc 

™k(tk — 4-i) < m'(u — /*_i) + m"(t k — u). 

Ahora bien, cl conjunto {/(at) : contiene todos los numeros dc 

ifi x ) : tk-i — •* — y posiblemente otros mds pcquenos, de modo quc cl infimo 
del primer conjunto es menor o igual que cl fnfimo del segundo; asi piles 

m k < m\ 


Andlogamente, 


m k < m". 


Por lo tanto, 

ffikUk — tk-i) = m k (u — 4_i) + m k (t k — u) < m'(u — t^i) + m"{t k — u). 

Esto demuestra, cn este caso especial, que UJ, P) < L{j, Q). La demostracidn 
de U(f, P) > U(f, Q) es andloga y se deja para el lector como ^•*« s cio Moil, pero 
importante. 

El caso general puede ahora deducirse Mcilmente. La particidn Q puede obte- 
nerse a partir de P anadiendo un punto cada vez; en otras palabras, existe imu 
sucesidn de particiones 


P = Pu P*, - P m = Q 

tales que P f+l contiene exactamente un punto m£s que P f . Entonces 


£(/. P) = £(/, Pi) < L(J, /’,)<•••< L(f, P.) - L(f, Q), 


y 


U{f> P) = U(f } Pt) > U(f, P t ) > • • • > U(f, P a ) = U(f, Q). I 

El teorema que queremos demostrar es una consecuencia sencilla de este iema. 
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TEOREMA 1 

Sean P x y P 2 particiones de [a, b ], y sea / una funcion acotada sobre [a, 6]. Entonces 

L(f, P 1 ) < U(f, P 2 ). 


DEMOSTRACI6N 

Existe una particion P que contiene a la vez a P t y P 2 (P puede ser la que consiste 
en los puntos de P x y P 2 ). Segun el lema, 

L(f, Pi) < L(f> P) < U(f, P) < U(f, ft). | 

Del teorema 1 se sigue que cualquier suma superior U(f, F) es una cota supe¬ 
rior para el conjunto de todas las sumas inferiores L{j, P). En consecuencia, cual¬ 
quier suma superior U(f, P') es mayor o igual que la cota superior minima de 
todas las sumas inferiores: 

sup { L(f, P): P es una particion de [a, 6]} < U(f, P'), 

para todo P'. Esto significa a su vez que sup {L(/, P)} es una cota inferior para 
el conjunto de todas las sumas superiores de f. En consecuencia, 

sup {L(f, P)} < inf {£/(/, P)}. 

Estd claro que tanto uno como otro de estos numeros est&n entre la suma inferior 
y la suma superior de f para todas las particiones: 

Lif, ft) <sup{L(/,ft! < U(f,F), 

L{f,n < inf j U(f,P)) < U(f,P’), 

para todas las particiones F. 

Puede ocurrir muy bien que 

sup {L{f, ft I = inf { U(f,P}; 

en este caso, este es el unico numero entre la suma inferior y la suma superior 
de f para todas las particiones, y este numero es en consecuencia un candidato 
ideal para el area de R(J, a, b ). Por otra parte, si 

sup [Lif, ft| < inf {U{f, ft), 
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entonces todo numero x comprendido entre sup {L(f, P )} e inf [U(f, P )} satisfard 

L(/>n <*< u(f,p') 

para todas las particiones P\ 

Dista mucho de estar claro cuales son precisamente los casos en que tal confu- 
siva superabundancia sc presentara. Los siguientes dos ejemplos, aunque no tan 
interesantes como muehos que aparecerdn pronto, hacen ver que son posibles los 
dos fenomenos. 

Supongamos en primer lugar que f{x) = c para todo x de [a, b ] (figura 6). 
Si P = {/ 0 .*»} es una particidn cualquiera de [a, b], entonces 


mi = Mi = c, 


de manera que 


n 

L(fy P) = y c(ti - <i_i) = c(b — a), 

i-1 

n 

U(f, P) = £ c{ti - ti^i) = c{b - a). 


«-i 



/<*) - c 








' s" 

««<» <i li l»_i /„■« 4 


FIGURA 6 

En este caso todas las sumas inferiores y las sumas superiores son iguales, y 
sup (£(/, P )} ** inf {£/(/, P)} ** c(b — a). 
Consideremos ahora (figura 7 ) la funcidn f definida por 


fix) “ J 


x irracional 
* racional. 
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Si P = {/ 0 . .... t n ) es una particion cualquiera, entonces 

nii — 0, puesto que existe un numero irracional en [/*_!, fj. 


y 


Mi — 1, puesto que existe un numero racional en /<]. 


Por lo tanto. 


if/, P) = y O' (/,- - = o, 

i = l 
n 

£/(/, f) = y 1' (4 - 4-1) = 4 - <2. 
» = 1 



• 

• 

* • 


• • 

* • 


a = 

5T< 

i < 

* u 

-1 tn 



FIGURA 7 


Asf, pues, en este caso ciertamente no es verdad que sup { L(f, P)} =inf {U(f, F)}. 
El principio sobre el cual se tuvo que basar la definicion de drea no nos suministra 
una informacion suficiente para determinar un drea especffica R(j, a, b)\ cual- 
quier numero entre 0 y b — a parece ir igual de bien. Por otra parte, la regidn 
Rif, a, b ) es tan extrana que estamos justificados a renunciar a asignarle un drea. 
De hecho, podemos afirmar, con mds generalidad, que siempre que 

sup \L(f,P)} ^ inf {£/(/,/>)}, 

la region Rif, a, b) es demasiado irrazonable para merecer que se le asigne un area. 
Como parece desprenderse de nuestro recurso a la palabra «irrazonable», nos dis- 
ponemos a vestir nuestra ignorancia con una terminologia. 
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Una funcidn f acotada sobre [a, b] es integrable sobre [a, b] si 

sup {L(f, P): P es una particion de [a, b]} = 

= inf {£/(/, P): P es una particidn de [a, b]). 

En este caso, este numero comun recibe el nombre de integral de f sobre [a, b ] 
y se denota por 


(El simbolo J recibe el nombre de signo integral y en su origen era una s alar- 
gada, por «suma»; los mimeros ay b reciben el nombre de limites de integra- 

cidn inferior y superior.) La integral j f recibe el nombre de Area de R(f, a, b) 
cuando fix) > 0 para todo jc de [a, b]. 


Si / es integrable, entonces segun esta definicidn, 

L(f, P) < j f < U{f, P) para todas las particiones P de [a, b\. 

Adem&s j 6 / es el unico numero con esta propiedad. 

Esta definici6n unicamente prepara, pero no resuelve, el problema planteado 
antes: no sabemos cuales funciones son integrables (ni tampoco sabemos como 
hallar la integral de / sobre [a, b] cuando f es integrable). De momento conocemos 
solamente dos ejemplos: 

(1) si f(x) = c, entonces f es integrable sobre [a, b] y j f = c-{b — a). 
(Obs£rvese que esta integral asigna al rectdngulo el Area sabida.) 

(2) si f(x) = J j ’ * radona!^ entonces / n0 es *a te ff»We sobre [a, b). 
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Daremos algunos ejemplos m£s antes de proseguir en el estudio de estos pro- 
blemas. Sin embargo, incluso para estos ejemplos, resulta conveniente tener expli- 
citamente expresado el siguiente criterio sencillo de integrabilidad. 

TEOREMA 2 

Si / estd acotada sobre [a, b], entonces / es integrable sobre [a, b ] si y solo si para 
todo e > 0 existe una particion P de [a, b] tal que 

£/(/, P) - L(f, P) < s. 


DEMOSTRACI6N 

Supongamos en primer lugar que para todo e > 0 existe una particion P con 

U(f, P) - L(f, p ) < e. 


A1 ser 


inf {£/(/, P')) < U(f, P), 
sup {£(/, P')} > L(f, P), 

se sigue que 

inf {U(f,P')\ - sup {£(/, P')\ < £• 

Puesto que esto se cumple para todo e > 0, se sigue que 
sup {£(/, P')} = inf {£/(/, P')}; 

por definicidn, / es, pues, integrable. La demostracion del enunciado inverso es 
parecida. Si / es integrable, entonces 

sup { L{f , P)} = inf { U(f, P)J. 

Esto significa que para todo e > 0 existen particiones P f , P" con 


U(f, P") - L(f, P f ) < e. 
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Sea P una partition que contiene a la vez P' y P". Entonces, segun el lema, 

U(J, P) < U(f, />"), 

L(f, P) > L(f, P'); 

en consecuencia, 

U(J, P) ~ L(f, P) < U(f , P") - L(f , PO < 6* I 


Aunque la mecdnica de la demostracion ocupa poco espacio, conviene que 
quede claro que el teorema 2 equivale solamente a expresar de otro modo la defi- 
nicion de integrabilidad. Sin embargo se trata de una expresion muy conveniente 
puesto que en ella no se mencionan los supremos y los infimos, que muchas veces 
son diffciles de manejar. El proximo ejemplo ilustra este punto y sirve tambien 
como una buena introduccion al tipo de razonamiento requerido por la cornpli- 
cada definition de integral, incluso en situaciones muy sencillas. 

Sea / definido sobre [0, 2] por 


fix) = 


0, X 7* 1 

1, X = 1. 


Supongase que P = {/ 0 , .... t n ] es una particion de [0, 2] con 


//_!<!< tj 




n 



h 

.it t 

i 2 


FIGURA 8 

(vease la figura 8). Entonces 

/«i = M» = 0 si i ^ j, 

pero 


m } - 0 y 


Mj = 1 . 
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Puesto que 


£(/> F) 
U(f, P) 


tenemos 


y-i 


X »!,■(/,• — i) + my(fy — //_i) + ^ — t{ — 1 ), 

=i i-y+i 

— 1 n 

2 — ti-i) 4- Mj{tj - tj-i) + 2 


»-i 


»-y+i 


£/(/, - £(/, />) = *,• - tj- 1. 


Esto indica ciertamente que / es integrable; para obtener una particion P cQn 

U(f, P) - L(f , P) < e, 

hace falta solamente elegir una particidn con 

*y_i < 1 < tj y < 6. 


A-demds, estd claro que 

L(f, P) < 0 < £/(/, P) para todas las particiones P. 

Puesto que / es integrable, existe solamente un numero entre todas las sumas infe- 
riores y superiores, a saber, la integral de f, de modo que 


Aunque la discontinued de f fue la responsable de las dificultades de este 
ejemplo, surgen problemas incluso peores para funciones continuas muy sencillas. 
Por ejemplo, sea f(x) = x, y para mayor sencillez consideremos un intervalo [0, b], 
donde b > 0. Si P = {t 0 , .... t n ) es una particion de [0, b], entonces (figura 9) 

mi = ti-i y Mi = t{ 


y por lo tanto 
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n 

■£(/> P) — ^ /<_i) 

»-i 

= toiti — to) 4 " tx{t% ■— ti) 4 - * * * 4 ~ t n —i(t n t n — 1), 

•» 

uv, p) = y u(k - <i-.) 

*-i 

= /l(^l —■ to) 4" ti(t% fi) 4” * * * 4" t n (t n In— l)* 



Ninguna de estas fdrmulas es particularmente llamativa, pcro las dos sc simpli- 
fican considerablemente para particioncs P n = Uo» • ••» U) cn n subintervalos igua- 
les. En cstc caso. la longitud U — f|_ t de cada intcrvalo cs b/n, dc modo quc 


h = 0 , 

, b 

ti = -* 
n 

2b 

^ = —> etc; 
n 


en general. 


ib 

ti = — 
n 


Entonces 
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L(f, />„) = s - <-i) 

t'-=l 


- (§>)S- 


Recordando la fdmrula 


esto puede escribirse 


Andlogamente, 


i+ w±i>, 

2 


US, K) = z 

2 rr 

= n ~ 1 b2 
n 2 


» 

U(f, Pi) = V <i«( - <i-i) 

>'=i 

S ib b 
n n 


n(n + 1 ) b 2 

2 i7 2 

w + 1 £_ 2 

n 2 


Si n es muy grande* tanto L(f, P n ) como U(f, P n ) estan proximos a b 2 /2, y esta 
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observacion facilita la demostracion de que / es integrable. Observese en primer 
lugar que 


m Pn) - L(f, />„)=-• ~ 

n 2 

Esto demuestra que existen particiones P« con U(f, P n ) — L(f, P n ) tan pequeno 

como se quiera. Segun el teorema 2, la funcidn f es integrable. Ademds, f f 
puede hallarse ahora con poco trabajo. Primero de todo, es evidente que 

L(f, P n ) < — < U(f, P n ) para todo n 

Esta desigualdad demuestra que b 2 jl queda entre ciertas sumas superiores e in- 
feriores especiales, pero acabamos de ver que U{f, P n ) — L(f, P n ) puede hacerse 
tan pequeno como se quiera, de modo que existe solamente un numero con esta 
propiedad. Puesto que la integral posee ciertamente esta propiedad, podemos 
concluir que 



Observese que esta ecuacion asigna el area b 2 j2 a un triangulo rectdngulo de 
base y altura b (figura 10). Mediante calculos mas complicados, o recurriendo al 
teorema 4, puede demostrarse que 




FiGURA 10 
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La funci6n f{x) = x 2 presenta dificultades aun mayores. En este caso (figu- 
ra 11), si P = { t 0 , .... / w ) es una particion de FO, b], entonces 

mi = f(ti-i) = (ti-i ) 2 y Mi = /(/»•) = ti 2 . 



Eligiendo una vez mds una particidn P n = {t Q , .... /»} en n partes iguales, 
de manera que 


n 

las sumas inferiores y superiores se convierten en 


L(f, Pn) = V «i-0* ' (U ~ ti-l) 

n 1 


n 
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k—i) 


Recordando la fdnnula 

1 *+ * • ‘ +** = £*(*+ 1 )( 2 * + 1 ) 
del problema 2-1, estas sumas pueden escribirse poniendo 

n* 6 

U(f,P.) =-*-i n ( n + l)(2 n + l). 

n* 6 

No es muy diflcil demostrar que 

L(f,P.) < ~ < U(f,P.), 

y que U(f, P n ) — Uf, P») puede hacerse tan pequefio como se quiera, eligiendo n 
suficientemente grande. Un razonamiento del mismo tipo que antes demuestra 
entonces que 



Este cilculo representa ya un resultado no trivial :el irea de la regidn limitada 
por una parabola no se obtiene por lo general en geometria elemental. Sin em¬ 
bargo, el resultado era conocido por Arqufmedes, quien lo dedujo esendialmente 
de la misma manera. La rinica superioridad que podemos pretender es que en el 
prdximo capftulo descubriremos una manera mucho mis simple de llegar a este 
resultado. 
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Algunas de nuestras investigaciones 



pueden resumirse como siguc: 
si f(x ) = c para todo x. 

si f(x) = x para todo x, 

si /(*) = x 2 para todo x. 


Esta lista rcvela ya quc la notacidn I / adolece de falta de notacidn conveniente 

Ja 

para designar a funciones definidas mediante formulas. Por esta razon resulta 
tambidn util otra notacidn,* andloga a la notacidn lim ftx): 



significa precisamente lo mismo que 



Asf pues. 



Obsdrvese que, lo mismo que en la notacidn lim f(x), el sfmbolo x puede susti- 
tuirse por otra letra cualquiera (con excepcidn, por supuesto, de /, a o b): 


* La notacidn j f(x) es en realidad la mis antigua, y durante muchos ados fue el slmbolo dnico 

para la integral. Leibniz utilizd este slmbolo por que consideraba a la integral como la suma (de- 
signada por /) de infinitos rectingulos de altura /(x) y anchura dx cinfinitamente pequefias. 
Autores posteriores utilizaron or,, x n para designar los puntos de una particidn, y abrevia- 
ron x t — x,_, por Ax«. La integral se definid como el llmite cuando Ax, tendla a 0 de las sumas 



Ax, (anilogas a las sumas inferiores y superiores). El becho de que el llmite se obtenga 


i-i 

cambiando S por /, f(x t ) por fix), v Ax, por dx encanta a muchas personas. 
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/«*/(*) dx = / B V(0 dt = f*f(ct) da = J a b f(y) dy = f*f(c) dc. 

El simbolo dx carece de significado aisladamente, del mismo modo que tam- 
poco tiene significado el simbolo x-*, excepto en el contexto lim f(x). En la 

ecuacion 



el simbolo x 2 dx entero puede ser considerado como una abreviacidn para: 
la funcion f tal que Hx) = x 2 para todo jc. 

Esta notation para la integral es tan flexible como la notation lim f(x). Varios 

ejemplos pueden ayudar en la interpretation de varios tipos de formulas que 
aparecen con frecuencia; hemos utilizado los teoremas 5 y 6.* 


(1) 

£(*+?) 

*■ i 

•6 

x dx 4- 

1 

f b b 2 a 2 

j* y dx = — ~ ~ + y (b - a) 

(2) 

J (y+t) 

dy = i 

X 

y dy + 

L tdy = 2~2 +t{x - a) - 

(3) 


-f - t) dz 

i 

) dx= L 

b 

(1 -f- t)(x — a ) dx 




= (1 

+ t) j (x — a) dx 




= (1 



* Para que la confusion no se apodere del lector cuando lea otros libros, la ecuacidn (1) requiere 

rb 

que hagamos una importante salvedad. Esta ecuacidn interpreta | y dx como la integral de la 

funcidn / tal que cada valor fix) es el ndmero y. Pero la notacidn clisica con frecuencia utiliza y 
rb . . 

por y(x), de modo que I y dx podrfa signifiesr la integral de alguna funcidn arbitrana y. 
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(4) f (f ( * + dy ) dx = f l x(d - c) + f - 1] * 

= - 0(6 - a) + (d - c) I* x dx 


Los cdlculos de f xdx y f x 2 dx pueden hacer creer que el calculo de in- 

J a J a 

tegrales es generalmente dificil o imposible. De hecho, las integrales de la mayor 
parte de las funciones son imposibles de determinar con exactitud (aunque pueden 
determinarse con tanta precision como se quiera mediante el calculo de sumas 
inferiores y superiores). Sin embargo, como veremos en el proximo capitulo, la 
integral de muchas funciones puede calcularse muy facilmente. 

Aun cuando la mayor parte de las integrales no puedan ser calculadas exac- 
tamente, es importante saber por lo menos cuando una funcion / es integrable 
sobre [a, b]. Aunque es posible decir con precision que funciones son integrables, 
el criterio de integrabilidad es un poco demasiado dificil para ser expuesto aqui 
y tendremos que conformarnos con resultados parciales. El teorema que sigue pro- 
porciona el resultado mas util, pero la demostracion que aqui se da utiliza mate¬ 
rial del apendice al capitulo 8. El lector que asi lo prefiera puede esperar hasta el 
final del proximo capitulo donde se da una demostracion completamente distinta. 

TEOREMA 3 

Si /es continua en \a, b\, entonces / es, integrable en [a, b). 

DEMOSTRACI6N 


Observese que por ser / continua en [a, b],f es acotada en [a, b ]. Para demostrar 
que / es integrable en [a, b] tendremos que utilizar el teorema 2 y demostrar que 
para todo £ > 0 existe una particion P de [a, b ] tal que 

U(f, P) - L(f, P) < S. 

Por el teorema 1 del apendice al capitulo 8 sabemos ahora que / es uniformemen- 
te continua en [a, b ]. Asi pues, existe un 5 > 0 tal que para todos los x e y de 
[a, b], 

£ 

si k — y\ < 8, entonces I/M “ /O') I < ^ _ a y 
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La idea consiste sencillamcnte en elegir una partition P — {/o,/„} tal que se cum- 
pla \ ti - //-i| < 6 para i = 1, n. Se tiene entonces para todo i 

g 

-- para todos los x, y de /,], 

— a) 



y facilmente se sigue que 

Mi — rrii < 


2(b — a) b — a 
A1 cumplirse esto para todo i, tenemos entonces 

t/(/, P) - /,(/, P) = £ (Mi - mMti - ti-J 

t-i 


6 *» 

< 7 " Z) t\ U—'. 

o — a 


e 



= e, 


que es lo que queriamos. | 

Aunque este teorema va a suministrar toda la informacidn necesaria para el 
uso de integrales en este tibro, resulta mis satisfactorio disponer de un surtido 
algo inis amplio de funciones integrables. Varios problemas tratan con detalle 
de esta cuestidn. Seri conveniente conocer los tres teoremas siguientes, que de- 
muestran que f es integrable sobre [a, b ], si es integrable sobre [a, c] y [c, b ]; 
que / + g es integrable si / y g lo son; y que c-f es integrable si / es integrable 
y c es un ndmero cualquiera. 

Como aplicacidn sencilla de estos teoremas, recuirdese que si / es 0 excepto 
en un punto, en el cual su valor es 1, entonces / es integrable. Multiplicando esta 
funcidn por c se sigue que se cumple lo mismo si el valor de / en el punto 
exceptional es c. Sumando una tal funcidn a una funcion integrable, vemos que el 
valor de una funcidn integrable puede cambiarse arbitrariamente en un punto 
sin uestruir la integrabilidad. Descomponiendo el intervalo en muchos subinter- 
valos, vemos que el valor puede ser alterado en un numero finito de puntos. 

Las demostraciones de estos teoremas utilizan por lo general el segundo cri- 
terio de integrabilidad del teorema 2; segdn ilustran algunas de nuestras demos¬ 
traciones anteriores, los detalles del razonamiento contribuyen a menudo a oscu- 
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recer la demostracion. Sena muy conveniente que el lector intentara por si mismo 
las demostraciones, consultando las que aqul se dan como ultimo recurso o como 
comprobacidn. Esto probablemente dard claridad a las demostraciones y serd 
de seguro una buena prdctica en las tdcnicas utilizadas en algunos de los pro- 
blemas. 

TEOREMA 4 

Sea a <c <b. Si / es integrable sobre [a, b], entonces / es integrable sobre [a, c ] 
y [c, b]. Reclprocamente, si / es integrable sobre [a, c ] y sobre [c, b], entonces f es 
integrable sobre [a, b]. Finalmente, si f es integrable sobre [a, b ], entonces 

/>/:/+/> 


DEMOSTRACI6N 

Supdngase que / es integrable sobre [a, b\. Si e > 0, existe una particidn 
P= {fj, .... t n } de [a, b\ tal que 

U(f, P) - L(f, P) < e. 

No hay inconveniente en suponer que c = para algun /. (En otro caso, sea Q 
la particion que contiene t 0 , .... t n y c; entonces Q contiene P, de modo que 
U(f, Q) — L(f, Q) < U(f, P) — L(f, P) < e.) 



Ahora bien, P = {/ 0 , .... t f ) es una particidn de [a, c] y T = {t jt .... t„] es 
una particidn de [c, b] (figura 12). Puesto que 
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us, p) = uf, n + us, p"), 

U(J, P) = UU, P') + U(f, P"), 

tenemos 

[UU, n - L(J, n] + [U(f, P") - L(f, P")] = U(f, P) - L(J, P) < e. 

A1 no ser negativo cada uno dc los tlrminos entre corchetes, cada unodeelloses 
menor que e. Esto indica que / es integrable sobre [a, c] y [c, b\. Observese tam- 
bidn que 

uj, n < [‘/<u(f,p'), 

Uf,P")< f'f<vu,P"), 

de modo que 

lu,p)< f'f +/;/ < uu, p). 

Puesto que esto se cumple {Kira cualquier P, queda demostrado que 

y;/‘P-/:/. ■ 

Supongamos ahora que f sea integrable sobre [a. c] y sobre {c, 6J. Si e > 0, 
existe una particidn P' de [a, c] y una particidn P" de [c, -6] tal que 

U(f, P 1 ) ~ Uf, P’) < e/2, 

{/(/, P") - L(/, P") < e/2. 

Si P es la particidn de [a, ft] que contiene todos los puntos de P' y de P”. entonces 

Uf, P) = Uf p‘) + Uf, P"), 

uu, p) = uu, n + uu, p"y, 

en consecuencia, 

uu, p) - uf, p) = [uu, n - uj, po ] + [uu, n - us, p")[ <*•1 

El teorema 4 constituye la base para algunas convenciones de notacion. La 
integral J* f fue definida solamente para a < b. Afiadamos ahora las definiciones 



370 


Derivadas e integrates 


L°f = ° y fj = - h°f si a>b - 

Con estas definiciones, la ecuacion f*f = J b f se cumple para todo a, 

c, b incluso si no se cumple a < c < b (la demostracion de este aserto es una 
comprobacion bastante prolija caso por caso). 

TEOREMA 5 

Si / y g son integrables sobre [a, b] entonces / 4- g es integrable sobre {a, b] y 

//(/+.?) = ///+/> 

DEMOSTRACI6N 

Sea P= {f 0 , .... /„} una particion cualquiera de [a, b]. Sea 

m% = inf {(/ + g)(x): fc_i < * < /,•), 
m- = inf {y (jc) : t%-\ < x < /,}, 
m" = inf {g(x): /,_i < x < fc), 

y definamos Mi, Mi, Mi" andlogamente. No se cumple necesariamente que 

rrii — m/ + m/', 

pero si se cumple (problema 10) que 

rrii > m/ + m". 

Andlogamente, 

Mi < Mi' + Mi". 

Por lo tanto, 

L(f,P)+L(g,P) <L(f + g,P) 

y 


U{f + g,P) < U(f, P) + U(g, P). 
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Asi pues, 

L(f, P ) + L(g, P) < L(f + g,P) < U(J + g,P)< U(f, P) + U(g, P). 

Puesto que f y g son integrates, existen particiones P, P' con 

U(f, P) - L{f, P ') < s/2, 

U(g, P") - L(g, P") < e/2. 

Si P contiene a la vez a F y a P", entonces 

£/(/, />) - [L(f, P) + P)] < e, 

y en consecuencia 

U{f + g, P) - L(f + g, P) < e. 

Esto demuestra que / + g es integrable sobre [a, b]. Ademds, 

(1) L(f, P) + L(g, P) < L(f + g, P) 

± I! (/+ 1) 

< U(f + g,P)< U(f, P) + U(g, P); 

y tambten 

(2) L{f, P) + L(g, P) < f'f + f*g < £/(/, P) + U(g, P). 

Puesto que (/(/, P) — L(f, P) y U(g, P) — L(g, P) pueden haoerse tan pequenas 
como se quiera, se sigue que 

U(f, P) + U(g, P) - [L(f, P) + L(g, P)] 

puede tambten hacerse tan pequeno como se quiera; se sigue por lo tanto de (1) 
y de (2) que 


f! (/+*) = /.*/+/.*«•■ 
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TEOREMA 6 

Si / es integrable sobre [a, b ], entonces para cualquier numero c, la funcion cf 
es integrable sobre [a, b] y 



DEMOSTRACION 

La demostracion (mucho mas facil que la del teorema 5) se deja para el lector. 
Conviene tratar por separado los casos c> 0 y c < 0. i,Por que? | 

(El teorema 6 no es sino un caso particular del teorema mas general que dice 
que /•# es integrable sobre [a, b], si / y g lo son, pero este resultado es bastante 
dificil de demostrar (vease el problema 39).) 

En este capitulo solamente hemos incorporado una definicion complicada, unos 
pocos teoremas sencillos con demostraciones complicadas, y un teorema que re- 
queria material del apendice al capitulo 8. Esto no se debe a que las integrales 
constituyan un tema may corfiplicado que las derivadas, sino a que hemos dejado 
permanecer inactivos los ptaderosos instrumentos desarrollados en capitulos ante- 
riores. El descubrimiento mas importante del calculo infinitesimal es el hecho de 
que la integral y la derivada estan intimamente relacionadas y una vez que apren- 
damos la conexion entre ellas, la integral pasara a ser tan util como la derivada 
y de uso igualmente facil que esta. La conexion entre derivadas e integrales me- 
rece capitulo aparte, pero los preparativos que haremos en este capitulo pueden 
servir de indicacion. Establecemos primero una desigualdad sencilla relativa a in¬ 
tegrales, que interviene en muchos teoremas importantes. 

TEOREMA 7 

Supongase f integrable sobre [a, b] y que 

m < /(jc) ^ M para todo x de [a, b\ 


Entonces 


m(b — a) < j a f < M(b — a). 
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DEMOSTRACION 
Esta claro que 

m(b — a) < L(J, P) y U(J, P)< M(b — a) 

para toda partition P. Puesto que f f = sup {Af(/, P)} = inf {L/(/, P)}, la desi- 

J a 

gualdad deseada se sigue inmediatamente. | 

Supongamos ahora que f es integrable sobre [a, 6]. Podemos definir una nueva 
funcion F sobre [a, b] por 

= /;/ - /;/w & 

(Esto depende del teorema 4.) Hemos visto que / puede ser integrable incluso no 
siendo continua, y en los problemas se dan ejemplos de funciones integrables que 
son completamente patologicas. El comportamiento de F es, por lo tanto, una 
sorpresa muy agradable. 

TEOREMA 8 

Si f es integrable sobre [a, b] y F estd definida sobre [a, b] por 

- /;/. 

entonces F es continua sobre [a, b], 

DEMOSTRACION 

Supongamos que c est£ en [a, b]. A1 ser / integrable sobre [a, b ] estd, por defini- 
ci6n, acotada sobre [a, b]; sea M un numero tal que 

|/(jc)| < M para todo x de [a, b). 

Si h > 0, entonces (figura 13) 

f(c + h) a- m = /; + V - £f = /; + V- 
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Puesto que 



—M < f(x) < M para todo x. 


se sigue del teorema 7 que 

-M ■ k < r +h f < Mh; 

en otras palabras, 

(1) —M • h < F(c + h) — F{c) < M ' h. 

Si h < 0, puede deducirse .una desigualdad semejante. Observese que 
F(c + h) - F(c) = /; + ‘ / = - i; +k f. 

Aplicando el teorema 7 al intervalo [c + h, c ], de longitud — h, obtenemos 

Mh < [ c / < —Mh; 

- Jc+h J - 

multiplicand© por —1, lo cual invierte todas las desigualdades, tenemos 

(2) Mh < F{c + h) - F{c) < -Mh. 

Las desigualdades (1) y (2) pueden combinarse: 

| F(c + h) - F(c)| < M ■ \h\. 
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Por lo tanto, si e > 0, tenemos 

| F(c + h) - F(c)\ < e, 
siempre que \h\ < e/M. Esto demuestra que 

lim F(c + h) = F(c); 

h-*0 

lo cual quiere decir que F es continua en c. | 

La figura 14 compara / y F(x) = [ f para varias funciones f ; resulta que F se 

J a 

comporta siempre mucho mejor que /. En el proximo capitulo veremos hasta que 
punto esto es verdad. 

PROBLEMAS 


1. Demostrar que f x 3 dx = b 4 J4, considerando particiones en n subintervalos 

J 0 

n 

iguales y utilizando la formula para ^ i 3 hallada en el problema 2-6. Este 

i = i 

problema requiere solamente una simple imitacion de los calculos del texto, 
pero conviene one el lector lo escriba con detalle como demostracion formal 
para asegurarse de que todos los puntos delicados del razonamiento que- 
dan claros, 

2. Demostrar, analogamente, que j x 4 dx = b s /5. 

n 

*3. (a) Utilizando el problema 2-7 demostrar que ^ k p jn p+1 puede aproximarse 

tanto como se quiera a 1 l(p + 1), eligiendo n suficientemente grande, 
(b) Demostrar que j xP dx = b^/ip + 1). 

*4. Este problema describe una manera ingeniosa de hallar / x v dx para 


i: 


0 < a < b. (El resultado para a = 0 se sigue por continuidad.) La idea con- 
siste en utilizar particiones P = {to, t„} para las que todas las razones r = 
= t/thi son iguales en vez de particiones para las que son iguales todas las 
diferencias t, - r,-i. 
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(a) Demostrar que para una tal partition P tenemos 


t{ = a • c iln siendo c = — 

a 


(b) Si fix) - x p , demostrar, utilizando la formula del problema 2-5, que 


£/(/, P) = a*+ l ( 1 - (* (p+1)/n ) f 

t=i 


= — /,P+l) t (p+l) /n 


1 ~ g~ I/B 
| _ c (jH-l)/n* 


= (/» p+1 — flP +1 )cP/ n 


1 -f C lln + • • • + c p/ " 


y hallar una formula analoga para L(/, P). 

(c) Concluir que 

/ xi>dx = ——— 7 —. 
> p + 1 


5. Obtener sin calculos 

(i) f\x‘Vl - dx. 

(ii) f (x* + 3)\/l — x 2 dx. 


6. Demostrar que 


f x sen t 

J o / + 1 


dt > 0 


para todos los x j> 0. v 

7. Decidir citiles de las siguientes funciones siguientes son integrates sobre 
[0, 2], y calcular la integral cuando sea posible. 


/(*) = {*> o < * < 1 
> U ( * — 2, 1 < * < 2. 
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(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 


(vii) 


/(*) 

fix) 

fix) 

fix) 


| x, 0 < x < 1 

I x — 2, 1 < x < 2. 

X + [. X ]. 

x racional 

1 0, x irrational. 

| 1, si x es de la forma a+b \J~T para a y b racionales 

I 0, si x no es de esta forma. 


fix) = 


1 


0 < * < 1 


0, * = 0o*>l. 

/ es la funcion indicada en la figura 15. 



8. Hallar las 4reas de las regiones limitadas por 

(i) Las grdficas de f(x) = x 2 y g(x) = — + 2. 

(ii) Las grdficas de f(x) = x 2 y g(x) = —x 2 y las verticals por (—1, 0) 

y (1, 0). 

(iii) Las grdficas de f(x) = x 2 y g(x) =1 — x 2 . 

(iv) Las grdficas de f(x) = x 2 y g(x) = 1 — x 2 y h(x) = 2. 

(v) Las grdficas de f(x) = x 2 y g(x) = x 2 — lx + 4 y el eje vertical. 

(vi) La grafica de f(x) = sfx, el eje horizontal, y la vertical por (2, 0). (No 

intente el lector hallar j \fxdx ; deberfa darse cuenta de la manera 

de adivinar la respuesta utilizando sdlo integrales que ya sabe calcular. 
Las cuestiones que debe sugerir este ejemplo son consideradas en el 
problema 22). 
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9. Hallar 

J« Uc f^s(y) d y) dx 


en terminos de j fyj g. (Este problema es eminentemente un ejercicio de 

notation; es importantisimo que el lector sepa reconocer una constante 
cuando aparezca). 

10. Demostrar, utilizando la notation del teorema 5, que 

m i + m i" = inf {/(*i) + g(x 2 ): < x h x 2 < < m,*. 


11* (a) £ Que funciones tienen la propiedad de que toda suma inferior es igual 
a toda suma superior? 

(b) i Que funciones tienen la propiedad de que alguna suma superior es igual 
a alguna suma inferior (distinta)? 

(c) i Que funciones continuas tienen la propiedad de que todas las sumas 
inferiores son iguales? 

*(d) ^ Que funciones integrables tienen la propiedad de que todas las sumas 
inferiores son iguales? [Recuerdese que una de estas funciones es f(x) = 0 
para jc irrational, fix) = 1 lq para x = pjq fraction irreducible.] Indica¬ 
tion: Hard falta el concepto de conjunto denso, introducido en el pro¬ 
blema 8-6, asi como los resultados del problema 31. 


12. Dado un intervalo cerrado [a, b], sea P„ la particion de [a, b ] en n interva- 
los iguales. ,. ! t > 

(a) Utilizando el teorema 1 del apendice al capitulo 8 demostrar que si / es 

continua en [a, b], entonces £/(/, P n ) — / / y [ f — L(f, P n ) se 

pueden hacer tan pequenos como se quiera tomando n suficientemente 
grande. 

(b) Hallar una funcidn /, integrable en [0,1] y un e > 0 tales que 
£/(/, Pn) ~ i: f > e para todos los n. 


13. Si a < b < c < d y / es integrable sobre [a, d], demostrar que / es integrable 
sobre [b, c]. (No hay que trabajar demasiado.) 

14 . (a) Demostrar que si / es integrable sobre [a, b] y f(x) > 0 para todo x 

de [a, b ], entonces J />0. 
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(b) Demostrar que si / y g son integrables sobre [a, b ] y f(x) ^ g(.x) para 
todo x de [a, 6],entonces f f> ( g.[Ahora ya no deberia hacer falta 

J a J a 

advertir que si se trabaja mucho en la parte (b) se esta perdiendo el 
tiempo.] 

15. Demostrar que 


/: /w dx =f!+° a* - c ) *• 


(La interpretacion geometrica debe hacer esto muy plausible.) Indicacion: 

Toda particion P = {f 0 . t n ) de [a, b] da origen a una particion F = 

= {r 0 + c, .... t n + c) de [a + c, b + c] y viceversa. 

16. Demostrar que 


f a 1 J , f b 1 f ab 1 , 

/ — dt -j- / — dt — / — dt. 

Ji t Ji t Ji t 


C a f ® 6 

Indicacion: Esto puede escribirse J 1// dt — J 1/tdt. Toda particidn 

P = {r 0 , .... /„} de [1, a] da origen a una particidn P' = {br 0 . bt n } de 

[b, ab], y viceversa. 

17. Demostrar que 

/; /(o dt = c *• 

(Observese que el problema 16 es un caso especial.) 

18. Sabiendo que el area encerrada por el circulo unidad, descrito por la ecua- 
cion x + y 2 = 1 es n, utilizar el problema 17 para demostrar que el area de- 
limitada por la elipse descrita por la ecuacion x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 es -nab. 


19. Este problema senala otra manera mas de calcular 


j x n dx ; 


fue utilizada 


por Cavalieri, uno de los matematicos que desarrollaron sus trabajos poco an¬ 
tes de la invencion del calculo infinitesimal. 


(a) Sea c n = 


* = />” 


dx. Utilizar el problema 17 para demostrar que 
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(b) El problema 15 demuestra que 

f2a fa 

I x n dx = / (at -f- d) n dx. 

Utilizar esta formula para demostrar que 

2"+'t„<,"+> = 2a“+> S <*• 

<r par \"/ 

(c) Utilizar ahora el problema 2-3 para demostrar que c„ = \/{n + 1). 

20. Supongamos que f esti acotada sobre [a, 6] y que / es continua en todo 
punto de [a, b] con la exception de x 0 de (a, b). Demostrar que / es integra¬ 
te sobre [a, b ]. Indication: Imftese uno de los ejemplos del texto. 

21. Supongase que / es no decreciente sobre [a, b]. Observese que / estd automa- 
ticamente acotada sobre [a, b], puesto que f{a) < f(x) < f(b) para x en [a, b]. 

(a) Si P = {t 0 , .... t n ) es una particion de [a, />], £c6mo son L(f, P ) y U(j, P)7 

(b) Supdngase que /*—/i_, = 8 para todo i. Demostrar que U(f, P)—L(f, P) = 

(c) Demostrar que / es integrate. 

(d) Dar un ejemplo de funcidn no decreciente sobre [0, 1] que sea discon- 
tinua en un numero infinito de puntos. 

Puede ser de interes comparar este problema con el siguiente extracto de 
los Principia de Newton.* 

LEMA II 

Si en cualquier figura AacE, limitada por las rectos Aa, AE, y la curva acE, 
se inscribe un numero cualquiera de paralelogramos Ab, Be, Cd, etc., com- 
prendidos entre bases iguales AB, BC, CD, etc., y los lados, Bb, Cc, Dd, etc., 
paralelos a un lado Aa de la figura; y los paralelogramos aKbl, bLcm, 
cMdn, etc., se completan: entonces, si la anchura de estos paralelogramos se 
supone que disminuye y que su numero aumenta hasta el infinito, digo que 
las relaciones ultimas en que estardn entre si la figura inscrita AKbLcMdD, 
la figura circunscrita AalbmcndoE, y la figura curvilinea AabcdE, serdn rela¬ 
ciones de igualdad. 

* Principia de Newton, una revisidn de la traduccidn de Mott, por Florian Cajori. University of 
California Press, Berkeley, California, 1946. 
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Pues la diferencia entre las figuras inscrita y circunscrita es la suma de 
los paralelogramos Kl, Lm, Mn, Do, es decir (por la igualdad de todas sus 
bases), el rectangulo con una de sus bases Kb y como altura la suma de 
sus alturas Aa, es decir, el rectangulo ABla. Pero este rectangulo, puesto que 
su anchura AB se supone que disminuye hasta el infinito, se hace mas pe- 
queno que cualquier espacio dado. Y por lo tanto (segun el lema I) las figuras 
inscrita y circunscrita al final se igualan una a otra; y con mayor razon la 
figura curvilmea intermedia sera al final igual a cualquiera de las dos. Q.E.D. 

*22. Supongamos que / es creciente. La figura 16 sugiere que 

/>' - b rm - anv> - f™/. 

(a) Si P = { t 0 , .... /„} es una partition de [a, b], sea F = •••» / _1 (0}* 

Demostrar que, segun sugiere la figura 17, 

£(/-*, P) + U(f, P') = bf-\b ) - af-\a). 

(b) Demostrar ahora la formula enunciada arriba. 

/ b n 

sfx dx para 0 < a < b. 

23. Supongase que / es una funcion creciente con /(0) = 0. Demostrar que, para 
a, b> 0 tenemos la desigualdad de Young, 

f{x) dx + J ^ f~ l (x) dx, 

y que la igualdad se cumple si y solo si b = fid). Ayuda: Trazar una figura 
como la de la figura 16. 


^ /o 
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FIGURA 16 FIGURA 17 


24. (a) Demostrar que si /es integrable en [ a , b] y m <J{x) < M para todos 

los x de [a, b], entonces 

f /(*) dx = (b — a)n 

para un cierto n con m < n < M. 

(b) Demostrar que si / es continua en [a, b], entonces 

J a fix) dx = (b - a) /(^) 

para uri cierto f de [a, b]\ hagase ver mediante un ejemplo que la con- 
tinuidad es esencial. 

(c) De un modo mas general, supongase que / es continua en [a, b] y que 
g es integrable y no negativa en [a, b]. Demostrar que 

J a f(x)g(x) dx = f(£) J* g(x) dx 

para up cierto £ de [a, b ]. Este resultado recibe el nombre de Teorema 
del Valor Medio para Integrales. 

(d) Deducir el mismo resultado si g es integrable y no positiva en [a, b\. 

(e) Demostrar que una de estas dos hipotesis para g es esencial. 

25. En este problems consideramos la grafica de una funcion en coordenadas po- 

Jares (capitulo 4, apSndice). La figura 18 muestra un sector circular con an- 

0 

gulo central 0. El drea de este sector es r 2 cuarido se mide 6 en radianes 
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(capitulo 15). Consideremos ahora la region A de la figura 19, donde la cur- 
va es la grafica, en coordenadas polares de la funcion continua/. Demostrar 
que 

area A = ^ J*' /(0) 2 dO. 

*26. Sea/una funcion continua en [a, 6]. Si jP = {?o, t„ } es una partition de 
[a, b], definir 

n ______ 

/(/, p) = ^ V (ti — ti- 1) 2 + [/(<*) — /(^-i)] 2 * 



a = t 0 ti h t) t t b 

FIGURA 20 


El numero l(f, P ) representa la longitud de una curva poligonal mscrita en 
la grafica de/(v$r figura 20). Definimos la longitud de / en. [a, b ] como el 
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extremo superior de todos los t(f P) para todas las particiones P (siempre 
que el conjunto de todos estos l(f, P) este acotado superiormente). 

(a) Si / es una funcion lineal en [ a, 6], demostrar que la longitud de / es 
la distancia de {a, f(a)) a (b, J{b)). 

(b) Si*/ es no lineal, demostrar que existe una particion P = {a, t, b} de [a, 
b ] tal que l(f, P) es mayor que la distancia de {a, f(a)) a (b, f(b)). (Hara 
falta el problema 4-9). 

(c) Concluir que, entre todas las funciones / en [a, b], con J{a) = c y 
J{b) = d, la longitud de la funcion lineal es menor que la longitud de 
cualquier otra. (O, dicho al modo convencional pero irremediablemen- 
te incorrecto: «la linea recta es el camino mds corto entre dos puntos».) 

(d) Supongase que /' es acotada en [a, 6]. Si P es una particion cualquie- 
ra de [a, b] demostrar que 

i + ( 1)\ p) < at, p) < {/(vTTor, p). 

Ayuda: Utilizar el teorema del valor medio. 

(e) i?or que es sup{Z/\/1 + (f 'f, P)} < sup{t(f, P)}7 (Esto es facil). 

(f) Demostrar ahora que sup {Of, /*)} < inf {U(y/l+ (f ')\ P)}, con lo 

que se demuestra que la longitud de /en [a, b] es j* Vl -f (/') 2 , si 

V1 + if 0 2 es integrable en [a, b]. Ayuda: Basta demostrar que si P’ 
y P " son d os particiones cualesquiera, entonces l(f, P ') < 
U {\/1 + (f 0 2 , P"). Si P contiene todos los puntos de F y todos los de 
P", £c6mo es l(f, F) en comparacidn con l(f, P)7 

(g) Sea <C(x) la longitud de la grafica de / en [a, x] y sea d(x) la longitud 
del segmento rectilineo de (a, f{a)) a (x, j{x)). Demostrar que 


lim 

z-+a 


&(*) = i 

d{x) 


Ayuda: Vendrdn bien un par de teoremas de valor medio. 

27. Una funcidn s definida sobre [a, b ] se dice que es una fuiid6ii escalonada 
si existe una particidn P = {/„, .... t n ) de [a, b] tal que s es constante en 
cada (fi-j, ti) (los valores s y h pueden ser arbitrarios). 

(a) Demostrar que si / es integrable sobre [a, b], entonces para cualquier 

c > 0 existe una funcidn escalonada s x ^f con f f — f s t < t, y tam- 
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bten una funcidn escalonada s 2 >f con f s 2 — f f < e. 

J a J a 

(b) Supdngase que para todo e > 0 existen funciones escalonadas s 1 <f 
y s 2 >f tales que f s 2 — f s 1 < e. Demostrar que / es integrable. 

J a J a 

(c) Hallar una funcion / que no sea una funcion escalonada, pero que satis- 
faga ( / = L(f, P ) para alguna particidn P de [a, b]. 

J a 

*28. Demostrar que si / es integrable sobre [a, b], entonces para cualquier s > 0 

existe una funcidn continua con j f — j g < e. Indicacidn: Obtdn- 

gase primero una funcidn escalonada con esta propiedad y despues una con¬ 
tinua. Un dibujo serd de inmensa ayuda. 

29. (a) Demostrar que si s x y s 2 son funciones escalonadas sobre [a, b], enton¬ 
ces + s 2 lo es tambien. 

(b) Demostrar, sin aplicar el teorema 5, que j + s a ) = j s x + j s 2 . 

(c) Utilizar la parte (b) (y el problema 27) para dar otra demos tracidn del 
teorema 5. 


30. Supdngase que / es integrable sobre [a, b]. Demostrar que existe un numero x 
en [a, b ] tal que j f—j /. Demostrar, por ejemplo, que no siempre es posi- 
ble elegir un x que este en (a, b). 

*31. El objeto de este problema es demostrar que si / es integrable sobre [a, b] 
entonces / debe ser continua en muchos puntos de [a, b\. 

(a) Sea P = {t Q , .... /„} una particion de [0, 1] con U(f, P) — L(j, P) < b — a. 
Demostrar que para algun i se tiene Mi —mi < 1. 

(b) Demostrar que existen numeros flj y b x con a < a x < b 2 < b y 

sup {/(jc): a } < jc < — inf {/(*): a x ^ x ^ b x } < 1. (Se puede elegir 

fai* = [^-x» *»] de la parte (a) salvo si es i = 1 on; y en estos dos 
casos un artificio sencillo resuelve el problema.) 

(c) Demostrar que existen numeros a 2 y b 2 con a x < a 2 < b 2 < b x y 
sup {/(jc) : a 2 < jc < b 2 ) — inf [fix): a 2 < x < b 2 ) < 

(d) Continuese de esta manera para hallar una sucesidn de intervalos 
In = [a». b n ] tal que sup {/(jc) : x en /„} — inf {f(x):x en I n } < 1/n. Apli¬ 
car el teorema de los intervalos encajados (problema 8-14) para hallar 
un punto jc en el cual / es continua. 

(e) Demostrar que / es continua en infinitos puntos de [a, b]. 

*32. Recuerdese, del problema 14, que f / > 0 si /(jc) > 0 para todo x de [a, b]. 
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*33. 


34. 


*35. 


*36. 

* 37 . 


(a) Dar un ejemplo cn el que f(x) > 0 para todo jc, y f(x) > 0 para algiin x 
de [a, b], y jj = 0. 

(b) Supdngase f(x) > 0 para todo x de [a, 6] y que / es continua en x 0 de 

[a, b] y f(x 0 ) > 0. Demostrar que j f > 0. Indicacidn: Basta hallar la 

suma inferior L(f, P), la cual es positiva. 

(c) Supdngase que / es integrable sobre [a, b] y que f(x) > 0 para todo x 

de [a, b]. Demostrar que j f > 0. Indicacidn: . Va a hacer falta el 

problema 31; en realidad esta fue una de las razones para incluir el pro- 
blema 31. 


(a) Supdngase que / es continua sobre [a, b] y J fg — 0 para todas las fun- 

ciones continuas g sobre [a, b]. Demostrar que / = 0. (Esto ts fdcil; hay 
una g clara para elegir.) 

(b) Supdngase que / es continua sobre [a, b] y que f fg = 0 para aquellas 

Ja 

funciones continuas g sobre [a, b] que satisfacen ademds las condiciones 
g(a) = g{b) = 0. Demostrar que / = 0. (Este hecho, inocente en aparien- 
cia, constituye un lema importante del c&lculo de variaciones; para re- 
ferencias vease la bibliografia). Indicacidn: Deduzcase una contradiccidn 
si se supone f{x a ) > 0 o f(x 0 ) < 0; la g que se elija dependerd del com- 
portamiento de f cerca de x 0 . 

Sea f(x) = jc para x racional y fix) — 0 para jc irracional. 

(a) Calcular Lif, P) para todas las particiones P de [0, 1], 

(b) Hallar inf {U(/, P): P particidn de [0, 1]}. 

Sea fix) = 0 para jc irracional, y 1 fq si jc = p/q fraccidn irreducible. De¬ 


mostrar que / es integrable sobre [0, 1] y que J / = 0. (Todas las sumas 

inferiores son evidentemente 0; el lector debe encontrar la manera de hacer 
pequefias las sumas superiores.) 

Hallar dos funciones f y g que sean integrables pero cuya composicidn g ° f 
no lo sea. Indicacidn: El problema 35 es apropiado. 

Sea / una funcidn acotada en [a, b) y sea P una particidn de [a, b ]. AT, y m, 
tienen el significado usual y M/y m/tendr&n el significado analogo para la 
funcidn | f \. 

(a) Demostrar que M/- Mi - m,. 

(b) Demostrar que si f t s integrable en [a, b ] entonces tambien lo es | f \. 

(c) Demostrar que si f y g son integrables en [a, b], tambien lo son en- 
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tonces ma x(f, g ) y min (f, g). 

(d) Demostrar que / es integrable en [a, b ] si y solo si su «parte positiva» 
ma x(f, 0) y su «parte negativa» min^, 0) son integrables en [a, b]. 

38. Demostrar que si / es integrable en \a, b\, entonces 

|/„*/»<* | < 

Ayuda: Esto deriva facilmente de una serie de desigualdades en cadena; el 
problema 1-14 tiene algo que ver. 

*39. Supongase que f y g son integrables en \a, b ] y que g(x ) > 0 para todos los 
x de [a, b]. Sea P una particion de [a, b]. Sean Mi'y mf los consabidos su¬ 
premos e infimos para f Mf y m" los de g y Mi y w, los de fg. 

(a) Demostrar que Mi < M, M" y que m, > mMl 

(b) Demostrar que 

n 

U(fg, P) - L(fg, P) < 1 [Mi Mi" - «/«/'](;, - 

t = 1 

(c) Haciendo uso del hecho de ser / y g acotadas, de modo que [/(jc)|, 
|g(x)| < M para los x de [a, 6] demostrar que 

U(fg, P) ~ L(fg, P ) 

n n 

< M { 1 f M’ - mi'jdi - + I [Mi" - m"](ti - 

i=l i =1 

(d) Demostrar que fg es integrable. 

(e) Eliminar ahora la restriccion de que tenga que ser g(x) > 0 para los x 
de [a, b], 

40. Supongase que / y g son integrables en [a, b\. La desigualdad de Cauchy- 
Schwarz establece que 

0 »^ (/»(/» 

(a) Demostrar que la desigualdad de Schwarz es un caso particular de la 
desigualdad de Cauchy-Schwarz. 

(b) Dar tres demostraciones de la desigualdad de Cauchy-Schwarz imitan- 
do las demostraciones de la desigualdad de Schwarz del problema 2-21. 
(Para la ultima hara falta algo de imaginacion). 

(c) ^Tiene que ser necesariamente /= kg para algun X para que la igual- 
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dad se cumpla? si son / y g continuas? 

(d) Demostrar que (/:')• * (M . iSigue esto siendo valido si 0 y 
1 se sustituyen por a y bl 

*41. Supongase que / es continua y que lim f(x) — a. Demostrar que 


lim 1 r 

I-voo X JO 


f{t) dt = a. 


Ayuda: La condition lim f(x) = a implica que fit) esta proximo a a para 

;C— ** fN+M 

t > que un cierto N. Esto significa que / /(/) dt se aproxima a Ma. Si 

Af es grande en comparacion con AT, entonces Ma/{N + M) se aproxima a a. 


APENDICE 1. SUMAS DE RIEMANN 

Supongase que P = {to, t n } es una particion de [a, b ] y que para cada i elegi- 
mos un punto de i t ]. Se tiene entonces, claramente 

Uf, P ) < ±/U,)(t, - < u(f, P). 

t-1 

n 

Una suma tal como /(*»)(<* — ^»-i) recibe el nombre de suma de Riemann de 

»=i 

/ para P. La figura 1 otrece la interpretacion geometrica de una suma de Rie- 



FIGURA 1 
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mann; se trata del area total de n rectangulos que quedan en parte por encima y 
en parte por debajo de la grafica de /. Debido al modo arbitrario en que se han 
tornado las alturas de los rectangulos no se puede establecer con seguridad si una 

fb 

determinada suma de Riemann es mayor o es menor que la integral / f(x) dx. 

Pero lo que si parece cierto es que los retazos por encima o por debajo no van 
a importar demasiado; si las bases de los rectangulos son suficientemente estre- 
chas, la suma de Riemann tendria que aproximarse a la integral. El teorema que 
sigue establece esto con precision. 


TEOREMA 1 


Supongase que / es continua en [a, b]. Entonces para todo £ > 0 existe algun 
<5 > 0 tal que, si P = {to, ..., t n } es una particion cualquiera de [a, b ] con todas las 
longitudes /, - tj-i < 8, entonces, 


n 


Jifixditi 


ti-i) — J a f{x) dx 


< e, 


para cualquier suma de Riemann formada tomando x, en [//- 1 , /,]. 
DEMOSTRACION 


Esta demostracion, lo mismo que la de que toda funcion continua es integrable 
(teorema 3), utiliza el teorema 1 del apendice al capitulo 8, por lo que el lector 
no interesado puede pasarla por alto. Pero si ya ha leido la demostracion del teo¬ 
rema 3, esta no le costara nada ya que de hecho es practicamente la misma. 
Dado £ > 0 tomese 8 > 0 de tal modo que para todos los x, y de [a, b ] 

si k — JVI < 5, entonces |/(x) - f{y)\ < ^. 

Consideremos ahora una particion cualquiera P = {/o, tn) con los ti - ti-\ < 8 y 
un x, cualquiera dentro de (fc-i, ti). Tenemos entonces, segun se vio en la demos¬ 
tracion del teorema 3 

(1) u(f , P) - L(f, P) < e. 


Pero tambien tenemos 



Integrates 


391 


(2) L(f, P) < £/(*)(/, - < U(f, P) 

t=l 

y 

< 3 ) Uf, P) < f'f(x) dx < U(f, P). 

La desigualdad buscada es consecuencia inmediata de (1), (2) y (3). | 

La moraleja de este cuento es que todo lo que se asemeje a una buena aproxi- 
macion de una integral lo es realmente, siempre que todas las longitudes /, - thi 
de los intervalos de la particion sean suficientemente pequenas. Hemos demostra- 
do esto solamente para funciones continuas /, pero vale en realidad para cual- 
quier funcion integrable. (Omitimos la demostracion de esto porque es mas bien 
intrincada y no muy instructiva.) 

PROBLEMAS 


1. Este problema viene a reforzar lo dicho en el parrafo anterior. Supongase 
que / y g son funciones continuas en [a, b]. Para una particidn P= {to, 
t„} de {a, b ] tomemos un conjunto de puntos x, en ti\ y otro conjunto 
de puntos m, en [thi, ti\. Consideremos la suma 


<- i 


2 . 


Dese cuenta de que esto no es una suma de Riemann de fg para P. Demues- 


tre no obstante que todas estas sumas distaran de 



en menos de e siem¬ 


pre que la particion P tenga todas las longitudes U - t h i suficientemente pe- 
quenas. Ayuda: Estimar la diferencia entre una tal suma y una suma de Rie¬ 
mann; serd preciso hacer uso de la continuidad uniforme. 

Este problema es parecido, pero algo mds diflcil, que el anterior. Supongase 
que/y g son funciones no negativas continuas en [a, b). Para una particion 
P, considere las sumas 


2 V/(x t ) -f g( Ui ) (ti - 
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3. 


Demuestre que estas sumas quedaran a una distancia menor que £ de 



+ g si todos los U - ti-i son suficientemente pequenos. Ayuda: Haga 


uso del hecho de que la funcion raiz cuadrada es uniformemente continua 
en un intervalo cerrado [0, M]. 

Nos encontramos por fin preparados para emprender algo de envergadura 
(compare con el problema 13-26). Considere una curva c dada parametrica- 
mente mediante dos funciones u y v en [ a , b]. Para una partition P— {to, 
de [a, b] definimos 


((c, P) = S vVO - aO.-i)] 2 + Hu) - 

i=l 


esto representa la longitud de una curva poligonal inscrita (figura 2). Defi¬ 
nimos la longitud de c como el extremo superior, si existe, de todos los i(f, 
P). Demuestre que si u ' y v ' son continuas en [a, b\, entonces la longitud 
de c es 




4. Sea /'continua en el intervalo [0o, 0i]. Demostrar que la grafica de/en coor- 
denadas polares en este intervalo tiene la longitud 


f‘ VfTr 

Je o 
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5. Aceptando la validez del teorema 1 para todas las funciones / integrables, de- 
mostrar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz (problema 11-40) es una con- 
secuencia de la desigualdad de Schwarz. 


APENDICE 2. LA INTEGRAL COSMOPOLITA 

En un principio hemos introducido la integral para hallar el area limitada por la 
grafica de una funcion, pero su aplicabilidad se extiende a otras muchas situacio- 
nes. Por ejemplo, en el problema 11-25 se hizo uso de la integral para expresar 
el area de una region de indole muy distinta. Ademas, el problema 11-26 hizo ver 
que la integral puede ser utilizada tambien para expresar longitudes de curvas —si 
bien, segun hemos visto en el apendice anterior, para considerar el caso general 
haria falta mucho mas trabajo. Esto puede haber sorprendido mas, ya que, a pri- 
mera vista, la integral parece ser un asunto esencialmente bidimensional. En rea¬ 
lidad, la integral se presenta en no pocas formulas geometricas, como vamos a 
ver en este apendice. Para deducir estas formulas daremos por sabidos algunos re- 
sultados de geometria elemental (y nos permitiremos algunas improvisaciones). 


FIGURA 1 FIGURA 2 

En lugar de volvernos a objetos bidimensionales, empezaremos tratando algu¬ 
nos de tres dimensiones. Existen cuerpos geometricos muy particulares cuyo vo- 
lumen es expresable mediante integrales. El m&s sencillo de ellos V es un «volu- 
men de revolution*, obtenido al hacer girar alrededor del eje horizontal la region 
que queda por encima de [a, b ] y por debajo de la grafica de /> 0, consideran- 
do el piano como inmerso en el espacio (figura 1). Si P= {/o, ..., t n } es una par¬ 
tition cualquiera de [ a, b ] y se da a nii y A/, respectivamente su significado usual, 
entonces 
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Tnrii 2 {ti — ti- 1) 

es el volumen de un disco que queda dentro del solido V (figura 2). Del mismo 
modo, TrAfj(ti - /,-i) es el volumen de un disco que contiene la parte de V com- 
prendida entre ti-i y U. En consecuencia, 

n n 

ir X) rrii 2 {ti — ti_ i) < volumen V < tt MMti — 

i=l i=l 

Pero las sumas de los miembros extremos de esta desigualdad son precisamente 
las sumas inferior y superior para / 2 en [a, 6 ]: 

tt 4 L(f 2 , P) < volumen V < 7 r-t/(/ 2 , P). 

En consecuencia, el volumen de F tiene que venir dado por 

volumen V = ir j f{x) 2 dx. 

A este metodo de hallar volumenes se le llama alusivamente «metodo del disco». 



FIGURA 3 


La figura 3 muestra un solido mas complicado V obtenido al hacer girar la re¬ 
gion por debajo de la grafica de/alrededor del eje vertical (V es el solido que que¬ 
da cuando partiendo del cilindro grande de radio b quitamos el cilindro pequeno 
de radio a y el solido V\ que descansa directamente sobre el). Suponemos en este 
caso a > 0 asi como/> 0. Las figuras 4 y 5 muestran otras formas posibles para 
V. 
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FIGURA 5 


Para una particion P {/o, t n ] consideramos las «cascaras» que se obtienen 
al hacer girar el rectangulo de base /,] y altura m t o Af, (figura 6). A1 sumar 
los volumenes de estas cascaras obtenemos 

7T Z < volumen V < it ^2 — <»-i 2 ), 

t“l i“l 

lo cual podemos poner en la forma 

« n 

* Z rriiUi + - ti.i) < volumen V < *- Z) M&U + 

»**i i=i 

Estas sumas no son ahora sumas inferiores o superiores de nada. Pero el proble- 
ma 1 del apendice anterior hace ver que cada suma 

» n 

X) WiU{ti t{— i) y ^ i /»— l) 

»'=1 »=1 



FIGURA 6 
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puede aproximarse tanto como se quiera a j xf{x) dx con solo hacer las longi¬ 
tudes ti - ti- 1 suficientemente pequenas. Lo mismo vale para las sumas de la dere- 
cha, con lo que obtenemos que 

J xf(x) dx; 


volumen V = 2rr 


esto es el llamado «metodo de la cascara» para hallar volumenes. 

El area de ciertas regiones de superficie curva puede expresarse tambien en ter- 
minos de integrales. Antes de meternos con regiones complicadas, puede venir 
bien un pequeno repaso de formulas geometricas elementales. 



figura 7 



La figura 7 muestra una piramide recta formada por triangulos de base / y al- 
tura s. La superficie total de las caras iaterales de la piramide es 



siendo p el perimetro de la base. Tomando como base un poligono regular de mu- 
chos lados vemos que la superficie lateral de un cono circular recto (figura 8) tie- 
ne que ser 


- (2tt r)s = irrs, 

siendo s la longitud de la arista. Consideremos finalmente un tronco de cono de 
lado s y radios r\ y r 2 , tal como se ve en la figura 9(a). Completando el cono 
como en la figura 9(b) tenemos 

Sl si + s 
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FIGURA 9 


con'lo que 

. _ ns 

•*1 —-) Si 4 * S 

r 2 — r x 

En consecuencia, la superficie lateral es 

r 2 _ r 

Trr 2 (si + s) — irrisi = ts — -- 

ri — ri 


r 2 s 

r 2 — ri 


*s(r i + r 2 ). 


Consideremos ahora la superficie engendrada al hacer girar la grafica de / al- 
rededor del eje horizontal. Para una partition P = {to, /„} podemos inscribir 
una serie de troncos de cono, como en la figura 10. El area lateral conjunta de 
estos troncos de cono sera 

*• s [/(<<-1) +/(*.)] V{u - ti-,y + [/(/,•) - f(t^)Y 

»=■ l 



FIGURA 10 
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= *£ [/(<,_.) + m\ A + 

Segun el teorema del valor medio, esto es 

*• s [/«<->) + /«.)] vr+TR 1 «, - <,_i) 
1=1 


para ciertos x t dentro de {U- j, t). Recurriendo al problema 1 del apendice ante¬ 
rior concluimos que el area de la superficie engendrada es 


2 x 


f*/(x) Vi + f{xY dx. 


Por el momento estas formulas tan impresionantes no nos serviran de mucho 
al no encontrarnos todavia preparados para el calculo efectivo de integrales. Si 
bien el capitulo que sigue nos va a revelar el secreto fundamental que permite cal¬ 
endar integrales, no alcanzaremos un verdadero adiestramiento hasta que llegue- 
mos al capitulo 18; los problemas de dicho capitulo contendran numerosos ejem- 
plos en que estas formulas seran de aplicacion. 



CAMTULO 


14 

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL 
CALCULO INFINITESIMAL 


Por las indicaciones dadas en el capftulo anterior, el lector puede haber adivinado 
ya el primer teorema de este capftulo. Sabemos que si f es integrable, entonces 

m=i; f es continua; es bastante natural que nos preguntemos qu6 ocurre si 
la funcidn original / es continua. El resultado es que F es derivable (y su deri- 
vada es particularmente sencilla). 

TEOREMA 1 
(PRIMER TEOREMA 
FUNDAMENTAL DEL 
CALCULO INFINITESIMAL) 

Sea / integrable sobre [a, b ] y deffnase F sobre [a, b ] por 

F(x) - /„*/. 

Si f es continua en c de [a, b], entonces F es derivable en c, y 

F'(c)-f(c). 

(Si c = a o b, entonces F\c) se entiende que representa la derivada por la derecha 
o por la izquierda de F.) 
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DEMOSTRACI6N 


Supondremos que c esta en (a, b ); el lector podra suplir las faciles modificaciones 
necesarias para c = a o b. Por definicion. 


F(c + h) - F(c) 

_ ] lm --• 

h —►o h 


F'(c) 


Supongamos primero que h > 0. Entonces 

F(c + h) — F(c) = /; + ‘/- 

Definamos m h y M h como sigue (fig. 1): 

mh = inf | f(x ): c < x < c + h), 
M h = sup { f(x ): c < x < c + h }. 



Del teorema 13-7 se sigue que 


fc+K 

m h - h < J e f < M h - h. 
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Por lo tanto. 


^ F(c + k) - F(c) 
mft < --- 


< Mb. 


Si h < 0, solamente habra que cambiar unos pocos detalles del razonamiento. Sea 

m* = inf {/(*): c + h < x < c}, 

Af* = sup {/(*): c -f h < x < c}. 

Eaton ces 

>»*•(-*) < j‘ +k f<M k -(-h). 

Por ser 

F(c + A) - F(c) = /; + V = 

se obtiene 

m h ‘ h> F(c + h) — F(c) >M h -h. 

Puesto que h < 0, la division por h invierte de nuevo la desigualdad, obtenien- 
dose el mismo resultado que antes; 


^ F(c + h) - F(c) 
mh < -;- 


< M h . 


Esta igualdad se cumple para cualquier funcidn integrable, sea o no continua. 
Sin embargo, puesto que f es continua en c, 

lim m h * lim Mh * f(c)> 

k —*0 h —*0 


y esto demuestra que 



F(c ± A) - F(c) 
h—*o h 


/«•1 
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Aunque el teorema 1 trata solamente de la funcion obtenida al variar el li'mite 
superior de integracion, un sencillo artificio indica lo que ocurre cuando se varfa 
el li'mite inferior. Si se define G por 

gw = /;/, 


entonces 


En consecuencia, si / es conftnua en c, entonces 

G'(c) = -f(c). 

El signo menos que aparece aquf nos viene muy bien, permitiendonos extender 
el teorema 1 al caso en que la funcion 

^w = /;/ 

este definida incluso para x < a. En este caso podemos escribir 

pi*) = - /;/, 


de modo que si c < a tenemos 

F'{c) = -(-/(c)) = f(c), 
exactamente lo mismo que antes. 

Observese que en cualquier caso, la derivabilidad de F en c queda asegurada 
por la continuidad de / en c. Sin embargo, el teorema 1 es interesante en extremo 
cuando / es continua en todos los puntos de [a, b]. En este caso F es derivable 
en todos los puntos de [a, b ] y 


F'=f. 

En general, es extremadamente dificil decidir cuando una funcion dada / es la 
derivada de alguna otra funcion; por esta razon son particularmente interesantes 
el teorema 11-7 y los problemas 11-54 y 11-55, por revelar ciertas propiedades 
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que debe poseer f Sin embargo, si / es continua no existe problema, ya que se- 
guii el teorema f es la derivada de alguna funcion, a saber, la funcion 

- /;/• 

El teorema 1 tiene un corolario sencillo que con frecuencia reduce los calculos 
de integrates a una trivialidad. 

COROLARIO 

Si / es continua sobre [a, b] y / = g' para alguna funcion g, entonces 

f a f = &( b ) “ g(a). 


Sea 

=/;/• 

Entonces F — f = g' sobre [a, b\. En consecuencia, existe un numero c tal que 

F = g + c. 

El numero c puede calcularse facilmente: observese que 

0 = F(a) = g{a) + c, 

de modo que c = — g(a ); asi pues, 

F ( x ) = g(x) - g(a). 

Esto se cumple, en particular, para x = b. As! pues, 

/.V = m = g(k) - g(a). | 

La demostracion de este corolario tiende, a primera vista, a hacer que el 
corolario parezca inutil: despu^s de todo, ^para qu^ hace falta saber que 
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f* f = g(b) - g(a) 

si g es, por ejemplo, £(.*) = I /? E! caso es que por supuesto podrfa ser posible 

J a 

tener una funcion g completamente distinta con esta propiedad. Por ejemplo, si 

y fix) - 

j 

entonces g'(x) = f(x), de modo que obtenemos, sin necesidad de calcular sumas 
inferiores y superiores: 



b l _ a l. 

3 3 * 


Se pueden tratar analogamente otras potencias; si n es un numero natural y 
g(x) — x n+ 'l(n + 1), entonces g'(x) = x", de modo que 



b n +i 

n - f~ 1 


a 


n+l 


n - j- 1 


Para cualquier numero natural n, la funcion fix) = x~ n no esta acotada en ningun 
intervalo que contenga 0, pero si a y b son ambos positivos o ambos negatives, 
entonces 


'6 _ b ~ n +1 

x n dx — 


-n-f l 


— n + 1 —n + y 

Naturalmente esta formula se cumple solamente para —1. No conocemos 

ninguna expresion sencilla para 


I. 


•!*. 

o X 


El problema de calcular esta integral lo estudiamos mas adelante, pero esto 
nos da una buena oportunidad para advertir contra un serio error posible. La 
conclusion del corolario 1 se confunde a menudo con la definicion de integral 

n 

—muchos estudiantes creen que f se define por: «g(b) — g(a), donde g es una 
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funcion euya derivada es /». Esta «definicion» es no solamente equivocada, sino 
inutil. Una razon es que una funcion puede ser integrable sin ser la derivada de 
otra funcion. Por ejemplo, si /(jc) = 0 para x^ \ y /(1) = 1, entonces / es inte¬ 
grable, pero f no puede ser una derivada. (*,Por que no?) Existe tambien otra 
razon mucho m£s importante: Si / es continua, entonces sabemos que / = g' 
para alguna funcion g ; pero sabemos esto solamente por el teorema 1. La fun- 
cion fix) — 1/jc proporciona un ejemplo excelente: si x > 0, entonces fix) = £'(■*)> 
donde 


g ( x ) = f -dt, 

J i t 

y no conocemos ninguna funcion g con esta propiedad. 

El corolario del teorema 1 es tan util que es llamado con frecuencia el segundo 
teorema fundamental del calculo infinitesimal. En este libro reservamos el nombre 
para un resultado algo mas fuerte (que, sin embargo, en la practica no es mucho 
mas util). Segun acabamos de decir, una funcion / puede ser de la forma g' 
aunque / no sea continua. Si f es integrable, entonces se cumple todavia que 

Jlf = g(b) ~ 

La demostracion, sin embargo, debe ser del todo diferente —no podemos aplicar 
el teorema 1, de modo que deberemos volver a la definicion de integrales. 

TEOREMA 2 

(SEGUNDO TEOREMA 
FUNDAMENTAL DEL 
CALCULO INFINITESIMAL) 

Si / es integrable sobre [a, b] y f — g' para alguna funcion g, entonces 

jlf = g(b) - g(a). 


DEMOSTRACION 

Sea P = [t 0 , .... /„} una particion cualquiera de [a, b\. Segun el teorema del 
valor medio existe un punto Xi en [/j-!* /,] tal que 
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g(ti) “ g(ti-l) = g'(x<)(ti - /<_i) 

= l)* 


Si 


m% = inf {/(at): fc_i < * < /,}, 
Mi = sup {/(*): ti-i < x < ti\, 

entonces eviaentemente 

M‘i - U-1) < /(*.)(/. - < M<(U - 


es decir. 


miiti - ti-i) < g(ti) - g(ti-i) < Mi(t { - U-i). 


Sumando estas ecuaciones para i = 1, .... n obtenemos 

" n 

4 m i( l i - *<-i) < g(b) - g{a) < l Mi(ti - ti-i) 

*'-i t-1 


de manera que 


Uf, P) < g(b) - g{a) < U(f, P) 

para toda partition P. Pero esto significa que 

g{b) ~ g{a) = /.*/. | 

Hemos utilizado ya el corolario del teorema 1 (o lo que equivale a lo mismo, 
el teorema 2) para hallar las integrales de unas cuantas funciones elementales: 



b n+l 

n + 1 


,n+l 


n + 1 


■> n 


- 1 . 


(a y b ) ambos positivos o ambos negativos si n < 0.) 

Segun indicamos en el capitulo 13, esta integral no representa siempre el drea 
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limitada .por la grafica de la funcion, el eje horizontal, y las verticales por (a, 0) 
y (b, 0). Por ejemplo, si a < 0 < b, entonces 

fa * 3 

no representa el area de la region indicada en la figura 2, la cual viene dada 
en vez por 



FIGURA 2 

Debe tenerse un cuidado semejante al hallar las dreas de regiones que estan 
limitadas por las grdficas de mds de una funcion —problema que con frecuencia 
puede requerir mucha inventiva—. Supongamos, para dar primero un ejemplo, 
que deseamos hallar el £rea de la region, indicada en la figura 3, entre las grd- 
ficas de las funciones L 
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fix) = * 2 y g\x) = * 3 

sobre el intervalo [0, 1]. Si 0<x<l, entonces 0<jt s <jr 2 , de modo que la 
grafica de g queda por debajo de la de /. El area de la region que tiene interes 
para nosotros es, por lo tanto, 

area R(f, 0, 1) — area R(g , 0, 1), 


la cual es 

f* x 2 dx - x 3 dx = i - $ = 


Esta area podrfa haberse expresado por 

/>-*>• 

Si ^(jc) < /(jc) para todo x de [a, b], entonces esta integral da siempre el area limi- 
tada por / y g, aunque f y g sean algunas veces negativas. La manera mas facil de 
ver esto queda indicada en la figura 4. Si c es un numero tal que f + c y g + c 
son no negativas sobre [a, b], entonces la region R lt limitada por f y g tiene la 
misma area que la region R 2 , limitada por / + c y g + c. En consecuencia. 
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if>) 

FIGURA 4 


area R t - drea R 2 = J* (f + c) — J* (g + c) 

= // [(/+«)-(« + < 0 ] 

= £</-*>• 

Esta observation es util en el siguiente problema: Hallar el area de la region 
limitada por las graficas de 

/(*) = x 3 - x y g(x) = x*. 

Lo pritnero que necesitamos es determinar mds precisamente esta region. Las gra- 
ficas de / y g se cortan cuando 

x 3 — x = x 2 , 
o x 3 — x % — x — 0, 
o x(x 2 — at — 1) = 0, 

. i + Vi i - Vs 

o x = 0,-,- 
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Sobre el intervalo ([1 — v A 5]/2, 0) tenemos x :: — x > x- y sobre el intervalo 
(0, [1 + v A 5]/2) tenemos x~ > x ' — x. Estas afirmaciones se desprenden de las 
graficas (figura 5), pero tambien pueden ser comprobadas facilmente como sigue. 
Puesto que f(x) = ,?(*) solamente si jc = 0, [1 + /5]/2, 6 [1 — </5]/2, la fun- 
cion f — f! no cambia de signo sobre los intervalos ([1 — v /5]/2, 0) y (0, [1 + s/51/2); 
basta por lo tanto observar, por ejemplo, que 

(-i) 3 -(-i)-(-i) 2 = i>o, 

l 3 — i — i 2 =— 1<0 , 

para deducir que 

/ — £ — 0 sobre ([1 — V3]/2, 0), 

/ —#<0 sobre (0, [1 + /5]/2). 

El area de la region que nos ocupa es, pues, 

o i+Vs 

Ji-V's (x 3 — X — X 2 ) + / 0 2 [* 2 - (x 3 — *)] dx. 

Segun revela este ejemplo, uno de los mayores problemas que se encuentran 
al hallar las areas de una region, puede ser la determinacion exacta de la region. 
Existen, sin embargo, problemas mas sustanciales de naturaleza logica; hasta 
ahora hemos definido solamente las areas de algunas regiones muy particulares, 
jque no incluyen siquiera algunas de las regiones cuyas areas hemos calculado! 
Hemos supuesto sencillamente que el area tiene sentido para estas regiones, y que 
se cumplen ciertas propiedades razonables del «area». Estas observaciones no de- 
ben interpretarse como una sugerencia de que el lector haya de considerar que 
no vale la pena derrochar ingenio en el calculo de areas, sino que con ellas quere- 
mos indicar que existe un acceso mejor a la definicion de area, si bien su lugar 
apropiado hay que buscarlo en el calculo infinitesimal avanzado. El deseo de defi- 
nir el area fue la motivacion, lo mismo en este libro que historicamente, para la 
definicion de la integral, pero la integral no suministra en realidad la manera 
mejor de definir areas, si bien es con frecuencia el instrumento adecuado para 
calcularlas. 

Puede desconcertar el enterarse de que las integrales no son adecuadas para 
el mismisimo objeto motivo de su invencion, pero pronto veremos lo esenciales 
que son para otros fines. El uso mas importante de las integrales ha sido ya des- 
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tacado: si f es continua, la integral suministra una funcidn y tal que 

y'(*) =/(*)• 

Esta ecuacion es el ejemplo mas sencillo de « ecuacion diferencial* (una ecuacion 
para una funcidn y que encierra las derivadas de y). El teorema fundamental del 
calculo infinitesimal dice que esta ecuacion diferencial tiene una solucion, si / es 
continua. En capftulos sucesivos, y en varios problemas, resolveremos ecuaciones 
mas complicadas, pero la solucion depende casi siempre de alguna manera de 
las integrates; para resolver una ecuacion diferencial es necesario construir una 
nueva funcidn, y la integral es una de las mejores maneras de hacer esto. 

Puesto que las funciones derivables suministradas por el teorema fundamental 
del c&lculo infinitesimal van a desempenar un papel tan importante en nuestro 
trabajo posterior, es muy importante darse cuenta de que estas funciones se pue- 
den combinar, al igual que las funciones mas corrientes, para producir todavfa 
otras funciones, cuyas derivadas pueden hallarse mediante la regia de la cadena. 

Supdngase, por ejemplo, que 

f x * 1 

/W = / rz—r , iu 

Jo 1 + sen 2 1 

Aunque la notacion tiende a ocultar algo el hecho, / es la composicion de las 
funciones 
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C(x) = x 3 y F(x) ~ f --- dl. 

ja 1 4“ sen 4 1 

En efecto, f(x) = F(C(x)) : en otras palabras, / = F ->C. Por Jo tanto, por ia regia 
de la cadena, 

/'(*) = F'(C(x)) • C\x) 

= F'{x z ) * 3* 2 


1 4- sen 2 x 3 


Si definimos en vez / por 


m - r 


1 


1 4- sen 2 1 


dt, 


entonces 


fix) = ~ 


1 


1 4- sen 2 x 3 

* 

Si se define / como la composition inversa, 


2>x\ 


) = ( r —~— Ay, 

\J. 1 + sen 2 / / 


entonces 


fix) = C'(F(x)) ■ F'ix) 

1 


-i(f— i— *Y 1— 

\7o 1 + sen 2 / / 1 + sen 2 x 


Analogamente, si 
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4 - sen 2 2 


dt , 


£(*) = /” - 

h (\') = sen ( f -— 7 - *), 

\Ja 1 + sen - / / 


entonces 


/'(*) = 
*'(*) - 


1 


1 -f sen 2 ( sen x) 
-1 


* cos 


COS X , 


1 4-sen 2 (senx) 

h'(x) = cos ( f ---- dt) • —~~- 

Via i 4* sen 2 1 / 1 4* s 


sen 4 x 


La funcion de aspecto tan tremendo 

’(/a 1+Wt d 0 \ 


/(*) 


dt 


1 4" sen 2 1 

es tambien una composicion; en efecto, f ~ F ' F. Por lo tanto 


fix) - F’(F(x)) • F(*) 

1 


1 


1 4- sen 2 f f X - t—dt) 1 

\J <1 1 4- sen 2 1 ) 


4- sen 2 x 


Segiin revelan estos ejemplos, la expresion que aparece encima (o debajo) del 
signo integral indica la funcion que aparecera a la derecha cuando / se escribe 
eomo una composicion. Como ejemplo final, consideremos las composiciones triples 


fix) 


L 


(/:' rrisr,*) 1 


1 4- sen 2 1 


■dt. 


gix) ~ j 

J « 


(/a 1 + *in»<*) 

f —L. 

J a 1 + mci! 


MCII 2 t 


1 


1 4* sen 2 1 


dt, 


que pueden escribirse 


/ = F o F ° C y g - F * F ° F. 
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Omitiendo las fases intermedias (que el lector puede escribir si todavia se siente 
inseguro), se obtiene 


f(x) 


1 


1 -+• sen 2 ( f X * .. . *) 1 

\Ja 1 + sen 2 1 ) 


+ sen 2 x 3 


3* 2 , 


*'(*) = 


i _j_ if [U° 1+ scn ’ 1 ^ 1 .1 1+ sen 2 ( I* -?-</A 

1+Sen U T+^T|*J \ia 1 -f sen 2 / / 


1 


’ 1 + sen 2 x 


Lo mismo que las derivaciones mas sencillas del capftulo 10, estas manipulaciones 
deben resultar cada vez mas faciles con la practica ofrecida por algunos de los 
problemas, e igual que los problemas del capftulo 10, estas derivaciones consti- 
tuyen simplemente una manera de comprobar que el lector ha captado la regia 
de la cadena en el contexto algo menos familiar ofrecido por el teorema funda¬ 
mental del calculo infinitesimal. 

Las potentes aplicaciones que se haran de la integral en los capftulos sigqientes 
dependeran todas del teorema fundamental del calculo infinitesimal, cuya demos- 
tracion fue, sin embargo, tan facil; el verdadero trabajo parece que haya consis- 
tido en la definicion de la integral. En realidad, esto no es del todo cierto. Para 
aplicar el teorema 1 a una funcion continua necesitamos precisamente el teorema 
cuya demostracion no ha sido dada todavia: Si f es continua sobre [a, b\, enton- 
ces f es integrable sobre [ a, b]. Aunque ya hemos ofrecido una demostracion de 
ese resultado, hay un argumento mas elemental que el lector puede preferir. Como 
muchas argumentaciones «elementales», es completamente falso, pero tiene la vir- 
tud de obligamos a repasar la demostracion del teorema 1. 

Si f es una funcion acotada cualquiera sobre [a, b j, entonces 

sup {L(f, P) } e inf {U(f,P)} 


existiran ambos, aunque / no sea integrable. Estos numeros reciben los nombres 
de integral Inferior de / sobre [a, b] y de integral superior de / sobre [a, b\, res- 
pectivamente, y seran designados por 
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Las integrales inferior y superior tienen ambas varias propiedades posei'das por 
la integral. En particular, si a < c < b, entonces 

L /.‘/- L /.V + L /.V y u /.V = u/;/ + vp, 

y si f{x ) < M para todo x de [a, b], entonces 

m{b - a) < L < U J*f < M(b - a). 

Las demostraciones de estos hechos se dejan como ejercicio, puesto que son muy 
parecidas a las demostraciones correspondientes para integrales. Los resultados 
para integrales constituyen en realidad un corolario de los resultados para inte¬ 
grales superior e inferior, ya que / es integrable precisamente cuando 

Demostraremos que una funcion continua / es integrable demostrando que esta 
igualdad se cumple siempre para funciones continuas. Es en realidad mas facil 
demostrar que 

l /;/-«/;/ 

para todo x de [a, b] ’, el artificio consiste en observar que la mayor parte de la 
demostracion del teorema 1 jno dependio ni siquiera del hecho de que / fuese 
integrable! 

TEOREMA 13-3 

Si / es continua sobre [a, b], entonces / es integrable sobre [a, b]. 
.DEMOSTRACION 

Definamos las funciones L y U sobre [a, b\ por 

L(x) = L J'f y U(x) = U j’f. 


Supongase x en (a, b). Si h > 0 y 
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nih = inf x < t < x + A}, 

Mh — sup {/(/): x < t < x + A}, 


entonces 


m h • A < L f* +h f < U j* +h f < M h -h, 


de modo que 

• A < L(x + h) - L{x) < U(x + A) - U(x) < M h 'h 


o 


m h 


< L (* < U (* ±j)_Z g(«) 

A ~ A 


< M h . 


Si h < 0 y 


= inf {/(/): * + A < t < x}, 

M h = sup {/(*): x h < t < x], 

se obtiene la misma desigualdad, exactamente igual que en la demostracion del 
teorema 1. 

Por ser / continua en x , tenemos 

lim m h — lim Mh — /(*), 

h —► 0 h —► 0 


y esto demuestra que 

L\x) = U\x) = f(x) para x en (a, b). 
Esto significa que existe un numero c tal que 

U(x) = L(x) + c para todo x de [a, b]. 


Puesto que 


U{a) = L(a) = 0, 
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el numero c debe ser igual a 0, de modo que 

U(x) — L{x) para todo x de [a, b\. 

En particular, 

U j'f = U(b) = m = L f'f, 
y esto significa que f es integrable sobre [a, b ]. | 
PROBLEMAS 


1. Hallar las derivadas de cada una de las funciones siguientes: 
(i) F{x) — J sen 3 t dt. 

.(/"sen »l*) j 


dt. 


(ii) F{x) = f 3 l+seB * t + t > 

(iii) = !’, (SI T+T+Z*i d ‘) dy - 

(iv) 

(V) F {X ) = [- 


+ t 2 4- sen 2 1 


dt. 


(vi) F(x ) = sen ^J sen sen* t dt^ dy'j. 

(vii) F~ l , donde F(x) = f - 

( Ji t 


dt. \ 

([Hallar (F _1 )'(^) en tdrminos 

(viii) F~\ donde F(x) = [* i= dt. \ de F~ l (x).] 

Jo vi — t 2 J 

2. Para cada una de las f siguientes, si =/.' /, t en que puntos x es F (jt) 

/(*)? [Precaucidn: puede ocUrrir que F'(x) = f(x), aun no siendo f conti* 
nua en x ] 


(i) /(*) = 0 si x < 1, f{x) = 1 si x > 1. 
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(ii) f(x ) = 0 si x < 1 , /(x) = 1 si x > 1. 

(iii) f(x) = 0 si x j* 1, f{x) = 1 si x — 1. 

(iv) /(a:) = 0 si x es irracional, /(x) = l/<? si x = p/<7 fraccion irreducible. 

(v) f(jc) = 0 si x < 0, f(x) = x si x > 0. 

(vi) /(x) = 0 si x < 0, /(x) = l/[l/x] si x > 0. 

(vii) f es la funcion indicada en la figura 6. 

(viii) /(x) =1 si x = 1 In para algun n de N, /(x) = 0 en los dem£s casos. 

3. Sea / integrable en [a, b ], c un punto de (a, b ) y 

F(x) = J f, a < x < b. 

Proporcionar una demostracion o bien poner un contraejemplo para cada 
una de las proposiciones siguientes: 

(a) Si / es derivable en c, entonces F es derivable en c. 

(b) Si / es derivable en c, entonces F ' es continua en c. 

(c) Si /' es continua en c, entonces F' es continua en c. 

4. Demostrar que los valores de las expresiones siguientes no dependen de x. 

fx 1 fllx 1 

0 ) lvh dt + L tt? a 
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5. Hallar (/" 1 )'(0) si 

(i) f(x) = jj 1 -f sen(sen t) dt. 

(ii) /(*) = J* sen(sen /) dt. 

(No intente el lector calcular f exphcitamente.) 

6. Hallar una funcion g tal que 


(i) J tg(t ) dt = * + x 2 . 

(ii) J X tg(t ) dt = * + * 2 - 

(Tener en cuenta que g no se supone continua en 0.) 

7. Hallar una funcion continua / que satisfaga 


P/= (/«)*+ c. V 

8. Sup6ngase que / y g son funciones derivables que satisfacen 


J' (x) fg = 

*9. Demostrar que g(0) = 0. 

Supongase que/es derivable con f(Q) = 0 y 0 </' < 1. Demostrar que para 
todo x>0 tenemos 


* 10 . Sea 



lEs derivable en 0 la funcion F(x) = ? Ayuda: Echar una ojeada a las pa- 

ginas 243 y 244. 
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11. Utilizar el problema 13-24 para demostrar que 


8 m - /. 

f 4 


1 x 6 1 

—dx < -■ 
\/l + x* ~ 7 


(ii) | < 


~ x dx < V3 


+ x 4 

12. Hallar F (jt) si F(jt) = xf{t)dt. [La solucion no es xf(x)', se debe practicar 

una manipulation evidente con la integral antes de tratar de hallar F'.] 

13* Demostrar que si / es continua, entonces 

/o*/(«)(* “ «) du = f* (f* f(t) dt ) 

Indicacion: Derivense ambos miembros, haciendo uso del problema 12. 
**14. Aplicar el problema 13 para demostrar que 

/o’/(«)(* - •4 2 </a = 2 (/o“'/(0 dt)d Ul )du 2 


15 . Hallar una funcion / tal que f""(x) — 1/ V1 + sen 2 x. (Este problema debe ser 
facil; no se interprete mal la palabra «hallar».) 

* 16 . Se dice que una funcion / es periodica, con periodo a, si /(jc + a) = f(x) para 
todo x. 

(a) Si / es periodica con periodo a e integrable sobre [0, a], demostrar que 

f a r f 6 + a r 

jo / = J b f P ara to do b, 

(b) Hallar una funcion / que no sea periodica, pero que lo sea f. Indicacion: 

Elegir una g periodica para la cual pueda asegurarse que f(x) = g no 
sea periodica. 

(c) Supdngase que f es periodica con periodo a. Demostrar que / es perio¬ 
dica si y solo si f{a) =*? /(0). 

17. Hallar j^ Vx dx, encontrando simplemente una funcion / con f\x) = ’tfx, y 

aplicando el segundo teorema fundamental del calculo infinitesimal. Cotejar 
despues con el problema 13-22. 

* 13 . Aplicar el teorema fundamental del calculo infinitesimal y el problema 13-22 
para deducir el resultado enunciado en el problema 12-18. 
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19. Sean Ci, C y C 2 curvas que pasan por el origen, tal como se indica en la fi- 
gura 7. Cada uno de los puntos de C puede unirse a un punto de C\ me- 
diante un segmento vertical y a un punto de C 2 mediante un segmento ho¬ 
rizontal. Diremos que C biseca a Ci y C 2 si las regiones Ay B tienen dreas 
iguales para todo punto de C. 

(a) Si Ci es la grafica de f[x) = x 2 , x > 0 y C es la grafica de fix) = lx 2 , 
x > 0, hallar Ci de tal modo que C biseque a Ci y C 2 . 

(b) De un modo mas general, hallar C 2 si Ci es la grdfica de fix) = x m y 
C es la grdfica de fix) = cx m para un cierto c > 1. 

Cx fhx 

20. (a) Hallar las derivadas de F(x) = I \jtdt y G(x) = J 1 /tdt. 

(b) Dar ahora una nueva demostracion para el problema 13-16. 

*21* Aplicar el teorema fundamental del calculo infinitesimal y el teorema de 
Darboux (problema 11-54) para dar otra demostracioh del teorema de los 
v.alores intermedios. 

22. Demostrar que si h es continua, f y g son derivables y 

= /;:>)<*, 

entonces F'(x) = h(g(x))'g'(x) — h(f(x))f'(x). Indicacion: Intentese reducir 
esto a los dos casos que se saben ya tratar, con una constante ya sea como 
limite inferior o como limite superior de integracidn. 
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23. Supongase que/' es integrable en [0, 1] y f{0) = 0. Demostrar que para todo 
x de [0, 1] tenemos 

I/Ml < yjfi l/T- 

Demostrar que la hipotesis /(0) = 0 es necesaria. Ayuda: Problema 13-40. 


*24. (a) Supongase G' = g y F' = /. Demostrar que si la funcion y satisface la 
ecuacion diferencial 

(*) ft(y(x))-y'(x) = f(x) para todo x de algun intervalo, 

entonces existe un numero c tal que 

(**) G(y(x)) = F(x) -1- c para todo x de este intervalo. 

(b) Demostrar, reciprocamente. que si y satisface (**), entonces y es una solu- 
cion de (*). 

(c) Hallar que condicion debe satisfacer y si 


y'M 


1 +x 2 

i +y(x) 


[En este caso g(t) = 1 + t y fit) — 1 + /*’.] Despues «resolver# las ecua- 
ciones resultantes para hallar todas las soluciones posibles y (ninguna 
de las soluciones tendra R como dominio). 

(d) Hallar que condicion debe satisfacer y si 

yw = r+ifcr* 

(Recurriendo al problema 12-11 se vera que existen funciones que satis- 
facen la ecuacion resultante.) 

(e) Hallar todas las funciones y que satisfacen 

y{x)y{x) = -x. 

Hallar la solucion y que satisface y(0) = —1. 

25. En el problema 10-17 hemos hallado que la derivada de Schwarz 

f "M _ 1 //"MV 

/'M 2 V/'M ) 
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se anulaba para/(x) = (ax + b)/(cx + d). Supongamos ahora que / es una fun- 
cion cualquiera cuya derivada de Schwarz se anula. 

(a) f” 2 /f /3 es una funcion constante. 

(b) / tiene la forma fix) = (ax + b)/(cx + d). Ayuda: Considerar u=f'y 
aplicar el problema anterior. 

*26. El lfrnite lim f f, si existe, se designa por f /(of f(x) dx), y se le da el 
nombre de «integral impropia*. 

(a) Determinar j x r dx, si r < -L 

(b) Aplicar el problema 13-16 para demostrar que f Ifxdx no existe. In- 
dicacidn: ^Que se puede decir de f \fxdxl 

1 r- 

(c) Supongase que f(x) > 0 para i>0 y que existe J /. Demostrar que 

si 0 < £(*) < f(x) para todo x > 0, entonces tambien existe f g. 

rv Jo 

(d) Explicar per que 1/(1 +x-)dx existe. Indicacion: Separar esta in- 

J o 

tegral en 1. 

27. Decir si existen o no las siguientes integrates impropias: 

1 


«/; 
® /. r 
® /; 


Vl + X 3 


dx. 


+ 


dx. 

dx. 


*Vl + x 

*28. La integral impropia j f se define de la manera evidente, como lim f /. 

y -x A —»—x y \ 

Pero otro tipo de integral impropia f / se define de manera no evidente: 
es f / + f /, siempre que existan estas dos integrates impropias. 

(a) Explicar por que J 1/(1 + x-)dx existe. 

(b) Explicar por que no existe j xdx. (Observese, sin embargo, que 


lim 

V-»x J-X 


xdx si existe.) 
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(c) Demostrar que si / existe, entonces existe 


lim r f 

N-»v J-N 


y es igual a / /. 

•• oo 

r n +i /* n 

Demostrar, ademas, que lim / y lim / existen ambos y son 

J —N N-»OC ,/-N = 

f 00 

iguales a /. dar el lector una generalizacion razonable de 

J -oo 

estos hechos? (Si no es capaz de hacerlo encontrara bastante dificultad 
tratando estos casos particulares.) 

*29. Existe otro tipo de «integral impropia» en la cual el intervalo esta acotado, 
pero la funcion no esta acotada: 

(a) Si a>0, hallar lim ( 1 f\fxdx. Este limite se designa por j 1 IsfTdx, 

aun cuando la funcion j{x) = \ r x~ no este acotada sobre [0, «], de cual- 

quier manera que se defina /(0). 

(b) Hallar f x r dx si —1 < r < 0. 


fa 

J 0 


x 1 dx no tiene sen- 


x\' dx para «<0 y calcularla 
(1— x-)~' ri dx como suma de 


(c) Aplicar el problema 13-16 para demostrar que 
tido, ni siquiera como limite. 

(d) Inventar una definicion razonable de 
para —1 < r < 0. 

(e) Inventar una definicion razonable de 
dos limites. y demostrar que los lfmites existen-. lndicacion: cP° r q u e 

existe (l+.x)~' / ' :: dx? ^,C6mo es (l-fx) _1/2 comparado con (1 — x-)~' /2 
J -1 

para —1 < x < 0? 

30. (a) Si / es continua en [0, 1], calcular lim x f dt. 

x-*0 + Jx * 

(b) Si / es integrable en [ 0, 1] y lim/(x-) existe, calcular lim x f dt. 

i-*0 X-.0+ Jx t 

Es posible, finalmente, combinar las dos extensiones posibles del concepto 
de integral. 

(a) Si /( jc) = 1 1 s[~x para 0 < x < 1 y f(x) = l lx 2 para x>\, hallar f f(x) dx 

J 0 

(una vez decidido cual debe ser el significado de esto). 

(b) Demostrar que j x r dx nunca tiene sentido. (Distinguir los casos 

—1 < r < 0 y r < —1. En uno de los casos el fallo esta en 0 y en el 
otro en oo; para r = —1 el fallo esta en ambos sitios.) 


*31. 



CAPITULO 

15 

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRIC AS 


Las definiciones de las funciones sen y cos son considerablemente mas utiles que 
lo que se pudiera sospechar. Por esta razon, este capi'tulo empieza con algunas 
definiciones informales e intuitivas, las cuales no deben ser examinadas con dema- 
siado espfritu crftico, ya que van a ser sustituidas en seguida por las definiciones 
formales que realmente vamos a usar. 

En geometria elemental, un angulo es sencillamente la union de dos semirrec- 
tas con un punto comiin inicial (figura 1). 



FIGURA 1 


Mas utiles para la trigonometria son los «angulos dirigidos», los cuales pue- 
den ser considerados como pares (/„ /,) de semirrectas con el mismo punto inicial, 
como en la representacion de la figura 2. 
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FIGURA 2 


Si para l v elegimos siempre la mitad positiva del eje horizontal, un angulo 
dirigido queda totalmente descrito mediante la segunda semirrecta (figura 3). 



FIGURA 3 FIGURA 4 


Puesto que cada semirrecta corta al ci'rculo unidad exactamente una vez, un 
angulo dirigido queda descrito, aun mas sencillamente, mediante un punto sobre 
el ci'rculo unidad (figura 4), es decir, mediante un punto (jc, y) con x 2 + y 2 = 1. 
El seno y el coseno de un angulo dirigido pueden ser definidos ahora como sigue 
(figura 5): Un angulo dirigido queda determinado mediante un punto {x, y) con 
x 2 + y 2 = 1; el seno del angulo se define como y, y el coseno como x. 

A pesar de la aureola de precision que rodea el parrafo anterior, no hemos 
terminado todavi'a con las definiciones de sen y cos. De hecho, apenas hemos em- 
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FIGURA 5 FIGURA 6 

pezado. Lo que hemos hecho ha sido definir el seno y el coseno de un angulo 
dirigido; lo que queremos definir es sen x y cos x para cada numero x. El pro- 
cedimiento corriente para hacer esto depende de asociar un angulo a cada numero. 
El metodo mas antiguo consiste en «medir angulos en grados ». Un angulo atodo 
alrededor» se asocia a 360, un angulo de «mitad de vuelta# se asocia a 180, un 
Angulo de «un cuarto de vuelta» a 90, etc. (figura 6). El angulo asociado de esta 
manera al numero jc recibe el nombre de «angulo de x grados». El angulo de 
0 grados es el mismo que el angulo de 360 grados, y esta ambigiiedad se sigue 
extendiendo de intento, de manera que un angulo de 90 grados es tambien un 
angulo de 360 + 90 grados, etc. Se puede ahora definir una funcion, que deno- 
taremos por sen°, como sigue: 

sen°(x) = seno del angulo de x grados. 

Este enfoque presenta dos diflcultades. Aunque puede estar claro lo que en- 
tendemos por angulo de 90 6 45 grados, no esta del todo claro que cosa es un an¬ 
gulo de, por ejemplo, \fl grados. Aun cuando se pudiera obviar esta dificultad, 
no es probable que este sistema, al depender como depende de la election arbi¬ 
trary de 360, conduzca a resultados elegantes; seria pura casualidad que la fun- 
cidn sen° tuviera propiedades matematicamente agradables. 

La «medida en radianes> parece ofrecer el remedio para los dos defectos men- 
cionados. Dado un numero cualquiera x, elijase un punto P sobre el cfrculo unidad 
tal que x sea la longitud del arco de drculo que empieza en (1, 0) y que se dirige 
hacia P en sentido contrario al de las agujas de un reloj (figura 7). El angulo diri- 
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gido determinado por P recibe el nombre de « angulo de x radianes*. A1 ser 2n la 
longitud total del ci'rculo, el angulo de x radianes y el angulo de 2n + x radianes 
son identicos. Una funcion sen r puede ahora definirse como sigue : 

sen%x) = seno del angulo de x radianes. 

Puede adoptarse Mcilmente este mismo metodo para definir sen°; puesto que 
queremos tener sen” 360 = sen r 2n, podemos definir 

„ 2 TTX TTX 

sen x — sen r - = sen r - 

360 180 

Pronto abandonaremos el superindice r en sen r , ya que sen r (y no sen”) es la 
unica funcion que nos interesa; antes de hacerlo, conviene hacer unas cuantas 
advertencias. 

Las expresiones sen° x y sen r jc se escriben a veces 

sen x° 

sen x radianes, 

pero esta notacion es completamente confusa; un numero x es simplemente un 
numero; no lleva ningun distintivo que indique que es «en grades* o «en radia¬ 
nes*. Si se tiene duda acerca del significado de* la notacidn «sen x » se suele 
preguntar: 

*lEst& x en grados o en radianes?* 
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pero lo que se quiere decir es: 

«£Se trata de sen 8 o sen r ?» 

Incluso para los matemdticos, adictos al rigor, estas ooservaciones serian dispen- 
sables, si no fuera por ei hecho de que el no tomarlas en consideration conduce 
a soluciones incorrectasdeciertos problemas (en el problema 19 se da un ejemplo). 

Aunque la funcion sen r es la funcion que deseamos designar simplemente por 
sen (y utilizarla de aquf en adelante exclusivamente), la misma definicion de sen r 
encierra una dificultad. La definicion propuesta depende del concepto de longitud 
de una curva. Aunque la longitud de una curva ha sido definida en varios pro- 
blemas, es tambien facil reformular la definicion en terminos de areas. (En el pro¬ 
blema 28 se esboza un tratamiento en terminos de la longitud.) 

Supongamos que x es la longitud del arco de cfrculo unidad desde (1,0) has- 
ta P; este arco contiene asi xj2n de la longitud total 2n de la circunferentia del 
cfrculo unidad. Designemos por 5 el «sector® indicado en la figura 8; S esta limi- 
tado por el cfrculo unidad, el eje horizontal, y la semirrecta por (0, 0) y P. El drea 
de S deberfa ser xjln veces el area interior al cfrcirio unidad, la cual damos por 
supuesto que es n; asf pues, S debe tener por area 

x _ x 
tor ’ * “ 2 

Podemos, por lo tanto, definir cos x y sen x como las coordenadas del punto P 
que determina un sector de area jc/2. 

Basados en estas observaciones, iniciamos la definicion rigurosa de las fun¬ 
ciones sen y cos. La primera definicion identifica n como drea del cfrculo unidad; 
mds exactamente, como dos veces el drea de un semicfrculo (figura 9). 



FIGURA 9 
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DEFINICI6N 


* = 2 • Vl - x 2 dx. 


(Esta definicion no se ofrece simplemente como ornato; para definir las fun- 
ciones trigonometricas sera necesario empezar definiendo sen x y cos x solamente 
para 0 < x < n.) 

La segunda definicion esta destinada a describir, para —1 < x < 1, el drea A(x) 
del sector limitado por el circulo unidad, el eje horizontal, y la semirrecta por 
(x, s/ 1 — x 2 ). Si 0 < x < 1, esta area puede expresarse (figura 10) como la suma 
del drea de un tridngulo y el area de una region por debajo del circulo unidad: 

rVl — x 2 f 1 r -- 

---h / VI-/ 2 dt. 

2 Jx 




Se da el caso de que esta misma formula vale tambien para —1 < x < 0. En este 
caso (figura 11) el termino 


x vT ~—~x 2 
2 

es negativo, y representa el area del triangulo que debe ser restado del tdrmino 


f x l Vl - t 2 dt. 
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DEFINICI6N 

Si —1 < x < 1, entonces 

A(x) = ^~ Z — + f' vT - dt. 

Observese que si —1 < x < 1, entonces A es derivable en x y (aplicando el 
teorema fundamental del calculo infinitesimal). 




1 - 2x 2 - 2(1 - * 2 ) 



FIGURA 12 

Observese tambien (figura 12) que sobre el intervalo [—1, 1] la funcion A de- 
crece a partir de 
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A(- 1 ) = 0 + f - ‘*i‘ = \ 

hasta ,4(1) = 0. Esto se sigue directamente de la definicion de A, y tambien del 
hecho de que su derivada es negativa sobre (—1, 1). 

Para 0 < x < n queremos definir cos x y sen x como las coordenadas de un 
punto P — (cos x, sen x) sobre el circulo unidad que determina un sector cuya 
area es x/2 (figura 13). En otros terminos: 

DEFINICION 


Si 0 < x < J7, entonces cos x es el unico numero de [—1, 1] tal que 


y 


A (cos x) 



sen x 


= y/ \ — (cos x) 2 . 


Esta definicion requiere, en realidad, unas cuantas palabras de justificacion. 
Para saber que existe un numero y que satisface A(y) — x/2, utilizamos el hecho 
de que A es continua, y de que A toma los valores 0 y -/2. Este recurso tacito al 
teorema de los valores intermedios es crucial si queremos que sea precisa nuestra 
definicion preliminar. Una vez hecha, y justificada, nuestra definicion, podemos 
ahora proceder muy rapidamente. 

TEOREMA 1 

Si 0 < x < ?r, entonces 

cos^x) = — sen x, 
sen'(x) = cos x. 

DEMOSTRACI6N 

Si B = 2A, entonces la definicion /4(cos x) = x/2 puede escribirse 

B (cos x) = x; 

en otras palabras, cos es precisamente la inversa de B. Hemos calculado ya 




Las funciones trigonometricas 


433 


A f (x ) = - 


2 Vl - x* 



de lo cual deducimos que 


B'(x) = 


Vl - *! 


En consecuencia. 


cos'(^) -» (ir- i )'(*) 

1 


1 


1 


Pucsto que 


obtenemos tambten 


sen 


Vl - [ir'MF 

— — Vl — (cos x) 2 
— sen 


* =* Vl — (cos a:) 2 , 


sen'(x) - - • ~ 2cos * ‘ cos'fr) _ cos * sen s 
2 Vl — (cos at) 2 


sen at 


** cos Af. | 


434 


Derivadas e integrates 


La informacion contenida en el teorema 1 puede ser utilizada para trazar las 
graficas de sen y cos sobre el intervalo [0, jt]. Puesto que 

cos'(^) = — sen x < 0, 0 < * < 7r, 




FIGURA 15 


la funcion cos decrece desde cos 0 = 1 hasta cos n = —1 (figura 14). En conse- 
cuencia, cos y = 0 para un y unico de [0, «•]. Para hallar y, observemos que la 
definicion de cos. 


A (cos x) = 


X 


2 


significa que 

^( 0 ) - | 


de modo que 

y — 2 y /1 — t 2 dt. 


Es facil ver que 



/o : 


y/1 — t 2 dt , 


de modo que podemos escribir tambien 



Las funciones trigonometricas 


435 




Tenemos ahora 


sen'(*) = cos x 


> 0, 0 < x < t/2 

< 0, 7r/2 < X < 7T, 


de modo que sen crece sobre [0, jt/2] desde sen 0 = 0 hasta sen n/2 = 1, y des¬ 
pues decrece sobre [jt/2, n] hasta sen it — 0 (figura 15). 

Los valores de sen x y cos x cuando x no esta en [0, n] se calculan muy facil- 
mente mediante un proceso de yuxtaposicion en dos fases: 

(1) Si it < x < lit, entonces 

sen x = — sen(27r — x ), 
cos x = cos(2?r — x). 

La figura 16 muestra las graficas de sen y cos sobre [0, 2 jt]. 

(2) Si x — 2irk + x' para algun entero k y algun x' de [0, 2ir], entonces 

sen x = sen x', 
cos x = cos x 




FIGURA 16 

La figura 17 muestra las graficas de sen y cos, definidas ahora sobre todo R. 
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Una vez extendidas las funciones sen y cos a todo R, debemos ahora compro- 
bar que siguen cumpliendose las propiedades bdsicas de estas funciones. Esto 
resulta facil en la mayoria de los casos. Por ejemplo, estd claro que la ecuacidn 

sen 2 x -f cos 2 x — 1 




FIGURA 17 

se cumple para todo x. No es tampoco difi'cil demostrar que 

sen'(x) = cos x, 
eos'(*) = — sen x, 

si x no es multiplo de jt. Por ejemplo, si x < x < 2jt, entonces 

sen x = — sen(27r — x), 


de modo que 


sen'(x) = — sen'(2ir — x) • (—1) 
= cos(27r — x) 
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Si x es un multiple de jt recurrimos a un artificio; basta solamente aplicar si 
teorema 11*7 para concluir que las mismas formulas se cumplen tambien en 
cste caso. 



FIGURA 18 


Las dem&s funciones trigonometricas corrientes no presentan absolutamente 
ninguna dificultad. Definimos 

sec x 

tan x 

esc x 

• ■ \ 

cot X 

Las grdficas se ban dibujado en la figure 18. Serfe conveniente que el lector tra- 
tara de convencerse de que es posible predecir los rasgos generales de estas grifi- 
cas a partir de las derivadas de estas funciones, que se dan en el prdximo teorema 
(no .es necesario aprender de memoria el enunciado del teorema ya que los resul- 
tados se pueden volver a deducir en cualquier momento). 


1 


COS X 

sen x 
cos x 
1 

-x- 

sen x 
cos x 
sen x f 


x hr + t/ 2, 


x hr. 
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TEOREMA 2 

Si x 7 ^ kn + jc/ 2 entonces 

sec'(x) = sec x tg x, 
tg x ) = sec 2 x. 

Si jc 7 ^ kn, entonces 

cosec'( at) = — esc x ctg x, 
ctg'O) = — cosec 2 x. 

DEMOSTRACION 

Se deja para el lector. (Se trata de un simple calculo.) | 

Las inversas de las funciones trigonometricas se derivan tambien facilmente. 
Las funciones trigonometricas no son uno-uno, de modo que hace falta restringir- 
las primero a intervalos convenientes; la mayor longitud posible que se puede 
obtener es n, y los intervalos que generalmente se eligen son (figura 19) 


[—x/2, 7 t/ 2] para sen, 
[ 0 , tt] para cos, 

(— 7 r/ 2 , tt/ 2 ) para tg. 



(Las inversas de las demas funciones trigonometricas son de tan raro uso que ni 
siquiera las vamos a estudiar aquf.) 

La inversa de la funcion 


/(*) = sen x, — 7t/2 < x < tt/2 





Las funciones trigonometricas 


439 


se designa por arcsen (figura 20); el dominio de arcsen es [—1, 1]. La notation 
sen -1 se evita porque arcsen no es la in versa de sen (la cual no es uno-uno), sino 
de la funcion restringida /; la notation sen -1 tiene ademas la desventaja de que 
sen _1 (;c) podria ser interpretado como 1/sen jc. 

La inversa de la funcidn 


g(x) — cos x, 0 < x < ir 



(a) (b) 


FIGURA 20 

se designa por arccos (figura 21); el dominio de arccos es I—1, 1], 
La inversa de la funcion 


h{x) = tg x, —t/ 2 < x < tc/2 



FIGURA 21 


se designa por arctg (figura arctg es uno de los ejemplos mas sencillos de 
funcidn derivable que esti acotada a pfcsar de ser uno-uno sobre todo R. 
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FIGURA 22 


Las derivadas de las funciones trigonometricas inversas son sorprendentemente 
sencillas, y no encierran en absoluto funciones trigonometricas. Hallar las deriva¬ 
das es cosa sencilla, pero para expresarlas de forma conveniente tendremos que 
simplificar.expresiones tales como 


cos(arcsen jc), 
sec( arctg x). 

Un pequeno dibujo es la mejor manera de recordar las simplificaciones correctas. 
Por ejemplo, la figura 23 muestra un dngulo dirigido cuyo seno es jc, el dngulo 
indicado es, pues, un dngulo de (arcsen jc) radianes; en consecuencia cos(arcsen jc) 
es la longitud del otro lado, a saber, \/1 — jc 2 . Sin embargo, en la demostracidn 
del prdximo teorema no vamos a recurrir a estos dibujos. 



FIGURA 23 


TEOREMA 3 

Si —1 < jc < 1, entonces 


arcsen' (jc) = 


1 
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arccos'(*) 



Ademds. para todo x se tiene 


arctg'(*) 


1 

1 x* 


DEMOSTRACI6N 


arcsen'C*) = (f~ l )'(x) 

1 

nr\*)) 

= 1 

sen'(arcsen a:) 
_ 1 

cos(arcsen x) 


Ahora bien 

cs dccir, 
por lo tanto. 


[sen(arcsen a:)] 2 + [cos(arcsen *)] 2 = 1, 
x 2 + [cos(arcsen *)] 2 = 1; 
cos(arcsen x) = \/1 —jr 2 . 


[La rafz cuadrada positiva debe tomarsc porque arcsen x estd en (—jt/2, jt/ 2), dc 
iiiodo que cos(arcsen x ) > 0.] Esto demuestra la primera fdrmula. 

La segunda fdrmula ha sido ya establecida (en la demostracidn del teorema 1). 
Es tambidn posible imitar la demostracidn de la primera fdrmula, ejercicio con- 
veniente si aquella demostracidn presentara alguna dificultad. La demostracidn 
de la tercera fdrmula es como sigue. 

arctg'(x) = (h~ l Y(x) 

, , . i 
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1 

tg'( arctg x) 
1 

sec 2 ( arctg *) 


Dividiendo los dos miembros de la identidad 

sen 2 a + cos 2 a = 1 


por cos 2 a se obtiene 


tg| 2 a + 1 = sec 2 a. 


Se sigue que 


[ tg ( arctg *)] 2 + 1 = sec 2 ( arctg *), 


o 


x 2 + 1 = sec 2 ( arctg x), 

con lo cual queda demostrada la tercera formula. | 

La demostracion tradicional de la formula sen'(jc) = cos x (totalmente distinta 
de la dada aqui) se esboza en el problema 27 Esta demostracion depende de 
establecer primero el h'mite 


a—* o h 


y la «formula de la suma» 

sen(x + y) = sen x cos y + cos x sen^. 

Ambas formulas pueden deducirse ahora facilmente una vez conocidas las deri¬ 
vadas de sen y cos. La primera no es mas que el caso particular sen'(O) = cos 0. 
La segunda depende de una hermosa caracterizacion de las funciones sen y cos. 
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Para deducir este resultado necesitamos un lema cuya demostracion encierra un 
habil artificio; una demostracion mas directa sera dada en la parte IV. 

LEMA 

Supongamos que / tenga derivada segunda por todas partes y que 

/"+/= 0 , 

/(0) = 0 , 

/'(0) = 0 . 


Entonces / = 0. 


DEMOSTRACI6N 


Multiplicando los dos miembros de la primera ecuacion por f se obtiene 


Asi pues. 


/'/"+//' = 0 . 


[(/V +/ 2 ]' = 2 (/'/'' +//') = o, 


de modo que (f) 2 4- f 2 es una funcion constante. De /(0) = 0 y /'(0) = 0 se sigue 
que la constante es 0; asi pues. 


f'(x) 2 + f(x) 2 = 0 para todo x. 


Esto implica que 

f(x) = 0 para todo x. | 

TEOREMA 4 

Si / tiene derivada segunda por todas partes y 

/"+/= o, 

/(0) = a, 
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/'(0) = b , 


cntonccs 


/ = b * sen 4* a • cos. 

[En particular, si /(0) = 0 y f(0) = 1, entonces / = sen; si /(0) = 1 y f(0) 
entonces / = cos.] 


DEMOSTRACI6N 


Sea 


Entonces 


g{x) — f(x) — b sen x — a cos x. 


g'(x) = /'(jc) — 6 cos x + a sen x, 
g"(x) — /"(*) 4* b sen x 4- a cos x. 


En consecuencia. 


g"+g = 0, 
g( 0) = 0, 
g'(o) = 0, 


lo que demuestra que 


0 = g(x) = /(*) — & sen x — a cos x, para todo x. | 


TEOREMA 5 

Si x e y son dos numeros cualesquiera, entonces 

sen(x 4* y) = sen x cos y 4* cos x sen y> 
cos(x 4- y) = cos x cos y — sen x sen y. 
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DEMOSTRACI6N 

Para cualquier numero particular y podemos definir una funcidn / por 


/(*) = sen(* + y). 


Entonces 


fix) = cos ix +y), 
fix) = - sen(x -h y). 


En consecuencia, 

r+f = o, 

fi 0 ) * sen y, 

/'(0) = cosy. 

Se sigue del teorema 4 que 

/ * (cosy) - sen + (seny) * cos; 


es decir, 

sen(jc + y) = cos y sen x + sen y cos x, para todo x. 

Puesto que para empezar se hubiese podido elegir cualquier numero y, esto de- 
muestra la primera formula para todo x y para todo y. 

La segunda formula se demuestra de manera andloga. fl 

Como conclusidn a este capitulo, y como preludio al capi'tulo 17, mencionare- 
mos otra manera de abordar la definicidn de la funcidn sen. Puesto que 

1 . . ; 

arcsen'(x) == 7 ========== para —1 < x < 1 , 

VI - 

se sigue del segundo teorema fundamental del cdlculo infinitesimal que 
arcsen x *= 


arcsen x — arcsen 0 


/: 


1 


Vl - ** 


dt. 
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Esta ecuacion podrfa haber sido tomada como definicion de arcsen. Se seguirfa 
inmediatamente que 

arcsen (*) = — ; 

VI - t 2 

la funcion sen podrfa ser definida entonces como (arcsen)' 1 y la formula para la 
derivada de una funcion inversa demostrarfa que 

sen'(*) = V 1 — sen 2 x , 


lo cual podrfa ser definido como cos x. Eventualmente se podrfa demostrar que 
A(cos x) x/2, volviendo a obtener, al final mismo del desarrollo, la definicion 
con la cual empezamos. A pesar de que buena parte de esta presentation proce- 
deria mas rapidamente, la definicion estarfa totalmente inmotivada; la razon de 
* as definiciones estarfa clara para el autor; pero no para el estudiante que es 
a quien van dedicadas. Sin embargo, como veremos en el capftulo 17, a veces 
es muy razonable un enfoque de este tipo. 

PROBLEMAS 


1. Derivar cada una de las siguientes funciones. 


(0 /(-*) = arctg ( arctg ( arctg x)). 

(ii) f(x) = arcsen( arctg (arccos x)). 

(iii) f(*) = arctg (tg * arctg x). 


(iv) f(x) = arcsen 


( _ ! _ ). 

W 1 4- Y*/ 


2. Hallar los siguientes limites mediante la regia de l’HSpital. 


(i) lim 

i —»0 

(ii) lim 
*-♦0 

(iii) lim 

x —>0 


sen x — x + * 3 /6 
sen^f — x + x z /6 


cos x — 1 + x 2 /2 
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(iv) lim 

x —*0 


cos x — l + * 2 /2 


arctg x — x + * 3 /3 


( v ) lim - ^ 

*-»0 X 3 

(vi) lim (--—\ 

*—>o \x sen*/ 

( sen a: 

-, x o 

1, x = 0. 



(a) Hallar /'(0). 

(b) Hallar f'(0). ^ 

En este punto, es casi seguro que el lector tendra que, usar 1a regia de l’Ho- 

pital, pero en el capitulo 23 sabremos hallar 0) para todo k, sin casi 

ningun trabajo. 

4. Hallar la grafica de las siguientes funciones. 

(a) f(x) = sen 2jc. 

(b) fix) = sen(jc 2 ). [Se puede obtener un esquema bastante aceptable de esta 
grafica con solo utilizar un dibujo de la grdfica de sen. Este problema se 
resuelve efectivamente solo discurriendo, ya que determinar el signo de 
la derivada /'(■*) = cos(jc 2 ) • lx no es mds facil que determinar directa- 
mente el comportamiento de f. La formula para fix) indica, sin embargo, 
un hecho importante: /'(0) = 0, lo cua] debe ser verdad ya que / es par, 
y debe aparecer claramente en la grafica.] 

(c) fix) = sen x + sen lx. [Serd probablemente instructive dibujar primero 
las grdficas de g(x) = sen x y h(x) = sen 2x cuidadosamente sobre el 
ntismo par de ejes, desde 0 hasta 2n, e imaginar edmo tiene que ser la 
suma. Serd fdcil hallar cudntos puntos singulares tiene / sobre [0, 2n\ 

1 considerando la derivada de /. Se podrd entonces determinar la naturaleza 
de estos puntos singulares hallando el signo de f en cada punto; el esque¬ 
ma sugerird probablemente la solucidn.] 

(d) fix) = tg x — x. (Determinar primero el comportamiento de / en 
(— n/2, jt/2) ; en los intervalos ikn — irf2, kn + nJ2) la grdfica de / ten- 
drd exactamente el mismo aspecto, salvo cierta traslacion. £Por que?) 

( e ) fix) = sen x — x. (El material del apdndice al capftulo ! 1 servird par- 
ticularmente de ayuda para esta funeidn.) 
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(0 /to = 


sen x 

-J 

X 


U, 


* * 0 
x = 0. 


(La parte (d) debe capacitar al lector para determinar aproximadamente 
la localizacion de los ceros de f. Obs^rvese que f es par y continua en 0; 
considdrese tambidn la magnitud de f para x grande.) 

(g) /(*) = x sen x. 

*5. La espiral hiperbdlica es la grafica de la funcion/(0) = a/6 en coordenadas po- 
lares (capitulo 4, apendice). Trazar esta curva poniendo atencion particular 
a su comportamiento para valores de 6 proximos a 0. 

6* Demostrar la fdrmula de la suma para cos. 

7* (a) A partir de la fdrmula de la suma para sen y cos, deducir fdrmulas 
para sen 2x, cos lx, sen 3x y cos 3x. 

(b) Utilizar estas fdrmulas para hallar los valores siguientes de las funcio- 
nes trigonomdtricas (deducidos generalmente mediante razonamientos 
geomdtricos en trigonometrfa elemental): 


t r V2 

sen - = cos - ==- > 

4 4 2 





V3 

2 * 


8- (a) Demostrar que A sen (x + B ) puede escribirse como a sen x + b cos x 
con a y b adecuados. (Uno de los teoremas de este capitulo suministra 
una demostracidn de una linea. El lector debe tambidn poder dete rminer 
qud son a y b.) 

(b) Reciprocamente, dados ay b, hallar numeros Ay B tales que a sen x + 
b cos x = A sen (x + B) para todo x. 

(c) Utilizar la parte (b) para hallar la grafica de fix) = sen x + cos x. 

9. (a) Demostrar que 


tg x + tg y 
1 — tg x tg y 


tg (* + y) = 
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siempre que x, y y x + y no sean de la forma kn + rr/2. (Utilizar las 
fdrmulas de la suma para sen y cos.) 

(b) Demostrar que 


( x + y \ 

arctg x + arctg y = arctg I-— 1 

\1 — xy / 


xy, 

indicando las restricciones necesarias para x e y. Indicacidn: Sustituir x 
por arctg x e y por arctg y en la parte (a). 

10. Demostrar que 

arcsen a + arcsen 0 = arcsen (aV 1 — + /3 V1 — a 2 ), 

indicando las restricciones sobre a y /3. 

11. Demostrar que si m y n son numeros cualesquiera, entonces 

sen mx sen nx = ^[cos ( m — n)x — cos (m + n)x], 

sen mx cos nx = ^-[sen (m -f- n)x sen (m — n)x\ 

cos mx cos nx — ^-[cos (m + n)x + cos (m — n)x\. 

12. Demostrar que si m y n son numeros naturales, entonces 


sen 

mx 

sen 

nx 

dx — 

{°> 

m 

9 £ 

n 







m 

mmmm 

n, 

cos 

mx 

cos 

nx 

dx — 

(°> 

m 

9 - 

n 






l 

m 

— 

n , 

sen 

mx 

cos 

nx 

dx — 

0 . 





Estas relaciones son particularmente importantes en la teorfa de las series 
de Fourier. Aunque s61o nos ocuparemos de este tema en las referencias 
bibliogrdficas, el proximo problema da una indicacidn de su importancia. 

13. (a) Si f es integrable sobre [— n, «■], demostrar que el valor minimo de 


J** (f(x) — a cos nx) 2 dx 


se presenta cuando 


a — - J_ r f(x) cos nx dx , 
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y el valor mi'nimo de 

J T (/(*) — o. sen nx) 2 dx 


cuando 


a 



sen nx dx. 


(En cada caso, sacar a del signo integral, obteniendo una expresion cua- 
dratica en a.) 

(b) Definir 

a n — — f T f(x) cos nx dx, n — 0, 1, 2, , 

b n = - l* fix) sen nx dx, n — 1 , 2, 3, ... . 

7T ' ~ v 

Demostrar que si c, y di son numeros cualesquiera, entonces 

N 2 

/:.(»-[ i+x c n cos nx + d n sen nx D dx 

n — 1 

N 

= f [/(*)]* dx — 2tt + V + b n d^j + If ^ 

^ -lr ' n —1 n=1 

N 

= [/(*)? dx - TT ^ On 2 + 

n =* 1 

+ ' ((ti - vl) + X (Cn _ an)!+(rf ” _ b " y )’ 

71 = 1 


demostrando asi que la primera integral es minima cuando 
y bi = d^ En otras palabras, entre todas las «combinaciones lineales* 
de las funciones s n (x) = sen nx y c n (x) — cos nx para l <n< N, la 
funcion particular 



Las funciones trigonomStricas 


451 


iV 

g(x) = y ^ a n cos nx + b n sen nx 

n = 1 

constituye la «maxima aproximaci<5n» a / sobre [— n, «■]. 

14. (a) Hallar una formula para sen x + sen y (observese que con ello se ob- 

tiene tambien una formula para sen x - sen y). Ayuda: Hallar primero 
una formula para sen(u + b) + sen(u - b). iQue se consigue con esto? 

(b) Hallar tambien una formula para cos x + cos y y cos x - cos y. 

15. (a) Partiendo de la formula para cos lx, deducir formulas para sen 2 x y 

cos 2 x en terminos de cos lx. 

(b) Demostrar que 

x /l + cos x x It — cos x 

2 y 2 2 ' 2 

para 0 < jt < ?r/2. 

(c) Utilizar la parte (a) para hallar j sen 2 xdx y f cos 2 x dx. 

(d) Representar graficamente f(x) = sen 2 x. 

16. Hallar sen( arctg x) y cos( arctg x) como expresiones que no encierren 
funciones trigonometricas. Indicacion: y = arctg x significa que x = tg y — 
sen y/cos y = sen yj V1 — sen 4 y. 

17. Si x — tg u/2, expresar sen u y cos u en terminos de x. (Aplicar el pro- 
blema 16; las soluciones deben ser expresiones muy sencillas.) % 

18. (a) Demostrar que sen (x + tt/ 2) = cos x. (Hemos estado constantemente di- 

bujando las grdficas de sen y cos como si esto fuera asf.) 

(b) iQud es arcsen (cos x) y arccos (sen jc)? 

1 

19. (a) Hallar / -- dt. Indicacidn: La solucion no es 45. 

Jo 1 +t 2 

(b) HaUar / —— dt. 

Jo 1 4 - 1 8 

20. Hallar lim x sen —. 

#-►00 X 

21. (a) Definir las funciones sen 0 y cos° por sen° (x) = sen (nx/lSO) y cos° (x) = 
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cos (ffjc/180). Hallar (sen 0 )' y (cos°)' en terminos de estas mismas funcio- 
nes. 

(b) Hallar lim — n — y lim x sen° —. 

a-*o X *-kx> x 

22. Demostrar que todo punto del ci'rculo unidad es de la forma (cos 6, sen 0) 
para por lo menos un numero 6 (y por lo tanto para infinitos). 

23. (a) Demostrar que n es la longitud maxima posible de un intervalo sobre 

el cual sen es uno-uno, y que un tal intervalo debe ser de la forma 

[ 2 kir — tt / 2 , 2kn + tt / 2 ] 6 [2kn + tt / 2 , 2(k + 1 )tt — tt / 2 ]. 

(b) Supongase que hacemos g(x) = sen x para x en (2 kit — nj2, 2kn + jt/ 2). 
iQue es (g -1 )'? 

24. Sea fix) = sec x para 0 < x < n. Hallar el dominio de f~ l y hacer un es- 
quema de su grafica. 

25. Demostrar que jsen x — sen y| < | jc — y| para todos los numeros x e y. 
Indicacion: El mismo enunciado, con < sustituido por <, es una conse- 
cuencia muy directa de un teorema bien conocido; unas consideraciones 
suplementarias sencillas permiten entonces mejorar < con <. 

*26. Es una prueba de intuicion excelente predecir el valor de 

lim f b f(x) sen Ax dx. 

X—» oo ^ 3 

Las funciones continuas son las mds accesibles a la intuicion, pero una vez 
obtenida la idea para una demostracion, se puede establecer fdcilmente el 
limite para cualquier / integrable. 

(a) Demostrar que lim f sen Ax dx = 0, calculando la integral exph'ci- 

A-*o° J C 

tamente. 

(b) Demostrar que si s es una funcion escalonada sobre [a, b ] (terminologia 
del problema 13-27), entonces lim f s(x) sen Xxdx = 0. 

x-*oo J a 

(c) Finalmente, utilizar el problema 13-27 para demostrar que 

lim f f{x) sen Ax dx = 0 

A—*°o J a 

para cualquier funcidn / que sea integrable sobre [a, b\. 

Este resultado, lo mismo que el problema 12 desempefia un papel impor- 
tante en la teoria de las series de Fourier; es conocido por lema de Rie* 
mann-Lebesgue. 
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27. Este problema esboza el tratamiento clisico de las funciones trigonom6tricas. 
El sector sombreado de la figura 24 tiene drea */2. 

(a) Considerando los tridngulos OAB y OCB demostrar que si 0 < x < «r/4, 
entonces 

sen at x sen* 

2 2 2 cos x 


c 



0 B = (1, 0) 

FIGURA 24 


(b) Concluir que 


y demostrar que 


sen* 

cos * <-< 1, 

* 


sen* 

lim- = 1. 

*—»o * 


(c) Utilizar este limite para hallar 


lim 

x —*0 


1 — cos * 


(d) Utilizando las partes (b) y (c), y la fdrmula de la suma para sen, hallar 
sen'(*), partiendo de la definicidn de derivada. 

*28. Este problema proporciona un tratamiento de las funciones trigonometricas 
etl tfamm os de longitud y hace uso del problema 13-26. Sea f{x) = 
* vT^F para -1 < * < 1. Definimos £(*) como la longitud de /en [*, 1]. 
(a) Demostrar que 

~/ x n i 
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(Se trata aqui en realidad de una integral impropia, de acuerdo con la 
definition dada en el problema 14-29.) 

(b) Demostrar que 

l 

£'(*) =- 7 =. para — 1 < * < 1 . 

V 1 — x 2 

(c) Definamos n como £(-l). Para 0 < x < n, definamos cos x poniendo 
£|(cos x) = x y definamos sen x = \/l - cos 2 x. Demostrar que cos' (x) 
= -sen x y sen' (x) = cos x para 0 < x < n. 

*29. En el texto se menciono brevemente todavfa otro desarrollo de las funciones 
trigonometricas: a partir de las funciones inversas definidas mediante inte¬ 
grales. Es conveniente empezar con arctg, puesto que esta funcion se define 
para todo x. Para hacer este problema, imagine el lector que no ha ofdo 
hablar nunca de funciones trigonometricas. 

(a) Sea a(x) =■ f (1 + r 2 ) -1 dt. Demostrar que a es impar y creciente, y que 

Jo 

lim a(x) y lim a(x) existen ambos, y son los negativos uno de otro. Si 

£—*00- 

definimos n = 2 lim a(x), entonces a -1 esta definido por (— n}2, n/2). 

(b) Demostrar que (a _ 1 )'(x) = 1 + [or’(x)] 2 . 

(c) Para x = kn + x' con x' 9 * 7r/2 6 — n/2, deflnir tgx = a ‘(x'). Defi- 
nir despues cos x = \/yJ\ + tg 2 x, para x no de la forma kn + n/2 
6 kn - n/2, y cos (kn ± n/2) = 0. Demostrar primero que cos'(x) = 
— tg x cos x, y despues que cos"(x) = — cos x para todo x. 

*30. Si queremos suponer que ciertas ecuaciones diferenciales tienen soluciones, 
es posible otro enfoque de las funciones trigonometricas. Supongamos, en 
particular, que existe alguna funcion yo que no es siempre 0 y que satisface 
yo + yo = 0. 

(a) Demostrar que y 0 2 + (y o y es constante, y concluir que o bien y 0 (0) ^ 0 
6y o '(0)^0. 

(b) Demostrar que existe una funcion s que satisface s" + s = 0 y s(0) = 0 
y /(0) = 1. Indicacidn: Pruebese con s de la forma ay 0 + by 0 '. 

Si definimos sen = 5 y cos = entonces casi todos los hechos acerca 
de funciones trigonometricas se convierten en triviales. Existe, sin em¬ 
bargo, un punto que requiere trabajo: obtener el numero ir. Esto se hace 
muy facilmente utilizando un ejercicio del apendice al capitulo 11: 

(c) Utilizar el problema 7 del apendice al capitulo 11 para demostrar que 
cos x no puede ser positivo para todo x > 0. Se sigue que existe un x 0 > 0 
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mmimo con cos x 0 = 0, y podemos definir a- = 2x 0 . 

(d) Demostrar’ que sen nj2— 1. (Puesto que sen 2 + cos 2 = 1, tenemos 
sen ff/2 = +1; el problema consiste en decidir por que sen rr/2 es po- 
sitivo.) 

(e) Hallar cos «■, sen it, cos 2tt y sen 2 n (se pueden usar, naturalmente, las 
formulas de la suma, ya que estas pueden deducirse una vez sabido que 
sen' = cos y cos' = —sen). 

(f) Demostrar que cos y sen son periodicas con periodo 2 n. 

31. (a) Despuds de todo el trabajo implicado en la definicidn de sen, seria des- 
concertante hallar que sen es en realidad una funcion racional. Demos¬ 
trar que no lo es. (Hay una propiedad sencilla de sen que una funcion 
racional no puede poseer.) 

(b) Demostrar que sen no esta siquiera definida implfcitamente mediante una 
ecuacion algebraica; es decir, no existen funciones racionales f 0 ,...,f n -1 
tales que 

(sen x) n + /^(jcXsen jc)" -1 + ... + f Q (x) = 0 para todo x. 

Indicacion: Demostrar que /o = 0, de modo que sen x puede sacarse como 
factor comun. El factor que queda es 0 excepto quizd para multiplos de 
2n. Pero esto implica que es 0 para todo x. foPor qud?) El lector estd aho- 
ra preparado para una demostracion por induccion. 

*32. Supongase que <f>i y <f> 2 satisfacen 

<t>i" + gi<£i = 0, 

<f>z" + £202 = 0, 

y que g 2 > g x . 

(a) Demostrar que 

0l"02 “ 02 /7 01 — (£2 — £l)0102 = 0. 

(b) Demostrar que si <pi(x) > 0 y 0 2 (x) > 0 para todo x de (a, b ), entonces 

J a [01 /7 02 “ 02 ,/ 0l] >0, 

y concluir que 

[0i / (^)02(^) “ 0/(a)02(a)][0i(^)02 '(b) — <f)i(a)<f>2'(a)] > 0. 
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(c) Demostrar que en este caso no se puede tener 0i(a) =4>i(b) = 0. Indi¬ 
cation: Considerar el signo de0i'(tf) y0i'(b). 

(d) Demostrar que las ecuaciones <t>i{a) =<t>i(b) — 0 son tambien imposibles 
si <f>i > 0, 0 2 < 0 6 0 1 < 0, 02 > 0, 6 0i < 0, 02 < 0 sobre (a, b). (El 
lector deberia poder hacer esto casi sin ningun trabajo adicional.) 

El resultado neto de este problema puede enunciarse como sigue: si a y b 
son ceros consecutivos de 0 i, entonces 02 debe tener un 0 en algun punto 
entre a y b. Este resultado, en una forma ligeramente mas general, es 
conocido como teorema de comparacion de Sturm. Como ejemplo par¬ 
ticular, cualquier solution de la ecuacion diferencial 


y" + (x + l)y = 0 

debe tener ceros sobre el eje horizontal positivo a menos de tt uno de otro. 

33. (a) Aplicando la formula para sen x - sen y deducida en el problema 14, de¬ 
mostrar que 

sen(A: + f)x — sen(A; — f)x = 2 sen ^ cos kx. 


(b) Concluir que 

i + cos x + cos 2x + 


+ cos nx 


— s en(rc + i)* 

o x 

2 sen - 


Esta ecuacion, la mismo que otros dos resultados de esta serie de pro- 
blemas, es muv importante para el estudio de las series de Fourier y ha- 
cemos tambien uso de ella en los problemas 18-55 y 22-19. 

(c) Deducir, de manera analoga, la formula 


(d) 


sen x + sen 2 x -f- • • • -(- sen nx = 


sen 


(i±i.)-(!,) 



(En el problema 26-14 se ofrece un procedimiento mas natural para de¬ 
ducir estas formulas.) 

Aplicar las partes (b) y (c) para hallar 

rectamente a partir de la definition de integral. 


f sen xdx y f 

J° Jo 


cos xdx di- 



♦ CAP1TULO 

16 

7 T ES IRRACIONAL 


Este corto capftulo, que se aparta de la corriente principal del libro, se incluye 
para demostrar que estamos ya en condiciones de entrar en matemdtica de cierta 
altura. Todo este capitulo se dedica a una demostracidn elemental de que n es 
irracional. Como ocurre con muchas demostraciones «elementales» de teoremas 
prof undos, no es posible dar una motivacidn para muchos de los pasos de nuestra 
demostracion; se puede, con todo, seguir la demostracidn paso por paso. 

Dos observaciones deben hacerse antes de la demostracidn. La primera se 
refiere a la funcidn 


fn(x) = 


s w (l - x) n j 
n\ 


la cual satisface, evidentemente, 

0 < /»(*) < — paraO < x < 1. 
n\ 

Una propiedad importante de la funcidn /„ queda revelada al considerar la expre- 
sidn que se obtiene al desarrollar x"(l — x) n . La menor potencia de x que aparece 
serd n y la mayor serf 2 n. Asi pues, f n puede escribirse en la forma 


3* 
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donde los numeros son enteros. De esta expresion es evidente que 
/» (fc) (0) = 0 si ^ < n o ^ > 2 n. 

Ademds, 

fn {n) {x) = — [n! c n + terminos en x] 
n! 

/n (n+1) (x) = [(« + 1)! c n +1 + terminos en x] 

n\ 


/.«">(*) = [(2«)! <t»]- 

n\ 


Esto significa que 

/.("+.)(0) = („ + l)c n+1 . 


/« (M) (0) = (2»)(2» - 1>- ...•(« + l)c 2 », 
donde los numeros de la derecha son todos enteros. Asf pues, 
/» (k) (0) un entero para todo k. 

La relacidn 

fn(x) = /»(! - x) 


indica que 


/n (fc) (*) = (-l) fc /n ( *>(l - *); 
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por lo tanto. 


/» (k) (l) es tambien un entero para todo k. 


La demostracion de que n es irracional exige una observation mas: si a es un 
niimero cualquiera, y 6 > 0, entonces para n suficientemente grande tendremos 


a 

-t < e. 

n\ 


Para demostrar esto, observese que si n > la entonces 

a n+1 _ a a n 1 a" 

(n + 1)! n + 1 n\ 2 n\ 

Sea ahora n 0 un numero natural cualquiera con rt 0 -2^ 2 a. Entonces, cualquiera 
que sea el valor de 


Ml 

los valores sucesivos satisfacen 

a (n#+1) 1 a nt 

(tio + 1)1 2 (no)! 

a ("'+2) l a (no+ 1) j j a no 

(n 0 + 2)! 2 (n 0 -f- 1)! 2 2 (no)! 


a (»•+*) | fl n, 

(no + k )! 2 k (n 0 )! 

a n . 

Si k es tan grande que -- ■■■■ , < 2 fc , entonces 

(*o)!e 

a (»«+*) 

(no + k )! 
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lo cual es el resultado deseado. Una vez hechas estas observaciones, estamos pre- 
parados para el unico teorema de este capitulo. 

TEOREMA 1 

El numero «• es irracional; en efecto, n 2 es irracional. (Observese que la irracio- 
nalidad de n 2 implica la irracionalidad de n, pues si it fuese racional, entonces 
ciertamente lo serfa tambien n 2 .) 

DEMOSTRACI6N 

Supdngase que n 2 fuese racional, de modo que 



para ciertos numeros positivos a y b. Sea 

(1) G(x) - b n [ir* n f n (x) - (x) + »**“</.<«>(*) 

-+ (-i)7„ (2n) (*)]. 

Obsdrvese que cada uno de los factores 


b n ir 2 » ** = b n {7 T 2 ) n k = b n = a 11 k b k 


es entero. Puesto que / w (k) (0) y / n (fc) (l) son enteros, esto demuestra que 

G(0) y G(l) son enteros. 

Derivando G dos veces se obtiene 

(2) G"(x) = 4 ”[- *■”-’/„<«(*) + • • • + (-l)"/.<<»+»(*)]. 
El ultimo termino, ( — 1 Yfn- tn+t \x) es cero. As! pues, sumando (1) y (2) se obtiene 


(3) G"(x) + t 2 G(*) = b n T in+t f n (x) = TT 2 a n f n (x). 
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Sea ahora 


H(x) = G'(x) sen tx — irG(x) cos irx. 


Entonces 

H'(x) = tG'(x) cos irx + G"(x) sen tx — tG'(x) cos irx + ic*G{x) sen irx 
= lG"(x) + ir i G{x)'\ sen irx 
= ir 2 a n f n {x) sen irx, segiin (3). 

Segun el segundo teorema fundamental del cdlculo infinitesimal, 

ir* f* a n f n (x) sen irx dx = H( 1) — H{ 0) 

= G'( 1) sen ir — tG( 1) cos ir — G'{ 0) sen 0 + irG(O) cos 0 
= ir[G{ 1) + G(0)]. 


Asi pues. 


ir /; a n f n (x ) sen tt* dx es un entero. 

Por otra parte, 0 < f n (x) < 1/n! para 0 < * < 1, de modo que 

ira n 

0 < ira n f n (x) sen irx < — paraO < x < 1. 

n\ 

En consecuencia, 

/*! 1T(2 n 

0 < ir a n f n {x) sen irx dx < - 

Jo n\ 

Este razonamiento ha sido independiente por completo del valor de n. Ahora 
bien, si n es suficientemente grande, entonces 

0 < 7T / a n f n (x ) sen tx dx < —- < 1. 

Jo n\ 

Pero esto es absurdo, puesto que la integral es un entero, y no existe ningun 
entero entre 0 y 1. As£ pues, nuestra suposicion original debe haber sido inco- 
rrecta: n 3 es irracional. | 

Hay que reconocer que esta demostracion es misteriosa; quizi lo mds mis- 



462 


Derivadas e integrales 


terioso de todo sea la manera de entrar ir en la demostracion —parece casi como 
si hubiesemos demostrado que n es irracional sin haber dado nunca una defini¬ 
tion de n. Un nuevo examen cuidadoso de la demostracion demostrara que hay 
precisamente una propiedad de jt que es esencial: 

sen (?r) = 0. 

La demostracion depende realmente de las propiedades de la funcion sen, y de- 
muestra la irracionalidad del numero x positivo mas pequeno con sen x = 0. Se 
requieren en efecto muy pocas propiedades de sen, a saber: 

sen' = cos, 
cos' = — sen, 
sen(0) = 0, 
cos(0) = 1. 

Incluso se puede simplificar esta lista; por lo que se refiere a la demostracion, 
se podria haber definido cos como sen'. Las propiedades de sen requeridas en 
la demostracion serian asf 


sen" + sen — 0, 
sen(0) = 0, 
sen'(0) = 1. 

Por supuesto, esto no debe sorprender mucho, ya que, segun hemos visto en el 
capftulo anterior, estas propiedades caracterizan por completo la funcion sen. 


PROBLEMAS 

1. (a) Demostrar que las areas de los triangulos OAB y OAC de la figura 1 
estan relacionadas por la ecuacion 


area OAC — - 
2 


1 1 - Vl - 16(area OAB)' 


Indicacion: Resolver las ecuaciones xy = 2 (area OAB), x 2 + y 2 — 1, ha~ 
llando el valor de y. 
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(b) Sea P m el poligono regular de m lados inscrito en el circulo unidad. Si 
A m es el area de P m , demostrar que 

Aim = — V2 — 2y/ \ — (2A m /m)*. 



Este resultado pennite obtener expresiones (cada vez mds complicadas) 
para A a », partiendo de A 4 = 2, y de este modo calcular n con tanta 
aproximacion como se desee (segun el problema 8-11). Aunque daremos 
metodos mejores en el capftulo 19, una ligera variante de este nos va 
a dar una expresion muy interesante para n : 

2. (a) Utilizando el hecho de que 

area (0^4^) = QB 
area(0i4C) * 


demostrar que si oc m es la distancia desde 0 a un lado de P m , entonces 



(b) Demostrar que 
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(c) Utilizando el hecho de que 




7T 

= COS —> 

m 


y la formula cos jc/2 = 



1 + cos x 


(problema 15-15), demostrar que 



etc. 


Junto con la parte (b), esto demuestra que 2 In puede escribirse como 
«producto infinito» 



propiamente hablando, esta ecuacion significa que el producto de los pri- 
meros n factores puede hacerse tan proximo como se quiera a 2/n, eli- 
giendo n suficientemente grande. Este producto fue descubierto por Fran¬ 
cois Viete en 1579, y no es m&s que una de las muchas expresiones 
fascinantes de n, algunas de las cuales mencionaremos mds adelante. 



cXpitulo 
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LAS FUNCIONES LOGARITMICA Y 

EXPONENCIAL 


En el capftulo 15 la integral suministr6 una formulaci6n rigurosa para una defi- 
nicion preliminar de las funciones sen y cos. En este capftulo la integral desem- 
pefia un papel mAs esencial. Para ciertas funciones incluso una definicidn preli¬ 
minar presenta dificultades. Consid^rese, por ejemplo, la funcidn 

fix) = 10*. 

Esta funcidn se supone definida para todo x y que posee funcidn inversa, defi- 
nida para x positivo, la cual es el clogaritmo de base 10», 

f~ l {x) = log io x. 

En Algebra, 10* se suele definir solamente para x rational, mientras que la defi- 
nicidn para x irracional se suele ignorar por completo. Una breve revisibn de la 
definicidn para x racional no sdlo explicarA esta omisidn, sino que recordarA un 
principio importante en que se basa la definicidn de 10*. 

El sfmbolo 10 n se define en primer lugar para los numeros naturales n. Esta 
notacidn resulta en extremo conveniente, especialmente para multiplicar numeros 
muy grandes, ya que 

10 n • 10 m = 10 n+,n . 
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La extension de la definicion de 10 * a x racionales esta motivada por el deseo de 
conservar esta ecuacion; esta necesidad nos obliga en realidad a la definicion 
corriente. Puesto que queremos que se cumpla la ecuacion 

10° • 10 n = 10 0+M = 10 n 


debemos definir 10° = 1; puesto que queremos que se cumpla la ecuacion 

10 n • 10” = 10° = 1 


debemos definir 10 " = 1/10“; puesto que queremos que se cumpla la ecuacion 


10 1/n 


10 1/n = io 1/n+, “ +1/n = lo 1 = 10 


debemos definir 10 1/n = V^IO y puesto que queremos que se cumpla la ecuacion 

10 1/n • 10 1/n = 10 1/nH — t ' 1/n = 10 m/n 

m veces m veces 

debemos definir 10 m/n = (VTo)”\ 

Por desgracia, el programa llega en este punto a un callejon sin salida. Hemos 
sido guiados por el principio de que 10* debe ser definido de modo a asegurar 
que 10* +!/ = 10*10"; pero este principio no sugiere ninguna manera algebraica 
sencilla de definir 10 * para x irracionales. Por esta razon buscaremos procedimien- 
tos mas elaborados de hallar una funcion f tal que 

(*) f(x y) = f(x) • f(y) para todo x e y. 

Por supuesto, nos interesa una funcion que no sea siempre 0 , de modo que po- 
drfamos anadir la condicion /( 1 ) ^ 0 . Si anadimos la condicion mas especifica 
fi 1) = 10, entonces (*) implicara que fix) — 10* para x racionales, y 10* podria 
ser definido como f(x) para otros x; en general f(x) sera igual a [/(l)]* para 
x racionales. 

Una manera de hallar una tal funcion nos viene sugerida si intentamos re¬ 
solver un problema en apariencia mas dificil: Hallar una funcion derivable f 
tal gue 
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fix + y) = f(x)-f(y) para todo x e y, 

/(l) = 10. 

Suponiendo que tal funcion existe, podemos intentar hallar f —el conocimiento 
de la derivada de / podria damos la clave para la definicion de la misma /. Aho- 
ra bien, 

f'{x) = lim & + h) ~ f{x) 

A—»0 h 

^lim /( * WW ~ f(x) 
a—» o h 

r /(A) — 1 

= f{x) • lim--- 

A—>o n 

La solucion depende, pues, de 

r m - 1 

a—* o h 

supongase por el momento que este h'mite existe, y desfgnese por a. Entonces 

f\x) = ot-f(x) para todo x. 


Aunque pudiera calcularse a, este procedimiento parece destinado al fracaso. La 
derivada de / ha sido expresada de nuevo en terminos de f. 

Si examinamos la funcion in versa f ~ 1 = log 10 , toda la situacion aparece con 
nuevas luces: 


logio'W = 


1 


nr 1 ®) 

i 


"•/(/ H^)) <*x 

La derivada de / -1 es todo lo sencilla que se puede desear. Y, lo que toda via es 
mas interesante, entre todas las integrales f .X" dx examinadas con anterioridad, 

b * a 

la integral I x~ l dx es la unica que no podemos calcular. Al ser log 10 1 = 0 de- 
J a 


beriamos tener 
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a 


k 


- dt = logio x — logio 1 
1 t 


logio x. 


Esto nos lleva a definir log 10 x como (1/a )J r 1 dt. La dificultad estd en que a 
es desconocido. Una manera de obviar esta dificultad consiste en definir 



y confiar en que esta integral sea el logaritmo en alguna base, la cual podrfa 
ser determinada mas tarde. En todo caso, la funcion de esta manera definida es 
mas razonable, desde un punto de vista matematico, que log 10 . La utilidad de log 10 
depende del importante papel del numero 10 en la notacion arabiga (y en ultimo 
extremo del hecho de que tenemos 10 dedos), mientras que la funcion log nos 
da una notacion para una integral extremadamente sencilla que no puede calcu¬ 
late en terminos de ninguna de las funciones por nosotros conocidas. 


DEFINICI6N 


Si x > 0 , entonces 



La grafica de log se indica en la figura 1 . Observese que si x > 1 , entonces 
log x > 0, y si 0 < x < 1, entonces log x < 1, ya que, segiin nuestros convenios, 



FIGURA 1 
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C* 1 n 1 

I -dt - — I - dt < 0. 

J 1 / Jx t 

Para Jt < 0, no puede definirse de esta manera un numero log x, puesto que 
fit) = 1 It no estd acotada sobre [jc, 1]. 

La justification de la notation «log» proviene del siguiente teorema. 

TEOREMA 1 

Si x, y > 0, entonces 

log(jfy) = log x + log y. 


DEMOSTRACION 

Observese primero que log 7 (jc) = 1/jc, segun el teorema fundamental del cdlculo 
infinitesimal. Elijamos ahora un numero y > 0 y sea 

fix) = log(*y). 

Entonces 

fix) = log'foO • > « ~ -y - -• 
xy jc 

Asf pues, f = log'. Esto significa que existe un numero c tal que 
fix) = log jc + c para todo jc > 0, 


es decir. 


log (xy) = log jc + c para todo jc > 0. 


El niimero c puede calcularse observando que cuando jc = 1 se obtiene 

log(l *>) * log 1 + c 
= c. 


Asf pues. 
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log ( xy ) = log x + log y para todo x. 

Puesto que esto se cumple para todo y > 0, el teorema queda demostrado. | 

COROLARIO 1 

Si n es un numero natural y x > 0, entonces 

log(* n ) = n log x. 

DEMOSTRACI6N 

Se deja para el lector (apliquese induction). | 

COROLARIO 2 
Si x, y > 0, entonces 

DEMOSTRACI6N 

Esto se sigue de las ecuaciones 

log * = log = *og (^j + lo g y -1 

El teorema 1 nos da alguna informacion importante acerca de la grdfica de log. 
La funcion log es evidentemente creciente, pero puesto que log' ( x ) = 1/jc, la 
derivada se hace muy pequena cuando x se hace grande, y en consecuencia log 
crece cada vez m&s despacio. No se ve claro inmediatamente si log es acotada 
o no acotada sobre R. Observese, sin embargo, que para un numero natural n, 

log(2 n ) = n log 2 (y log 2 > 0); 

se sigue que log no est£, en efecto, acotada superiormente. An£logamente, 

l0g (?*) = log 1 “ log 2 ” = ~ n Iog 2; 


log = log 


log y • 
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por lo tanto log no esta acotada inferiormente sobre (0, 1). A1 ser log continua, 
toma realmente todos los valores. Por lo tanto R es el dominio de la funcion log -1 . 
Esta importante funcion tiene un nombre especial, lo adecuado del cual quedara 
pronto claro. 

DEFINICI6N 


La «funcion exponencial#, exp, se define como log -1 . 


La grafica de exp se indica en la figura 2. Puesto que log x se define solamente 
para x > 0, tenemos siempre exp (jc) > 0. La derivada de la funcidn exp se de- 
termina facilmente. 

TEOREMA2 

Para todos los numeros x. 


exp'(x) = exp (at). 


DEMOSTRACION 


exp'(x) 


= (log ^'(x) = 

1 

1 


1 

log 7 (log -1 (x)) 


log \x) 

= log -1 (x) = exp(x). I 


Una segunda propiedad importante de exp es una consecuencia facil del teo- 
rema 1. 

TEOREMA 3 

Si x e y son dos numeros cualesquiera, entonces 


exp(x + y) = exp(x) • exp(y). 
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DEM0STRACI6N 

Sea x? = exp (. x ) e y' — exp (y), de modo que 

X = log X 

y = log^'. 

Entonces 


x + y - log x' + log/ = log(*'/). 

Esto significa que 


exp(x + y) = x'y' = exp(x) • exp(jy). | 

Este teorema, y la discusion del principio de este capitulo, sugieren que exp (1) 
es particularmente importante. Existe, en efecto, un sfmbolo especial para este 
numero. 

DEFINICI6N 


e = exp(l). 


Esta definicion equivale a la ecuacidn 
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Segun se indica en la figura 3, 


f 2 1 

J i t 


- dt < 1, puesto que 1*(2—1) es una suma superior para 
/(f) = 1 It sobre [1, 2], 


y 


l 


- dt > 1, puesto que i • (2 — 1) + i * (4 
1 / 


2 ) = 


inferior para f(t) = 1/f sobre [1, 4]. 


es una suma 



Asf pues, 

ru< r-*< ru 

ji t ji t ji t 

lo cual demuestra que 

2 < e < 4. 

En el capitulo 19 encontraremos aproximaciones mejores para e, y demostraremos 
tambien que e es irrational (la demostracion es mucho mds facil que la demos- 
tracion de que n es irracional). 

Segun observamos al comienzo del capitulo, la ecuacion 
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exp(x + y) = exp(x) • exp(j) 


implica que 


exp(x) = [exp(l)]* 

= e*, para todo x rational. 

A1 estar exp definida para todo x y exp ( x) — e* para x racionales, resulta con- 
secuente con nuestro uso anterior de la notation exponencial definir como 
exp(jc) para todo x. 

DEFINICI6N 


Para todo numero x, 


e x = exp(x). 


Debe ahora aparecer clara la terminologfa «funcion exponencial®. Hemos con- 
seguido definir e* para un exponente arbitrario x (incluso irracional). No hemos 
definido todavfa a?, si a ^ e, pero existe un principio razonable para guiarnos en 
el intento. Si x es rational, entonces 

a x _ ^logo^* _ g*loga 

Pero la ultima expresion esta definida para todo x, de modo que podemos utili- 
zarla para definir cf. 

DEFINICI6N 


Si a > 0, entonces, para cualquier numero real x, 

a x — 

(Si a = e esta definicion esta de acuerdo evidentemente con la anterior.) 

La condicion a > 0 es necesaria para que este definido log a. Esto no es ex- 
cesivamente restrictive, ya que, por ejemplo, no dariamos siquiera por definida 
una expresion tal como 


( — 1)1/2 l V-l 
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(Por supuesto, para ciertos x racionales, el sfmbolo a x tendra sentido segun la 
antigua definicion; por ejemplo, 

(-1) 1 '* = v^T = -i.) 

Nuestra definicion de a x fue pensada para asegurar que 
{e 1 }" = e•*>' para todo x e y. 

Como podi'amos esperar, esta ecuacion resulta ser verdadera cuando se sustituye e 
por cualquier numero a > 0. La demostracion consiste en un moderadamente 
complicado descifre de terminologia. Demostraremos al mismo tiempo las demas 
propiedades importantes de a*. 

TEOREMA 4 

Si a > 0, entonces 

(1) ( a b ) c — a hc para todo b, c. 

(Observese que a h sera automaticamente positivo, de modo que ( a b ) c estara de- 
finido); 

(2) a x — a y a x+v = a x • a y para todo x, y. 

(Observese que (2) implica que esta definicion de a x concuerda con la antigua 
para jc racionales.) 

DEMOSTRACI6N 

(1) ( a h ) c — e cloeab = e cXo% ( e6lo,a) = f c (&ioga) _ ^c&iogo = a bc 

(Cada uno de los pasos de esta cadena de igualdades esta basado sobre nuestra 
ultima definicion, o sobre el hecho de que exp = log -1 .) 

(2) a 1 = e lloga = e loea = a, 

a x+y = ^( x +v)log a _ gX log a+y log a _ g x log a . log o _ ^ ■ 
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La figura 4 muestra las grdficas de f{x) = cf para varios a diferentes. El com- 
portamiento de la funcidn depende de que sea a < 1, a — 1, o a > 1. Si a — 1, 
entonces /(a:) = 1 # = 1. Supongase a > 1. En este caso log a > 0. Asi pues, 

si x < y, 

entonces x log a < y log a , 
de modo que ** l0,a < 

es decir, a * < a*'. 



Asi pues, la funcion /(jc) = a * es creciente. Por otra parte, si 0 < a < 1, de modo 
que log a < 0, el mismo tipo de razonamiento indica que la funcion /( x) — cf 
es decreciente. En cualquier caso, sia>0ya^l, entonces f(x) = <f es uno-uno. 
Puesto que exp toma todo valor positivo, es tambien facil ver que cf toma cual¬ 
quier valor positivo. Asi pues, la funcion inversa estd definida para todos los 
numeros positivos y toma todos los valores. Si f(x) = cf, entonces / -1 es la fun- 
cidn designada generalmente por log a (fig. 5). 

Del mismo modo que cf puede expresarse en terminos de exp, asi tambien 
logo puede expresarse en terminos de log. En efecto, 

si y = log a *, 

entonces x = cf = e vlota y 

de modo que log x — y log a, 

log * 

log a 


o 
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En otras palabras. 


log a * = 

tog a 


Las derivadas de f(x) = (f y de g(x) = loga * son ambas teciles de hallar: 

f(x) = ** lo « a , de modo que /'(*) = log a • ** lo,a = log a * a*, 

g( x ) = de modo queg'O) = —-!- 

log a x log a 

Una funcidn m&s complicada tal como 

/(*) - 

es tambien fdcil de derivar si se recuerda que, por definition, 

f(x) = 

se sigue de la regia de la cadena que 

/'(*) - *»<*> "*»<*> • [a'W log g( X ) + A(*) 

= gW“” • [a'W loggW + AW ^r|] 
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No hace falta recordar esta formula —basta aplicar el principio en que se basa 
a cualquier caso especi'fico que surja—; sin embargo, es conveniente recordar que 
el primer factor de la derivada sera gix) h( ~ x) . 

Existe un caso especial de la formula anterior que vale la pena recordar. La 
funcion fix) = x° fue definida anteriormente solo para a racionales. Podemos 
ahora definir y hallar la derivada de la funcion fix) = x a para cualquier numero a ; 
el resultado es precisamente el que podiamos esperar: 

- gd log * 



de modo que 



gd log x 


- ' x a — ax° l . 
x 


Las manipulaciones algebraicas con las funciones exponenciales se convertiran 
en una segunda naturaleza despues de un poco de practica —basta recordar que 
todas las reglas que deberian servir, sirven realmente—. Las propiedades basicas 
de exp siguen siendo las enunciadas en los teoremas 2 y 3: 

exp'(x) = exp(x), 
exp(x + y) = exp(x) * exp(y). 

En efecto, cada una de estas propiedades casi caracteriza la funcion exp. Natu- 
ralmente, exp no es la linica funcion / que satisface f = f, ya que si / = ce z , 
entonces f\x) = ce® = fix ); estas funciones son, sin embargo, las unicas con esta 
propiedad. 

TEOREMA 5 

Si f es derivable y 

fix) = fix) para todo x, 
entonces existe un numero c tal que 

fix) = ce x para todo x. 

DEMOSTRACI6N 


Sea 


g( x ) 


/W. 
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(Esto se puede hacer, puesto que e* ^ 0 para todo x.) Entonces 


g'(x) 


t*f(x) -/OK 

K ) 2 


por lo tanto existe un numero c tal que 


g(x) = 


M 

<? 


c para todo x. \ 


La segunda propiedad basica de exp exige un estudio mas complicado. La 
funcion exp no es evidentemente la unica funcion / que satisface 

f{x +y) = f(x) * f(y ). 

En efecto, f(x) = 0 o cualquier funcion de la forma f(x) = a r satisface tambien 
esta ecuacion. Pero la verdadera historia es mucho mas compleja que esto —exis- 
ten infinitas otras funciones que satisfacen esta propiedad, pero es imposible, sin 
recurrir a matemiticas mas avanzadas, demostrar que exista siquiera una funcion 
distinta de las ya mencionadas. £sta es la razon de que la definicion de lO* sea 
tan dificil: existen infinitas funciones f que satisfacen 

/(*+>) =/w ■/(>), 

/(I) = 10, 


pero que no son la funcion f(x) = lO*. Una cosa es, sin embargo, verdad: cual¬ 
quier funcion continua f que satisface 

f(x + y) = f(x) - f{y) 

debe ser de la forma f(x) = a* o f(x) = 0. (El problema 39 indica la manera de 
demostrar esto, y dice tambien algo acerca de funciones no continuas con esta 
propiedad.) 

Ademas de las dos propiedades basicas enunciadas en los teoremas 2 y 3, la 
funcion exp tiene otra propiedad que es muy importante: exp «crece mas rapida- 
mente que cualquier polinomio». En otras palabras. 
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TEOREMA 6 

Para cualquier numero natural n, 

lim — = oo. 

-,n 
oo X 


DEM0STRACI6N 

La demostracion consta de varias partes. 

€ x 

Parte 1. e x > x para todo x, y en consecuencia, lim — = oo (esto puede ser con- 

a?—*<X> 

siderado como el caso n = 0). 

Para demostrar este enunciado (que es evidente para x ^ 0) basta demos- 
trar que 

jc > log x para todo x > 0. 

Si x < 1 esto es evidente, puesto que log x < 0. Si x > 1, entonces (fig. 6) x — 1 
es una suma superior para /(/) = 1 It sobre [1, x], de modo que log x < x — 1 < x. 

v * 

Parte 2. lim - = oo. 

x —► «o X 



Para demostrar esto, observese que 
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Segun la parte 1, la expresion encerrada entre parentesis es mayor que i, y 
lim e* /2 = oo; esto indica que lim e*jx = oo. 

jy —*oo 


Porte 3. 


lim — = oo. 

x—*« X n 


Observese que 



La expresion dentro del parentesis se hace arbitrariamente grande segun la 
parte 2, de modo que la potencia n-esima se hace arbitrariamente grande. | 

Es ahora posible examinar cuidadosamente las siguientes funciones muy in- 
teresantes: f(x) = e~ l/x \ jc^O. Tenemos 



Por lo tanto, 

f{x) < 0 para x < 0, 
f \x) > 0 para x > 0, 

de modo que / es decreciente para x negativos y creciente para x positivos. Ade- 
mds, si j jc | es grande, entonces x 2 es grande, de modo que — ljx 2 estd proximo a 0, 
de donde estd prdximo a 1 (fig. 7). 



FIGURA 7 
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El comportamiento de / cerca de 0 es mas interesante. Si x es pequeno, en- 
tonces 1 /jc 2 es grande, de modo que e l/x1 es grande, de donde e~ x/x ‘ = 1 j{e l/x ') es 
pequeno. Este razonamiento, enunciado convenientemente con e y S, indica que 

lim e~ l,xi = 0. 

x —*0 


Por lo tanto, si definimos 


fix) 


x * 0 
0, x = 0, 


entonces la funeidn^^tontinua (fig. 8). De hecho, / es en realidad derivable en 0: 



en efecto. 


/'(0) = lim 

A-»0 


= lim 

A—►O 


e~ x ' h ' 



= lim 

X—* QO 



lim — = oo ; 

x —* •» X 


Sabemos ya que 
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con mayor razon es verdad que 


lo cual significa que 


Asf pues. 


f(**) 

lim-= oo, 

x-*« x 


lim -y— *= 0. 
* (x,) 


,,, v I e-u*' • **0 

/ (*) - \ x 3 

v 0, x — 0. 

Podemos ahora calcular que 

AO) - lim f ' (h) ~ m - 
A—*0 A 


r 1 ^ • 


A* 


* lim-— 

*-»o A 

2 h* 2* 4 

“ L m 0 HF - = i™o 7^ = !l m . ; 


un razonamiento parecido al que acabamos de dar indica que f"( 0) — 0. Asf pues. 


/"(*) = 


e 


— l/x* 


0, 


—— -f- e l,3>t * — t x 5^ 0 

X 4 X 8 

* - 0. 


Este razonamiento puede proseguirse. Se puede efectivamente demostrar mediante 
induction (problema 29) que fi k X0) = 0 para todo k. La funcidn / es extremada- 
mente liana en 0, y se aproxima a 0 tan rdpidamente que puede enmascarar mu- 
chas irregularidades de otras funciones. Por ejemplo (fig. 9), supdngase que 
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Se puede demostrar (problema 42) que para esta funcion se cumple tambien 
que f k) (0) = 0 para todo k. Este ejemplo hace ver, quiza con mas fuerza que 
cualquier otro, lo perversa que puede ser una funcion sin dejar de ser infinita- 
mente derivable. En la parte IV investigaremos condiciones todavi'a m&s restric- 
tivas para una funcion, las cuales finalmente excluiran los comporiamientos de 
este tipo. 

PROBLEMAS 


1. Derivar cada una de las funciones siguientes (recordar que a 6 ” designa siem- 
pre d bc) ). 

(i) /(*) = 

(ii) /(*) = log(l + log(l + log(l + 

(iii) /(*) = (sen x)* en 

(iv) f(x) = e(f°‘ *)■ 

(v) f(x) = sen x ,en z '* n *. 

(vi) f{x) = log( e .) sen x. 

[ / x \~| lo «( Bene *) 
arcsen ( - 
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(viii) f(x) = (log(3 + * 4 ))* 4 * 4- (aicscn x) l0f *. 

(ix) f(x) = (log *) lo ‘ x . 

(x) f(x) = X s . 

2. (a) La derivada de log ° / es /'//. 

Esta expresion recibe el nombre de derivada logaritmica de f Resulta 
muchas veces mas facil de calcular que /', ya que los productos y po- 
tencias de la expresion de / al pasar a log ° / se convierten en sumas 
y productos. Se puede despues captar la derivada f sin m&s que mul- 
tiplicar por /; a este proceso se le da el nombre de derivacidn logaritmi¬ 
ca. 

(b) Aplicar la derivacion logaritmica para obtener la derivada/'(x) de cada 
una de las siguientes funciones: 


(i) fix) 

(ii) f(x) 

(iii) f(x) 


= (14 x)(\ 4 «*). 

(3 - x) 1/3 * 2 
(1 - x)(3 4 *) 2/8 ‘ 

= (sen x) ct>91 4 (cos x)' 


(iv) f(x) 


e* — e x 
e 2l (l 4 x 3 ) 


3. Hallar 



(para /> 0 en \a, />]). 


4. Hallar la gr&fica de cada una de las siguientes funciones: 


(a) /(*) = <■+*. 

(b) /to - «““• 

(c) /to - <* + r*. \ 

(d) /to 1 


(Comparar las gr&ficas con las de exp y 1/exp.) 


to /to 


~ 1 _ j _ 2 

+ e** + l «* + r 


5. Hallar los siguientes lfmites mediante la regia de l’Hdpital: 
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(i) lim 


- I - x - x 2 /2 


. . <? — \ — x — x 2 /2 — x 3 /6 

(ii) 11 m- - - 

1 —»o x 4 


(iii) lim 


e x — l — x — x 2 /2 


\ log(l + x) - X + x 2 /2 
(iv) lim- - - 

x—»0 X l 

, \ log(l + x) - X -f x 2 /2 
(v) lim--- 

1 —+0 X 6 

, . N log(l + x) - x + x 2 /2 - x*/3 

(vi) lim--- 

1—>0 x 6 


6. Las funciones 

f 

senh x = --- > 

2 

? + <T* 

cosh a: = ---» 

2 

f — e~ x 2 

w x = tztf* = 1 ~ 

reciben los nombres de seno hiperbolico, coseno hiperbolico y tangente hi- 
perbolica, respectivamente. Existen muchas analogias entre estas funciones 




FIGUBA 10 
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y las correspondientes funciones trigonometricas ordinarias. Una analogia 
queda ilustrada en la figura 10; una demostracion de que la regidn indicada 
en la figura 10(b) tiene realmente area x/2 es mejor diferirla hasta el proximo 
capitulo, en el que vamos a desarrollar metodos para calcular integrales. 
Otras analogfas se estudian en los tres problemas siguientes, pero para las 
analogias mas profundas tendremos que esperar hasta el capitulo 26. El lec¬ 
tor que no haya hecho ya el problema 2, conviene que halle las grdficas de 
las funciones senh, cosh, y tgh. 

7. Demostrar que 

(a) cosh 2 — senh 2 = 1. 

(b) tgh 2 + 1/cosh 2 = 1. 

(c) senh(jt + y) = senh x cosh y 4- cosh x senh y. 

(d) cosh(* 4- y) = cosh jc cosh y + senh x senh y. 

(e) senh' = cosh. 

(f) cosh' = senh. 

cosh 2 ’ 

8. Las funciones senh y tgh son uno-uno; sus inversas, designadas por arg senh 
y arg tgh (el «argumento» del seno y de la tangente hiperbolicos), estan 
definidas sobre R y (—1, 1) respectivamente. Si se restringe cosh a [0, oo) 
tiene una inversa, designada por arg cosh, la cual esta definida sobre [1, oo). 
Demostrar, utilizando la informacion del problema 7, que 

(a) senh(cosh _1 x) = \/jc 2 — 1. 

(b) cosh(senh _1 jc) = 1 + x i . 

(c) (senh _1 )'(jc) = x i ‘ 

(d) (cosh _1 )'(x) = ^ Para * > 1. 

(e) ( tgh ~ { )'(x) = P ara W < L 

9. (a) Hallar una formula explicita para senh -1 , cosh -1 , y tgh -1 (despejando x 

en la ecuacion y — senh -1 x, para x en funcidn de y, etc.). 

(b) Hallar 
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/: 

/: 

/: 


7 = dx, 

VI + * 2 

1 . , 
— ....: dx para a, b > 1 

vV - 1 


;- ~dx para |aj, \b\ < 1 . 

1 — x 2 


o 


a, b < 1 , 


Comparar la solucion de la tercera integral con la que se obtiene 
poniendo 

. i r_L_ + _j_i. 

1 - a: 2 2 Ll - a: 1 + x] 

10. Demostrar que 



no es acotada en [ 2 , °° ). 

11. Sea / una funcion no decreciente en [1, 00 ) y deflnamos 

F(x) = it, x>\. 

Demostrar que / es acotada en [1, 00 ) si y solo si F /log es acotada en [1, «>). 


12. HaUar 

(a) lim (f para 0 < a < 1. (Recuerdese la definicion.) 

a?—►«> 


(b) lim 

a?—► oo 

(c) lim 


(log x) n 
(log x) n 


(d) lim ac( log x) n . Indicacion: *(log x) n 

x—+ 0 * 



(e) lim ac*. 

x—»0 + 


AC 
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13. Hallar la grafica de f(x) = x* para x > 0. [Utilizar el problema 12(e).] 

14. (a) Hallar el valor minirno de /(x) = e x jx n para x > 0, y concluir que 

/(x) > e H ln n para x > n. 

(b) Utilizando la expresion f'(x) — e*(jc — n)/x n+1 , demostrar que f'(x) > 
e n+1 ((n + l) a+1 para x > n -I- 1, y obtener asi otra demostracidn de 
que lim f(x) = oo. 

#—►00 

15. Hallar la grafica de f(x) = e*lX*. 

16* (a) Hallar lim log(l 4- y)jy. Se puede utilizar la regia de l’Hopital pero seria 

y—*o • 

ridi'culo. 

(b) Hallar lim x log (1 4- 1/x). 

(c) Demostrar que e = lim (1 + 1 /*)*. 

ar—*ac 

(d) Demostrar que e® = lim (1 4- a/xf. [Es posible deducir esto de la parte (c) 

X—><*0 

con solo un poco de habilidad algebraica.] 

*(e) Demostrar que log b = lim x(b 1/s — 1). 

17. Hallar la grifica de f(x) = (1 + 1 fxf para jt > 0. [Utilizar el problema 16(c).] 

Si un banco da un a por ciento de interes anual, entonces una inversion ini- 
cial / produce /(I 4- aj 100) en un aiio. Si el banco compone el interes (cuenta 
el interes producido como parte del capital para el calculo del interes del 
ano siguiente), entonces la inversion inicial se convierte en /(I 4- a/100)" al 
cabo de n anos. Supongamos ahora que el interes se da dos veces al ano. La 
cantidad final despues de n anos no es, jatencion! /(I 4- a/100) 2 ", sino solo 
/(I 4- a/200) 2 "; aunque el interes se da doble numero de veces, debe ser 
dividido por 2 en cada cilculo, ya que el interes es a/2 por medio ano. Esta 
cantidad es mayor que /(I 4- a[ 100)", pero no mucho mayor. Supongase que 
el banco compone ahora el interns de manera continua, es decir, el banco 
considera lo que deberia producir la inversidn cuando se compone k veces 
por afio y despuds toma la cota superior minima de todos estos numeros. 
i,Cuinto producird una inversidn inicial de una peseta en un afio? 

19. (a) Sea/(^) = log |x| para x/0. Demostrar que f'{x) = 1/x para x¥>0. 

(b) Si jf(x) ^ 0 para todo x, demostrar que (log | f\j = f'/f. 

2®. Supdngase que en un cierto intervalo la funcidn / satisface /' = cf para un 
numero c. 
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(a) Suponiendo que f no es nunca 0, aplicar el problema 19(b) para de- 

mostrar que |/(x)| = le cx para algun numero l(> 0). De donde se sigue 

que f{x) = ke cx para algun k. 

(b) Demostrar que este resultado sigue siendo valido sin necesidad de su- 

poner que / no sea nunca 0. Ayuda: Demostrar que / no puede ser 

cero en el extremo de un intervalo abierto en todo el cual / sea distin- 
to de cero. 

(c) Dar una demostracion mas sencilla de que es f(x) — ke cx para algun k 
considerando la funcion g(x) -j\x)/e cx . 

(d) Supongase que es /' = fg' para alguna funcion g. Demostrar que 
f(x) = ke* x) para algun k. 

*21. Una sustancia radiactiva disminuye a un ritmo proporcional a la cantidad 
que de ella queda (puesto que todos los atomos tienen la misma probabilidad 
de desintegrarse, la desintegracion total es proporcional al numero de ato¬ 
mos remanentes). Si A(t) es la cantidad en el tiempo t, esto significa que 
A'(0 = cA(t) para algun c (el cual representa la probabilidad de que se desin- 
tegre un dtomo). 

(a) Hallar A(t) en terminos de la cantidad A 0 = A( 0) presente en el tiempo 0. 

(b) Demostrar que existe un numero r (la «vida media* del elemento radiac- 
tivo) con la propiedad de que A(t + r) = A(t)l2. 

*22. La ley del enfriamiento de Newton afirma que un objeto se enfria en razdn 
proporcional a la diferencia entre su temperatura y la temperatura am- 
biente. Hallar la temperatura T{t) del objeto en el tiempo t, en terminos 
de su temperatura T 0 en el tiempo 0, suponiendo que la temperatura del 
ambiente se mantiene constante, M. Indicacion: Para resolver la ecuacion 
diferencia! que expresa la ley de Newton, recuerdese que T — (T — M)'. 


*23. Demostrar que si iix) = f Q Kt)dt, entonces / = 0. 


24. Hallar todas las funciones continuas / que satisfacen 

(i) J Q / = 

(ii) J / = 1 — e 2xi - 


25. Dada una funcion derivable /, hallar todas las funciones continuas g que satis¬ 
facen 
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r 


/£=£(/(*))- 1 . 

*26. Hallar todas las funciones / que satisfacen fit) — f(t) + f f(t) dt. 

J 0 

27. Hallar todas las funciones continuas / que satisfacen la ecuacion 


(/W >’= P ( ‘> 


28. (a) 


Sean f y g funciones no negativas continuas en [a, b], y sea C > 0. Su- 
pongase que 

f{x) < C + [ fg a < x < b. 


Demostrar la desigualdad de Gronwall: 

fix) < Cef' o. 

Indicacion: Considerar la derivada de la funcion h(x) = C + f.’f* 

(b) Aplicar un razonamiento de paso al limite para demostrar que este ra- 
zonamiento sigue siendo valido si es C = 0. 

(c) Supongase que es f'(x) = g(x)f{x) para alguna funcion continua g, y 
que es /(0) = 0. Entonces es / = 0 (comparar con el problema 20). 

*29. (a) Demostrar que 


r* v# 

1 +AT + - + - + 

2! 3! 


H-< e* para x > 0. 

n\ 


Indicacion: Aplfquese induccion sobre n, y comparense las derivadas. 

(b) Dar una nueva demostracion de que lim e*/*" == oo. 

30. Dar todavia otra demostracion de este hecho, utilizando la forma adecuada 
de la regia de TH6pital. (Vease el problema 11-53). 

31. (a) Calcular lim e~ xi / e li dt. (Antes de proceder al calculo conviene ha- 

x-*oo JO 

cer una estimacion bien estudiada.) 

(b) Calcular los limites siguientes 


(i) lim e*~ xi I 


fx+(\lx) 


e t% dt. 
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(ii) 

lim e x1 

fx+doe x/x) 

/ e 1 ' dt. 


£—►00 

J* 

(iii) 

lim e~ xi 
£-►00 

f 2 +(log x/2x) 

/ dt 


32. Este problema delinea la introduction clasica de los logaritmos y de los ex- 
ponenciales. Para empezar supondremos simplemente que la funcion/(x) — a x , 
definida en forma elemental para los x racionales puede extenderse de algun 
modo a una funcion continua uno a uno que obedece en lineas generales a 
las mismas reglas algebraicas (para una demostracion directa de esto vease 
el problema 21-29). La inversa de / se designara por log*. 

(a) Demostrar, partiendo directamente de la definition, que 


(b) 


/ h\ llh 

loga(x) = lim log 0 ( 1 + -) 
h -0 \ x / 

= - * logaflim (1 + *)* 

X \Jfe-0 

Asi pues, el problema se reduce unicamente a la determinacion de 
lim (1 + h) l/h . Si podemos demostrar que esto tiene un limite e , en- 

tonces logs'(x) = ~* log e e = 1/x, y en consecuencia exp = logs' tiene 
la derivada exp'(x) = exp(x). 

/ l\ n 

Sea a n = II + - 1 para numeros naturales n. Por aplicacion del teo- 
rema del binomio, demostrar que 


a n — 2 -f- 


SrrO-s)0-D"-0 - 



Concluir que es a n < a n +u 

(c) Haciendo uso del hecho de ser \/k\ < 1/2*para k> 2, demostrar que 
es a n < 3 para todo n. As! pues, el conjunto de numeros {ai, ai, u 3 ,...} 
es acotado y tiene por lo tanto un extremo superior e. Demostrar que 
para todo £ > 0 tenemos e — a B < s para valores de n suficientemente 
grandes. 

(d) Si n < x < n +1, entonces 
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Deducir de aqui qiie lim ^1 -j—^ = e. Demostrar tambien que 
lim (1 + -1 = e 9 y concluir que lim (1 + h) llK — e. 

X--CO \ XJ A-.0 


*33. Un punto P se mueve a lo largo de un segmento rectilfneo AB de longi- 
tud 10 T mientras que otro punto Q se mueve a lo largo de un rayo infinito 
(figura 11). La velocidad de P es siempre igual a la distancia desde P a B (en 
otras palabras, si P(/) es la posicion de P en el tiempo t, entonces P'(t) = 
10 T — P(f)), mientras que Q se mueve con velocidad constante Q'{i) = 10 7 . 
La distancia recorrida por Q en el tiempo t se define como el lo gar it mo 
neperiano de la distancia desde P hasta B en el tiempo t. Asf pues. 


10 7 f = In [10 7 — P(r)3. 



FIGURA 11 


Esta fue la definicion de logaritmo dada por Neper (1550-1617)* en su pu- 
blicacion de 1614, Mirifici logarithmonum canonis description (Descripcidn 
de las maravillosas leyes de los logaritmos); este trabajo fue hecho antes de 
inventarse el uso de los exponentes. Se eligio el numero 10 7 porque las tablas 
de Neper (destinadas a cilculos astronomicos y de navegacion), daban los 
logaritmos de senos de Angulos para los cuales las mejores tablas disponi- 
bles se extendlan a siete decimales, y Neper querfa evitar fracciones. Demos¬ 
trar que 

10 T 

In x = 10 7 log —. 

x 

Indicacion: Utilizar el mismo artificio que en el problema 22 para despe- 
jar P en la ecuacidn. 

*34. (a) Trazar un esquema de la grifica de f(x) = (log x)Jx (poniendo atencidn 
particularmente al comportamiento cerca de 0 y de oo). 

* En la mayoria de los textoc espaRoles, ae da el notnbre de logaritmo neperiano de x al lotaritmo 
natuiml log x. Debe quedar bien claro que la fuadde log Nep, originariamente definida por Neper, 
ea, aegdn se indica, (fistinta de log. 



494 


Derivadas e integrates 


(b) ^Cual de los numeros e" o ir e es mayor? 

(c) Demostrar que si 0 < x < 1, 6 x = e, entonces el unico numero y que 
satisface x" — y* es y — x; pero si x > 1 , x ^ e, entonces existe precisa- 
mente un numero y^x que satisface x v = y* ; ademas, si jc < e, enton¬ 
ces y > e, y si x > e, entonces y < e. [Interpretar este enunciado en 
terminos de la grafica de la parte (a).] 

(d) Demostrar que si x e y son numeros naturales y x v = y x , entonces x — y 
o x = 2, y = 4, 6 x = 4, y = 2. 

(e) Demostrar que el con junto de los pares (*, y) con x y = y* consiste en 
una curva y una recta que se cortan; hallar la interseccion y dibujar un 
esquema aproximado. 

**(f) Para 1 < x < e sea ^(x) el unico numero > e con = gixf. Demos¬ 
trar que g es derivable. (Es conveniente considerar por separado las fun- 
ciones. 


, , . log x 

fi(x) — -) 0 < x < e 

x 

fi(x) = e < x 

x 

y escribir g en terminos de y / 2 . Haciendo debidamente esta parte se 
debe poder demostrar que 


// x = [^W] 2 . 1 " log * _ 

1 - log g(x) x 2 

*35. Este problema utiliza el material del apendice al capitulo 11. 

(a) Demostrar que exp es convexa y log es concava. 

n 

(b) Demostrar que si ^ Pi = 1 y todos los pi son > 0, entonces 

i=i 

Zl Pl ' ' Z n pn < piZ\ + * * * + pnZn- 

(Utilizar el problema 9 del apendice al capitulo 11.) 

(c) Deducir otra demostracion de que G n <A n (problema 2-22). 

36. (a) Sea/una funcion positiva en [a, b] y sea P„ la particion de [a, b ] en n in- 
tervalos iguales. Aplicar el problema 2-22 para demostrar que 
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i(log/, P.) < L U, pS\- 

(b) Aplicando el problema 13-12, concluir que para funciones continuas / 
se tiene 

(c) Aplicar el problema 13-28 para concluir que esta desigualdad se man- 
tiene siempre que / sea positiva e integrable en [a, 6]. 

Este problema nos revela un artificio util para obtener resultados acerca de inte¬ 
grates: resulta a veces mas sencillo, y tambien suficiente, empezar considerando 
s61o funciones continuas. Sin embargo, este ejemplo particular se podria haber tra- 
tado de distinta manera. 

37. En el problema 35 se deduce el resultado del problema 2-22 como caso par¬ 
ticular de la desigualdad 

\ t=l / t—1 

n 

para p, > 0,23 pi = 1 y S convexa. Si g es concava, tenemos la desigualdad 
contraria t=1 

SmW ^ 

(a) Aplicar esto con g = log para demostrar el resultado del problema 36 
directamente para cualquier funcion integrable /. 

(b) Formular un teorema general del cual el problema 36 sea un caso parti¬ 
cular. 

38. Supongase que / satisface f = / y f(x + y) = f(x)f(y) para todo x e y. Demos¬ 
trar que f — exp o / = 0. 

*39. Demostrar que si f es continua y f(x + y) — f(x)f(y) para todo x e y, entonces 
o bien f — 0 6 f(x) = [/(l)]* para todo x. Indicacidn: Demostrar que f(x) = 
[/(!)]* para x racionales, y despues utilizar el problema 8-6. Este problema 
est£ mtimamente relacionado con el problema 8-7, y la informacidn men- 
cionada al final del problema 8-7 puede utilizarse para demostrar que existen 
funciones discontinuas / que satisfacen f(x 4- y) = ftx)f(y). 
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*40. Demostrar que si ft s una funcion continua deflnida sobre los reales positivos, 
y f( x y) — /(*) + /O') para todos los x e y positivos, entonces / = 0 6 f{x) = 
= f(e) log x para todo x > 0. Indicacion: Considdrese g(x) = /(e*). 

*41. Demostrar que si f(x) = e~ 1 ^ para x^O, y /(0) = 0, entonces f k >(0) = 0 
para todo k. 

*42. Demostrar que si f{x) = e~ x '*' sen 1/jt para x=£Q, y /(0) = 0. entonces 
f k K 0) = 0 para todo k. 

43. (a) Demostrar que si a es una raiz de la ecuacidn 

(*) a n x n + tf n -i* n_1 + * * * + aix + a 0 = 0, 
entonces la funcion >>(*) = e ax satisface la ecuacion diferencial 

(**) a ny (n) + fin-i/" -0 + * • * + a x y’ + a Q y = 0. 

*(b) Demostrar que si a es una raiz doble de (*), entonces y(jt) = xe a * satis¬ 
face tambien (**). Indicacion: Recordar que si a es una raiz doble de 
una ecuacion polinomica f(x) = 0, entonces f\ a) = 0. 

*(c) Demostrar que si a es una raiz de orden r de (*), entonces y(*) = x?e a * 
es una solucion para 0 < k < r— 1. 

Si (*) tiene como raices n numeros reales (contando las multiplicidades), 
la parte (c) proporciona n soluciones y lf .... y n de (**). 

(d) Demostrar que en este caso la funcion c 1 y l + ... + c n y n satisface tam¬ 
bien (**). 

Constituye un teorema el que en este caso son estas las unicas soluciones 
de (**). El problema 20 y los dos problemas siguientes demuestran casos 
particulares de este teorema, y el caso general se considera en el proble¬ 
ma 19-19. Veremos en el capitulo 26 lo que hay que hacer cuando (*) 
no tiene por raices n numeros reales. 

*44. Supongase que / satisface /" — / = 0 y que /(0) = /'(0) = 0. Demostrar que 
/ = 0 como sigue. 

(a) Demostrar que f — (f) 2 = 0. 

(b) Demostrar que f(x) 0 para todo x de algun intervalo (a, b). Demostrar 
que, o bien f(x) — ce*, o bien fix) = ce~ x para todo x de (a, b ), para 
alguna constante c. 

**(c) Si f(xj 0 para x 0 > 0, por ejemplo, entonces existiria un numero a tal 
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que 0 < a < x 0 y f(a ) = 0 , mientras que f(x) ^ 0 para a < x < x 0 . £Por 
que? Utilizar este hecho y la parte (b) para deducir una contradiccidn. 

*45. (a) Demostrar que si f satisface f"—f = 0, entonces f(x) = ae* 4- be~* para 
ciertos a y b. [Imaginar primero como deben ser a y b en terminos de 
f(0) y AO), y utilizar despues el problema 44.] 

(b) Demostrar tambien que f = a senh +b cosh para ciertos (diferentes) ay b. 

46. Hallar todas las funciones / que satisfacen 

(a) 

(b) /<») = 


*47. Este problema, companero del problema 15-30, esboza un tratamiento de la 
funcion exponencial que empieza con la suposicion de que la ecuacion dife- 
rencial f ~ f tiene una solucion distinta de 0. 

(a) Supongase que existe una funcion f=£0 con f — f. Demostrar que f(x) ^0 
para todo x considerando la funcion g{x) — f(x 0 + j:)/(jc 0 jc), donde 

Kx<>) o. 

(b) Demostrar que existe una funcion / que satisface f ~ f y /(0) = 1. 

(c) Para esta / demostrar que f(x + y) ~ f(x)-f(y) considerando la funcion 
Six) - fix + y)/fix). 

(d) Demostrar que / es uno-uno y que (f~ l )'(x) = l lx. 

48. Sean f y g funciones continuas tales que lim fix) = limg(*) = «. Dire- 

X-*co i-.cn 

mos que el crecimiento de f es de orden superior al de g (f^> g) si 


lim 

z-+ co 


fix) 

gix) 


y diremos que los crecimientos defyg son del mismo orden if~ g) si 


lim M- existe y es 0, «. 

x -00 gix) 

Por ejemplo, exp > P para cualquier funcion polindmica P,y P> log” para 
cualquier entero positivo n. 

(a) Dadas fyg, con lim fix) — lim ^(^r) = «, ^se tiene que cumplir ne- 

£-*CO X-+CQ 

cesariamente una de las tres condiciones f> g, g >f o f~ g! 

(b) Si f> g, entonces f+g ~f 
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(c) Si 


^«I>c> 1 

log g 


(d) 

(e) 


para valores de x suficientemente grandes, entonces f> g. 


Si/> g y f(x) = J q f, G(x) = j* 


i,se sigue de ello necesariamente 


que F> G? 

Ordenar cada uno de los siguientes conjuntos de funciones de menor a 
mayor orden de crecimiento (por comodidad, indicamos cada funcion 
dando simplemente su valor en x. 


(i) * 3 , e x , * 3 + log(* 3 ), log 4x, (log x) x , x x , x + e~ 5x , x 3 log 

(ii) x log 2 * x, e 5x , log(* x ), e x \ x x , * log x , (log *) x . 

(iii) e x ,x e , x x , e x \ 2 X , e xl2 , (log x) 2x . 

49 . Supongase que g\, g 2 , g 3 , son funciones continuas. Demostrar que existe 
una funcion continua / cuyo orden de crecimiento es mayor que el de cual- 
quiera de las gi. 

50. Demostrar que log 10 2 es irracional. 



CAP1TULO 

18 

INTEGRACI6N EN TCRMINOS ELEMENT ALES 


Todo cdlculo de una derivada proporciona, segun el segundo teorema fundamental 
del cdlculo infinitesimal, una formula para integrates. Por ejemplo, 

si F(x) = jc(log jc)— x, entonces F'(x) = log x ; 

en consecuencia, 

f* log xdx — F(b) — F(a) = b (log b) — b — [a(log a) — a\, 0 < a y b. 

Las fdrmulas de este tipo se simplifican considerablemente si adoptamos la 
notacidn 

F(x) f a = F(b) - F(a). 

JO 

Podemos escribir entonces 

[ b log xdx = x (log x) — x b . 

J a a 

Este cdlculo de f log xdx dependid del feliz hallazgo de que log es la deri- 
J a 

vada de la funcidn F(x) = *(log jc) — jc. En general, una funcidn F que satisface 
F = f recibe el nombre de primitiva de f. Por supuesto, ana funddn continua f 
tiene siempre ana primitiva, a saber, 

m-p, , 
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pero en este capftulo intentaremos hallar una primitiva que pueda expresarse en 
terminos de funciones conocidas tales como sen, log, etc. Una funcion que puede 
expresarse de esta forma recibe el nombre de funcion elemental. Propiamente 
hablando,* una funcion elemental es una funcion que puede obtenerse mediante 
suma, multiplicacion, division y composition a partir de las funciones racionales, 
las funciones trigonometricas y sus inversas y las funciones log y exp. 

Desde el principio debemos decir que, en general, no es posible encontrar 
primitivas elementales. Por ejemplo, no existe ninguna funcion elemental F tal que 

F'(x ) = e~ x ’ para todo x 

[no se trata meramente de un informe sobre el estado presente de ignorancia ma- 
tematica; existe un teorema (diffcil) que dice que una tal funcion no existe]. Y lo 
que es peor, no tendremos manera de saber si es o no posible hallar una primitiva 
elemental (el lector tendra que confiar en que los problemas de este capftulo no 
contengan erratas). A1 ser tan insegura la busqueda de funciones elementales, el 
encontrarlas proporciona a menudo cierta satisfaccion peculiar. Si observamos 
que la funcion 


F(x) = x 


arctg x — 


log C1 + X 2 ) 
2 


satisface 


F'(x ) = arctg x 


(la manera de llegar a tal observation es totalmente otro asunto), de modo que 
f arctg x dx = x arctg x — — —) 

Ja 2 a 

entonces podemos tener .a imprest de que •verdaderan.ente, hemes calcu.ado 
I arctg x dx. 

J a 

* 

* La definici6n que vamos a dar serd precisa, pero en realidad no exacta, o por lo menos no del 
todo comente. Por lo general las definiciones que se dan incluyen como funciones elementales 
a las funciones «algebraicas», es decir, a las funciones g que satisfacen una ecuacidn 

(g( x )) n + fn-i(x)(g(x)) n ~ 1 + • • • + f 0 (x) = 0, 

donde las/son funciones racionales. Pero para nuestros fines podemos dejar de lado estas funciones. 
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Este capftulo consiste en algo mas que en dar metodos para hallar primitivas 
elementales de funciones elementales dadas (proceso conocido simplemente por 
«integration#), junto con alguna notation, abreviaciones, y convenios destinados 
a facilitar este proceso. Esta preocupacion por las funciones elementales se justi- 
fica mediante tres consideraciones: 

(1) La integration constituye un tema clasico de calculo infinitesimal, del 
cual todo el mundo debe estar algo enterado. 

(2) En ocasiones puede ocurrir que sea preciso calcular una integral, en 
condiciones en que no sea posible consultar ninguna de las tablas 
corrientes de integrales [por ejemplo, puede ocurrir que el lector siga 
un curso (de ffsica) en el cual se le exija saber integrar]. 

(3) Los «metodos# mas utiles de integracidn son en realidad teoremas muy 
importantes (aplicables a todas las funciones, no solamente a las ele¬ 
mentales). 

Naturalmente, la razon crucial es la liltima. Aunque el lector piense olvidar 
como se integra (y es probable que la primera vez se le olviden algunos detalles), 
nunca debera olvidar los metodos basicos. 

Estos metodos basicos constituyen teoremas que nos permiten expresar primi- 
tivas de una funcion en terminos de primitivas de otras funciones. Para empezar 
a integrar necesitaremos, por lo tanto, una lista de primitivas para algunos fun¬ 
ciones; una tal lista puede obtenerse simplemente derivando algunas funciones 
bien conocidas. La lista que vamos a dar utiliza un sfmbolo corriente que requiere 
alguna explication. El sfmbolo 

f f o j f(x)dx 

significa «una primitiva de /» o, mds precisamente, «el conjunto de todas las 
primitivas de /». El sfmbolo jf sera con frecuencia utilizado en el enunciado de 
teoremas, mientras que }f(x)dx es mas util en fdrmulas tales como la siguiente: 



Esta «ecuacidn» significa que la funcion F(x) = jr 4 /4 satisface F'(x) = x 3 . No puede 
ser interpretada literalmente porque el segundo miembro es un numero y no una 
funcidn, pero en este contexto vamos a tolerar estas discrepancias; lo que nos 
proponemos es convertir el proceso de integracidn en algo tan mecdnico como sea 
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posible y para ello recurriremos a toda clase de artificios. Otra caracteristica de 
la ecuacion merece ser mencionada. Casi todos escriben 


/ 


x 3 dx 



para destacar que las primitivas de f(x) = x 3 son precisamente las funciones de 
la forma F(x) = x 3 + C para algun numero C. Aunque es posible (problema 13) 
llegar a contradicciones si no se tiene en cuenta este punto, en la practica no 
surgen tales dificultades, y la preocupacion por esta constante no es mas que 
un estorbo. 

Un convenio importante acompana esta notacion: la letra que aparece a la 
derecha de la ecuacion debe ser la misma letra que aparece despues de «la letra d» 
en el primer miembro; asf pues, 

J u 3 du = 

, tx 2 
tx dx = —, 

2 

f j 

/ tx dt = — 

J 2 


Una funcion jf(x) dx, es decir, una primitiva de f, recibe con frecuencia 

f b 

el nombre de ((integral indefinida» de f, mientras que f(x)dx es llamada, por 

J a 

contraste, ((integral definida®. Esta sugestiva notacion da buen resultado en la 
practica, pero es importante no dejarse extraviar por ella. Aun a riesgo de cansar 

f b 

al lector, hacemos notar una vez mas el siguiente hecho: la integral I f(x)dx 

no se define como «F(6) — F(a), donde F es una integral indefinida de /» (si esta 
afirmacion no le parece al lector reiterativa, sera conveniente que vuelva a leer 
el capitulo 13). 

Podemos comprobar las formulas de la siguiente corta tabla de integrales in- 
definidas, derivando simplemente las funciones indicadas a la derecha. 


/ 

I 


a dx = ax 


x n dx 


x n+l 

n + l’ 


n 9 £ —1 
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J - dx = log x ( j -i- dx se escribe a menudo por conveniencia ; 

abreviaciones analogas se usan en los dos ultimos ejemplos 
de esta tabla.) 

J t? dx — e* 

J sen xdx = — cos x" 
j cos xdx — sen * 

J sec 2 x dx — tg x 

/“• * 

It 

I 


dx 


-f- x 2 
dx 


= arctg x 


Vt -x 1 


= arcsen x 


Dos fdrmulas generales de la misma naturaleza son consecuencia de los teo- 
remas acerca de derivacion: 

+ g(x)] dx = Sf( x ) dx + fg(x ) dx, 
fc - f(x) dx = c* J/0) dx. 

Estas ecuaciones deben interpretarse en el sentido de que una primitiva de f + g 
puede obtenerse sumando una primitiva de f con una primitiva de g, mientras 
que una primitiva de c-f puede obtenerse multiplicando por c una primitiva de f. 

Ndtense las consecuencias de estas fdrmulas para integrates defmidas: Si / y g 
son continuas, entonces 

j b a Uix) + g(x)] dx = j b f{x) dx + j b g{x) dx, 
f b c -f{x) dx = c- f *f(x) dx. 

Esto se sigue de las fdrmulas anteriores, ya que cada integral definida puede es- 
cribirse como diferencia entre los valores en a y en b de una primitiva corres- 
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pondiente. La continuidad hace falta para saber que estas primitivas existen. (Por 
supuesto, las formulas se cumplen tambien cuando / y g son unicamente inte¬ 
grates, pero recuerdese la dificultad mucho mayor que ofrecen las demostraciones 
en este caso.) 

La formula del producto para la derivada proporciona un teorema mas inte- 
resante, que se expresara de varias maneras distintas. 


TEOREMA 1 

(INTEGRACION POR PARTES) 


Si f y g' son continuas, entonces 


/ fg f = fg ~ f fg, 

f f(x)g' 0 ) dx = f(x)g(x) - f f'(x)g(x ) dx, 
f* f( x )g'(x) dx = f(x)g(x) b a - f b f'(x)g(x) dx. 


(Observese que en la segunda ecuacion f(x) g(x) denota la funcion f-g.) 


DEMOSTRACION 
La formula 


puede escribirse 


Asf pues. 


ViY-fg+tf 

fg' = ( fg)' - fg • 


ffg' = fifgY - ffg> 

y fg puede elegirse como una de las funciones denotadas por f(jg)'. Esto demues- 
tra la primera formula. 

La segunda formula es simplemente otra expresion de la primera, y la tercera 
formula es consecuencia inmediata de cualquiera de las dos primeras. | 
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Segun indican los siguientes ejemplos, la integration por partes es util cuando 
la funcidn a integrar puede considerarse como producto de una funcion /, cuya 
derivada es mds sencilla que f, por otra funcidn que se vea claramente que es 
de la forma g f . 

J xe* dx — x? — f 1 • e* dx 
11 11 11 

fg' fg f g 

- x? - «*. 

j x sen x dx = x * (— cos x) — f 1 * ( 

11 11 1 
f g' f g f 

* —x cos x -h sen x. 

Hay dos artificios especiales que a menudo dan buen resultado en la integra- 
cidn por partes. El primero consiste en considerar la funcion g' como igual a 1, 
lo cual siempre es posible. 

j log x dx = j 1 * log x dx — x log x — J x * (1/x) dx 
11 11 11 
g' f g f g f 

* Ar(log x) — x. 

El segundo artificio consiste en utilizar la integracion por partes para hallar fh 
en tdrminos, otra vez, de fh, y despues despejar fh en la ecuacidn resultante. Un 
ejemplo sencillo lo cOnstituye el cdlculo 

f (1 /x) • log x dx — log x • log x — f (1/x) • log x dx, 

1 1 1 1 11 
g' f g f f g 

lo cual implica que 

2 J* i log x dx - (log x) % 


— cos x) dx 
1 
g 
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o 



(log *) 2 
2 


Muchas veces hace falta un calculo mas complicado: 

J e* sen x dx = e* • (— cos x) — J e* • (— cos x) 


dx 


II II II 

f g' f g f g 

— —e* cos x + J e* cos x dx 

i 1 

u v' 

— —e* cos x + \f • (senx) — Je*(senx) dx\ y 

II II 

U V u' V 


por lo tanto. 


2 J «*sen x dx = **(sen* — cos x) 


/ 


<?* sen x dx = 


**(sen x — cos x) 


Puesto que la integracion por partes esta basada en el reconocimiento de que 
una funcion es de la forma g', cuantas mas funciones se sepan ya integrar, mayor 
sera la probabilidad de exito. Conviene con frecuencia hacer una integracion 
preliminar antes de atacar el problema principal. Por ejemplo, podemos integrar 
por partes 


j (log x) 2 dx 


/ 


(log x)(log x) dx 

I I 

/ g' 
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si recordamos que /log x dx = (x log Jt) — x (esta fdrmula fue deducida a su vez 
mediante integracidn por partes) ; tenemos 

f (log x)(log x) dx = (log x)[*(log x) - x] - f (l/x)[*(log x) - x]dx 

i i i i i i 

f g' f g f S 

= (log x)[x(log x) - x] - J [log X - 1] dx 

— (log *)[*(log x) — x] — J log x dx + j 1 dx 

= (log x)[x(log x) — x] - [x(log x) - x] + X 

— x(log x) 2 — 2x(log x) + 2x. 

El metodo mis importante de integracidn es una consecuencia de la regia de 
la cadena. La aplicacidn de este metodo exige considerablemente m&s ingenio 
que la integracidn por partes, e incluso la explicacidn del metodo es mds dificil. 
Desarrollaremos por lo tanto este metodo por etapas, enunciando primero el teo- 
rema para integrates definidas, y reservando para mds adelante el tratamiento de 
las integrales indefinidas. 

TEOREMA 2 

(FORMULA DE SUSTITUCI6N) 

Si / y g' son continuas, entonces 

■IZf-fiw* 

du *= f*f(g(x)) • g'(x) dx. 

DEMOSTRACI6N 

Si F es una primitiva de f, entonces el primer miembro es F(g(b)) — F(g(a)). Por 
otra parte, 

(Fog)' = (F'o g )-g'= {fog)-g', 

de modo que F°g es una primitiva de (/°g)*/ y el segundo miembro es 
(F°g)(a) - (F.g)(b) = F(g(b)) - F(g(a)). | 
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Las aplicaciones mas sencillas de la formula de sustitucion consisten en re- 
conocer que una funcion dada es de la forma (j f°g)g Por ejemplo, la inte¬ 
gration de 


J a sen 5 x cos x dx (^ = J* (sen*) 5 cos x dx ^ 

es facilitada por la aparicion del factor cos x, el cual sera el factor g'(;c) para 
fix) = sen *; la expresion que queda, (sen *) 5 , puede escribirse como (g(jt)) 3 = 
f(g(x)), para f(u) = u 5 . Asi pues, 

f b s j = sen*] 

Ja lf(u) = W 5 J 

fb r 0 (b) 

= / f(g(x))g'(x) dx = / /(«) du 

Ja Jo(a) 

f 8enb sen 6 b sen 6 a 

= I u 5 du -- 

Jsena 6 6 

La integration de f tg x dx puede ser tratada de manera analoga si escribimos 

J a 


f tg xdx = - T — 

Ja J a COS X 


sen* 


dx. 


En este caso el factor —sen * es g'(x), donde g{x) = cos *; el factor que queda 
1/cos * puede escribirse /(cos *) para /(«) = 1/m. De aqui que 


t: 


tg * dx 


g(x) = cos * 
1 


/(«) = - 
u 

f b , fo(b) 

~~ f(g(x))g'(x) dx = — f{u) du 

Ja Jg ( a ) 

f cos b | 

= — - du = log (cos a) — log (cos b ). 

J cos a U 


/. 


6 1 


a * lOg * 


dx, 


Finalmente, para hallar 
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observese que 1/jc = /(*), donde g(x) = log x, y que 1/log x = f(g{x)) para 
/(w) = 1/m. Asi pues, 

g(x) = log *' 

f(u) = - 

u A 

fb r 0 w 

= / f(g(x))g'(x) dx = /(«) 

./<» JoW 

[log b \ 

= / — du — log (log 6) - log (log a). 

J log o M 

Afortunadamente, estas aplicaciones de la formula de sustitucion pueden 
abreviarse considerablemente. Las etapas intermedias, que suponen escribir 

/.*/(*(*))«'(*) * = /,*”/(«) 


Ja X lOg * 


pueden eliminarse facilmente observando lo siguiente: Para pasar del primer 
miembro al segundo. 


sustituir 


#(*) por u 
g'(x) dx por </m 


(y cambiar los limites de integracidn); 


las sustituciones pueden hacerse directamente en la funcion original (lo cual 
justifica el nombre de este teorema). Por ejemplo. 


f 5 , T *• • sen x por u 1 f 5 , 

/ sen 3 x cos x dx sustituir , , = / u b du, 

Ja L COS X dx por du J /sen a 

y analogamente 


/- 

Ja C 


sen x 


f 


a COS X L 


dx sustituir 


cos x por 
—sen xdx por 


•i, r*i*. 

du A Jcoaa U 
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Estc metodo se suele abreviar todavia m&s, diciendo sencillamente: 

«Sea u = g(x) 

du = /(jc) dxi> 


Asf pues. 


r ~i 

Ja X lof 


sea u — log x 

du — - dx 
x 


/•log b 1 

= / — du. 

Jlott a U 


En este capftulo nos interesamos por lo general por primitivas, mds bien que 
por integrales definidas, pero si sabemos hallar f f(x)dx para todo a y b, en- 

J <L 

tonces ciertamente sabremos hallar / f(x) dx. Por ejemplo, puesto que 


sen 5 x cos x dx — 


sen* b sen* a 


se sigue que 


J sen 5 x 


cos xdx — 


An&logamente, 

J tg xdx = — log x, 

/^ A = log(logx) ' 

Es totalmente antiecondmico obtener primitivas mediante la fdrmula de sustitu- 
cidn hallando primero integrales definidas. En vez de esto, pueden combinarse 
las dos etapas, dando lugar al siguiente proceso: 

(1) Sea 

u = g(x), 
du = g'(x ) dx; 

(despuds de esta manipulacidn solamente debe aparecer la letra u, 
no la letra *). 

(2) Hdllese una primitiva (como expresion en u). 

(3) Sustituyase u de nuevc por g(x). 
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Asi pues, para hallar 


(1) sea 


J sen 5 x cos x dx, 


a = sen x, 
du = cos x dx, 


de modo que obtenemos 


(2) calculese 


J a 6 du; 
f a* 


(3) no se olvide sustituir otra vez u por sen x, de modo que 

sen* x 


/ 


An&logamente, si 


sen 6 x cos x dx 


a = log x , 

du = - dx. 
x 


entonces 


f 1 M 

/ —-se convierte en / - du — log a, 

J x log x J u 


de modo que 


/ 


X log X 


dx * log (log x). 
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Para calcular 

/ TT7’*• 

sea 

u = 1 x 2 , 

du = 2x dx; 

el factor 2 que acaba de aparecer no causa ningun estorbo: la integral se con- 
vierte en 

1 fl 1 

2 J ^“ = 2 l0g “> 

de modo que 

/ J~ ! dx = i -log(l+x% 

(Este resultado puede combinarse con la integration por partes para dar lugar 
a una formula ya mencionada: 

J 1 • arctg x dx — x arctg x — J ^ ~ 2 dx 

= x arctg x — i log(l + x 2 ).) 

Estas aplicaciones de la formula de sustitucion * corresponden a los tipos mds 
directos y menos interesantes —una vez reconocido el factor /(x), el problema 
puede resultar tan sencillo que hasta sea posible resolverlo mentalmente. Los tres 

* La f6rmula de sustitucidn se considera a menudo como 

J /(a) du = J f(g(x))g'(x) dx, u = g(x). 

Esta formula no puede ser tomada literalmente (despu6s de todo, ff(u ) du debe significar una pri- 
mitiva de f y ff(g(x))g'(x) dx debe signficar una primitiva de (/ o g) g'; ciertamente 6stas no son 
iguales). Sin embargo, puede ser considerado como resumen simbdlico del procedimiento que he- 
mos desarrollado. Si usamos la notacidn de Leibniz, y un poco de cuento, la fdrmula queda 
particularmcnte bonita: 

J /(a) du = J /(a) — dx. 
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problemas siguientes requieren solamente la information suministrada por la 
corta tabla de integrales indcfinidas del comienzo de este capftulo y, por supuesto, 
la sustitucion adecuada (el tercer problema ha sido algo disfrazado mediante un 
truco algebraico). 


J sec 2 x tg 8 x dxy 

J (co$ x)e B * nx dx t 
*. 

i VI - e u 


Si el lector no ha conseguido hallar las sustituciones adecuadas, deberia saber adi- 
vinarlas a partir de las soluciones, que son ( tg 6 x)/6, e Renx y arcsen e 1 . A1 prin- 
cipio estos problemas pueden parecer demasiado diffciles para hacerlos mental- 
mente, pero por lo menos cuando g es de la forma sencilla g(x) = ax + b no se 
debe perder tiempo escribiendo la sustitucion. Las siguientes integraciones deben 
estar todas claras. (El unico detalle engorroso consiste en la debida colocation 
de la constante. ^Cudl ha de ser la solution del segundo problema, e 3 */3 o 3c 3 *? 
Yo trato siempre estos problemas como sigue. Evidentemente / e 3x dx = e 3x • (algo). 
Si ahora derivo F(x) — e 3 ‘, obtengo F'(x) = Ze 3 *, de modo que este «algo» debe 
ser para eliminar el 3.) 


/ 

/ 


dx 


= log(x + 3), 


e 3z dx — 

cos Ax dx — 


3 

sen Ax 


l . . 

/ n -l n a “ cos ( 2x + 
I sen (2x + 1) dx — 

It 


2 

arctg 2x 


4* Ax 2 
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Aplicaciones mas interesantes de la formula de sustitucion se presentan cuando 
el factor x'(x) no aparece. Existen dos tipos principals de sustituciones en que 
esto ocurre. Consideremos primero 


/ 


1 + 


dx. 


1 - ? 

La destacada aparicion de la expresion e* sugiere la sustitucion simplificadora 

u = e x , 
du = e x dx. 

Aunque no aparezca la expresion e* dx, siempre puede ser intercalada: 

f !±^*_ f . 1. s 

J \ - e x J \ - f e x 

Obtenemos por lo tanto 

/p-u 

J 1 — u u 

lo cual puede calcularse mediante el truco algebraico 

f —— ‘-du— [ —--h - du = — 2 log(l — u) + log w, 

J 1 — u u J 1 — u u 

de modo que 

f ~~ dx = —2 log(l — <?*) + log e? = —2 log(l — «*) + x. 

J 1 ^ 

Existe otra manera, preferible, de tratar este problema, la cual no exige mul- 
tiplicar y dividir por e*. Si escribimos 

u = e 1 , x = log u, 

dx = - du , 
u 



Integration en terminos elementales 


515 


entonces 

/ 

La mayor parte de los problemas de sustitucion resultan mucho mas faciles 
si se recurre a estos trueos de expresar x en funcion de u, y dx en funcion de du, 
en vez de hacer lo contrario. No es dif&cil ver por que este truco da siempre 
buen resultado (siempre que la funcion que expresa u en terminos de x sea 
uno-uno para todos los x que se consideren): Si aplicamos la sustitucion 


1 + f 
1 - e* 


dx se convierte inmediatamente en 


fl±i. U 

J 1 — u u 


a la integral 


obtenemos 


u = g(x), x = g x (u) 

dx = (g-'Yiu) du 


/ f(g(x)) dx , 


(1) / f(u)(g-')'(u)du. 

Por otra parte, si aplicamos la sustitucion directa 

u = g{x) 
du — g'(x) dx 

a la misma integral 

j f(g(*)) dx = J ‘ g'( x ) dx , 

obtenemos 

B > / /w 'FFB* 

La^ integrates (1) y (2) son iddnticas, ya que (g -1 )'( M ) = W(£ -1 («))- 
Para dar otro ejemplo concreto, consideremos 
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En este caso llegaremos hasta el extremo sustituyendo toda la expresion e* + 1 
por una letra. Asi pues, elegimos la sustitucion 

u = V> + 1, 
u 2 = e* + t, 

u 2 — 1 = e x , x = lo g(u 2 — 1), 

dx = ——— du. 
u 2 — 1 

La integral se convierte entonces en 

[<S^Dl.^ du = 2 A,., du = ™-2u. 

J u u 2 — 1 J 3 

Asi pues 

[ / -- - dx - - («• + l) s ' 2 - 2(e* + l) 1 ' 2 . 

J Ve* + 1 3 

Otro ejemplo que ilustra el segundo tipo principal de sustitucion que se puede 
presentar es la integral 


j Vl — x 2 dx. 

En este caso, en lugar de sustituir una expresion complicada por otra mas sen- 
cilla, sustituiremos x por sen u, ya que sf \ — sen 2 u = cos u. Esto en realidad sig- 
nifica que estamos utilizando la sustitucion u = arcsen x, pero es la expresion 
de jc en terminos de u la que ayuda a hallar la expresion que ha de ponerse en 
vez de dx. Asi pues. 


sea x = sen«, [m = arcsen x] 
dx = cos u du; 

entonces la integral se convierte en 
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El calculo de esta integral se basa en la ecuacion 

1 + cos 2 u 


cos* u 


2 «/ — 


(vease mas adelante en este capftulo el estudio de las funciones trigonometricas) 
de manera que 


j cos 2 udu = j - 


+ cos 2 u , u . sen 2 u 

- - du = - -] --—> 

2 2 4 


/ 


_ /z -; , arcsen x , sen(2 arcsen x) 

VI — x 2 dx = —r-1--- 


2 

arcsen x 


1 


+ - sen (arcsen x) • cos (arcsen x) 


arcsen x 


+ — x 2 . 

2 


La sustitucion y la integracion por partes son los dos unicos metodos funda- 
mentales que el lector debe aprender; con ayuda de ellos es posible hallar las 
primitivas de un gran numero de funciones. No obstante, segun revelan nuestros 
ejemplos, el exito depende muchas veces de algunos artificios adicionales. A con- 
tinuacion damos los mas importantes. Aplicando estos, el lector debe poder in- 
tegrar todas las funciones de los problemas 1 a 9 (otros artificios interesantes se 
explican en algunos de los problemas restantes). 

1. FUNCIONES TRIGONOMETRIC AS 


Puesto que 


sen 3 x + cos 2 x = 1 


cos 2x = cos 2 x — sen 2 x. 
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obtenemos 


cos 2* = cos 2 x — (1 — cos 2 x) = 2 cos 2 x — 1, 
cos 2x = (1 — sen 2 x) — sen 2 x = 1 — 2 sen 2 *, 


sen“ * = 


cos 2 * = 


1 — cos 2* 


1 -f cos 2* 


Estas formulas pueden utilizarse para integrar 


J sen” * dx y 
J cos” * dx y 


si n es par. Poniendo 


(1 — cos 2*) (1 + cos 2*) 

- o - 


en vez de sen 2 * o cos 2 * se obtiene una suma de terminos que encierran poten- 
cias inferiores de cos. Por ejemplo, 

j sen 4 xdx — J ^ dx = J i dx — J cos 2* dx + - J cos 2 2* dx 


f o ~ , f 1 + cos 4* 

I cos 2 2x dx = I -—- 

Si n es impar, n = 2k + 1, y entonces 

f sen” x dx = f sen *(1 — cos 2 x) k dx; 


la ultima expresion, una vez desarrollada, encierra terminos de la forma sen xcos* *, 
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todos las cuales se pueden integrar tecilmente. La integral de cos" x se trata de 
manera an&loga. Una integral de la forma 

j sen* x cos m x dx 

se trata de la misma manera sin om son impares. Si n y m son ambos pares, se 
utilizan las fdrmulas de sen 2 x y cos 2 x. 

Finalmente, una integral trigonomdtrica importante es 

—-— dx — f sec x dx — log(sec x 4* tg x). 
cos x J 

Aunque existen varias maneras de «deducir» este resultado, mediante los m&odos 
de que ya disponemos (problema 12), el m&s sencillo consiste en comprobar esta 
formula derivando el segundo miembro, y aprenderla de memoria. 

2. FORMULAS DE REDUCCION 


Mediante la integracidn por partes se obtiene (problema 20). 


/ sen* x dx — -sen" 1 x cos x H- f sen* a x dx y 

n n J 

/ I s 2 r 

cos" x dx — - cos" -1 x sen x H-/ cos" * x dx , 

n n J 

f 1 J 1 x 2n - 3 f 1 ^ 

| (**+!)»** ~ 2 n — 2 (*’ + l )" -1 + 2 n - 2 J (*’ + l )"' 1 * 


y muchas fdrmulas andlogas. Las dos primeras, aplicadas reiteradamente, propor- 
cionan otro m&odo para calcular las primitivas de sen* o cos*. La tercera es 
muy importante para integrar una clase muy amplia de funciones, con la cual 
terminaremos este estudio. 


3. FUNCIONES RACIONALES 


Consideremos una funcidn racional plq donde 

p{x) « OnX* + flu-l*"” 1 + * * * + 
q{x) * bmX m + bm-\X m ~ l + * * * + b 0 . 
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No hay inconveniente en suponer que a n = b m = 1. Ademas, podemos suponer 
que n < m, ya que de otro modo se puede expresar p/q como una funcion poli- 
nomica mas una funcion racional que es de esa forma ; mediante division (por 
ejemplo: 


u 


2 


u— 1 


= u + 1 + 



La integration de una funcion racional cualquiera se basa en dos hechos; el 
primero de ellos es consecuencia del «teorema fundamental del algebra» (vease 
capitulo 25, teorema 2 y problema 25-3), pero el segundo no sera demostrado en 
este libro. 


TEOREMA 

Toda funcion polinomica 

q{x) = x m + b m -ix m ~ l + ’ * * + b Q 
puede escribirse como producto 


q{x) = (x — Q!i) r i • . . . * (x — a*) r *(x 2 + /3 ix + 7 i) s > • . . . 

• (x 2 + Pix + 7 0*' 

(donde r x + * ’ * + r k + 2(s x + * * ' + si) = m). 

(en esta expresion, se pueden reunir dos factores identicos, de manera que todos 
los x — oei y jc 2 + ySi-xr + pueden suponerse distintos. Suponemos ademas que 
ninguno de los factores cuadraticos es descomponible. Esto significa que 


& 2 - 47 i < 0 , 


ya que de otro modo se podria descomponer 

—pi + - 47 i 


x 2 + PiX + 7 i = 




)]■[■-( 


-ft - Vft* - 4 Tj 


)] 


en factores lineales). 
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TEOREMA 


Si n < m y 


P(x) = x n + a n -ix n ~ l + • • • + a 0 , 
q{x) — x m 4" b m - \X m ~ l + * * * + A 0 

= (x - ai) r ‘ • . . . • (x — ajfe) r *(* 2 + ft* + . . . * (x 2 + ft* + 7z)*‘, 


entonces p(x)lq(x ) puede escribirse en la forma 


/>(*) 

?(*) 


= T fll ’ 1 

L(* — «i) 


+ 


+ 

+ 


[~ ajfc.i 

L (a: — i 


.(* “ «*) 
fri.i* 4- ci.i 

(• v 2 + ft * + 7 i ) 

+ 


gjfc.r* I 

- ai) r *J 


+ —■ gl ’ ri 1 + 

(* — «i) ri J 

• ‘ + 

+ • 

r_A 

L(* 2 -i 


(* - <**) 
* • + 


b\, Sx X -+■ Cl 


( a: 2 4- ft * -f 71 ) 

i* + Cl, i 


(* 2 4- ft * + 7 {) 


4“ 


^1 + * • * 

7i) ai J 

^z.s,* 4* els, 1 
1- 7t)*'J 


+ 


(x 2 +fox + 


Esta expresion, conocida por «descomposicion en fracciones simples# de 
p(x)fq(x), es tan complicada que es mas sencillo examinar el siguiente ejemplo, 
el cual ilustra esta expresion e indica la manera de hallarla. Segun el teoremaj 
se puede escribir 


2x 7 + 8x 6 + 13x 5 + 20x 4 + 15x 3 -f 16s 2 + lx + 10 
{x 2 + a: + 1) 2 (* 2 + 2x + 2)(x - l) 2 
= a _i_ b _i_ cx + d , g x + /. , gx + h 

x — 1 (jc — 1) 2 x 2 + 2x + 2 (x 2 -H x + 1) (* 2 + x + l) 2 

Para hallar los numeros a, b, c, d, e, f,gyh, escrfbase el segundo miembro como 
polinomio encima del denominador comun (x 2 4- x 4 l) 2 (x 2 + 2x + 3) (x — l) 2 ; 
el numerador se convierte en 

a(x — l)(x 2 4- 2x + 2)(x 2 4* x 4- l) 2 + b(x % 4- 2x 4* 2)(x 2 4* x -f- l) 2 
+• •($* 4* d)(x — l) 2 (x 2 4* x 4-1) 2 4“ (ex + f)(x — l) 2 (x 2 4- 2x 4- 2)(x 2 4** 4“ 1) 

4- (gx 4? h)(x — l) 2 (x 2 4- 2x 4- 2). 
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En realidad, desarrollando esto (!) obtenemos un polinomio de grado 8, cuyos 
coeficientes son combinaciones de a, .... h. Igualando estos coeficientes con los coe- 
ficientes de 2x 7 + 8* 6 + 1 3jc 5 + 20jc 4 + 15jc 3 + 16jc 2 + lx + 10 (el coeficiente de 
x 8 es 0) obtenemos ocho ecuaciones con las ocho incognitas a, .... h. Despues 
de calculos laboriosos estas pueden resolverse, obteniendose 

<3 = 1, b = 2, c = 1, d — 3, 

* = 0, / = 0, g = 0, h = 1. 

Asi pues. 


dx 


f 2x 7 + 5x 6 + 13 a: 5 4- 20at 4 + 21* 3 + 16* 2 + lx + 

J (x 2 + x+ 1) 2 (* 2 + 2x + 2)(x - l) 2 

- / (*- i) dx + J (x- iy dx + f (x* + x + iy dx + J 


x + 3 


x 2 + 2 a: + 2 




(En casos mas sencillos los calculos requeridos pueden ser en realidad mas ase- 
quibles. He obtenido este ejemplo particular partiendo de la descomposicion en 
fracciones simples y convirtiendola en una fraccion.) 

Estamos ya en condiciones de hallar cada una de las integrales que aparecen 
en la expresion anterior; los calculos haran ver todas las dificultades que surgen 
al integrar funciones racionales. 

Las dos primeras integrales son sencillas: 


f —^—r dx = log(* - 1), 

J x — 1 

J (x - l) 2 x — 1 

La tercera integral se basa en «completar el cuadrado®: 


^2 + + 1 = ( X 4- 1)2 + f 

-![(%*)■-} 


(Si hubiesemos obtenido — f en vez de f no hubiesemos podido tomar la raiz 
cuadrada, pero en este caso nuestro factor cuadratico de origen se hubiese podido 
descomponer en factores lineales.) Podemos escribir ahora 
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La sustitucidn 


u = 

du = 


x±i 

Vf ’ 

i 


Vi 


dx, 


cambia la integral en 



v\ 

(a , + l)* 


du , 


la cual se puede calcular mediante la tercera fdrmula de reduccidn dada an- 
teriormente. 

Finalmente, para calcular 


/ 


x + 3 


(x* + 2x + 2) 


dx 


escribimos 


f-i±l ^,1 

J x* + 2x +2 2 




dx. 


La primera integral del segundo miembro ha sido construida expresamente de 
manera que podamos calcularla mediante la sustitucidn 

u - x a + 2x + 3, 
du = (2x + 2) dx. 


La segunda integral del segundo miembro, que es precisamente la diferencia de 
otras dos, es sencillamente 2 arctan (x + 1). Si la integral de origen fuese 
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f _^ + 3 .If 2x +2 f 2 

J (* 2 + 2x + 2) n X 2 J (x* + 2x + 2)» J [(* + l) 2 + 1]» * 

la primera integral del segundo miembro se calcularfa todavia mediante la misma 
sustitucion. La segunda integral se calcularia mediante una formula de reduction. 

Este ejemplo probablemente habra convencido al lector de que la integracion 
de funciones racionales es unicamente una curiosidad teorica, especialmente por- 
que es necesario hallar la descomposicion en factores de q(x ) antes de que se 
pueda siquiera empezar. Esto es verdad solo en parte. Hemos visto ya que en 
ocasiones surgen funciones racionales sencillas como en la integracion 


/ 


1 4- g* 
1 - ** 


dx\ 


otro ejemplo importante es la integral 


/ 



dx 



dx = X - log (at 
X ~t~ 1 2 


1) - ~ log (at + 1). 


Ademas, si un problema ha sido reducido a la integracion de una funcion racional, 
entonces es seguro que existe una primitiva elemental, aun cuando la dificultad 
o la imposibilidad de hallar los factores del denominador pudieran impedir que 
esta primitiva fuese expresada explicitamente. 


PROBLEMAS 


1. Este problema contiene algunas integrales que requieren algo mas que ma- 
nipulacion algebraica, y en consecuencia ponen a prueba la habilidad del 
lector para descubrir trucos algebraicos, mas bien que la comprension de los 
procesos de integracion. No obstante, cualquiera de estos trucos puede cons- 
tituir un importante paso preliminar de un verdadero problema de integra¬ 
cion. Ademas, el lector puede intuir cuales son las integrales faciles, de modo 
que puede ver en que momento se encuentra a la vista el final de un proce- 
so de integracion. El capitulo de soluciones, si el lector recurre a el, solamen- 
te dara a conocer el tipo de calculo que se debia haber utilizado. 
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(ii) 

4 

/■ 

dx 

1 V x -i 

+ V* +1 

(iii) 

4 

1 e 4 * 

+«•*. 

-a*. 

(iv) 

[*dx. 

1 b* 


(v) 

4 

^ tg 2 X </x. 

(Las integrales trigonometricas son siempre muy delica- 
das, porque existen tantas identidades trigonometricas 
que un problema facil puede parecer dificil.) 

(vi) 

4 

f dx 


1 a a + x 2 


(vii) 

f dx 


1 v a »-. 


(viii) 

/■ dx 

1 i i _ 



x f 8** + 6x + 4 

(u ° i * + i 
(x) 


2. Las siguientes integrates requieren simples sustituciones, la mayor parte de 
las cuales deben poder hacerse mentalmente. 


/ 


(i) 

(ii) / 

(iii) 

» /; 
w / 

(vi) 


e* sen </*. 
jw“*' dx. 


/ ■ — - dx. (En el texto esto se hizo por partes.) 
x 

e* dx 


** + 2e* + 1 
V dx. 
x dx 

Vi - x* 
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(vii) 


(viii) f* v 1 — x 2 dx. 

(ix) / log(cos x) tg x dx. 

(x) 

y at log * 

3. Integracidn por partes. 

(i) J x 2 e* dx. 

(ii) J xV* dx. 

(ui) / 

(iv) / 

(v) J (log x) s dx. 

(vi) / 


£°* sen dx. 
x 2 sen x 


log (log x) 


(vii) J sec 3 x dx. (£sta es una integral artificiosa e importante que se pre- 
senta a menudo. Si no se consigue calcularla, consul- 
tense las soluciones.) 

(viii) / cos (log x) dx. 

(ix) J V* log x dx. 

(x) J *(log x) 2 dx. 


4. Las siguientes integraciones pueden hacerse todas mediante sustituciones de 
la forma x = sen u, x = cos u, etc. Para hacer algunas de £stas serd nece- 
sario recordar que 
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f sec x dx — log(sec x + tg x) 

asf como la siguiente formula, que tambien puede comprobarse derivando: 
/ cosec x dx — — log(cosec x + cot x). 


Ademds, las derivadas de todas las funciones trigonom&ricas deben tenerse 
ahora a mano. 


(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(vii) 
(viii) 
(ix) 

M 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


dx 


vrr 


dx 

vTT 

dx 


V** -1 

dx 


—• (Esta integral es ya conocida del lector, pero aplfquese 
x 2 de todos modos la sustitucion x = sen i#, para ver c6mo 
sale.) 

=• (A1 ser tg 2 u + 1 = sec 2 u, habrd que aplicar la sus- 

x 2 titucidn x = tg «.) 


(La solucidn serd cierta funcidn inversa a la que se 


x V* 2 — 1 dio poca importancia en el texto.) 
dx 

xV\ — . 

dx 


VTT 


x* Vl — x 2 <fx. 

a/ 1 — x 2 dx. 
j Vl + x 2 dx. 


(Hard falta recordar los m^todos de integracidn 
de las potencias de sen y cos.) 




Vx 2 - 1 dx. 


5, Las siguientes integraciones suponen sustituciones de distintos tipos. Lo que 
no se puede sustituir es la agudeza de ingenio, pero existe una regia general 
a seguir: sustitiiyase una expresidn que aparezca con frecuencia o de 
modo prominente; si aparecen dos expresiones dificultosas, intdntese expre- 
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sarlas en terminos de alguna expresion nueva. Y no se olvide que, por lo 
general resulta util expresar * directamente en funcion de u, para hallar la 
expresion adecuada que ha de ponerse en vez de dx. 


(i) 


(ii) 

(iii) 

(iv) 


/ 

/ 

/ 

/ 


dx 

i + V7+~T 

dx 


1 + ** 


dx 

V~ x -f V 7 * 


dx 

VT+ ** 


(La sustitucion u = e* lleva a 
todavia otra sustitucion; esto 
sustituciones pueden hacerse a 


una integral que exige 
esta bien, pero las dos 
la vez.) 


(V) / 

(Vi) / 

(vii) / 

(viii) J 
«/ 


dx 

2 + tg x 
dx 

^V~x+\ 


e'f* dx. 


V\ - x 
1 - Vx 


dx. 


•to 


14 


- 1 


+ 1 


x 2 


(Otro caso en que una sustitucion puede hacer el tra- 
bajo de dos.) 


(En este caso lo indicado son dos sustituciones suce- 
sivas; hay dos posibilidades evidentes para la pri- 
mera sustitucidn, y cualquiera de ellas ird bien.) 

dx. 


6. El problema anterior ha suministrado gratuitamente una seleccion al azar 
de funciones racionales para integrar. Damos aquf una seleccion mas siste- 
mdtica. 


(i) 


f 2x 2 + 7x-l J 
J x 9 + X 2 — X — 1 ■ 
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(ii) 

. 

f 2X+X 

1 x a — 3* 2 + 3x — 1 

(iii) 

fx 3 + 7x 2 - 5x+5 

1 (x — l) 2 (x + l) 3 

(iv) 

• 

f 2x 2 + * + 1 , 

1 (* + 3)(* - l) 5 

(v) 

m 

(vi) 

c+v 
! ** +1 

f x> + * + 2 

I x* + 2x 2 +l 

(vii) 

•i 

f 3* 2 + 3* + 1 

1 x 2 + 2x 2 + 2x + 1 dX ' 

(viii) 

C dx 

1 x* + 1 

(ix) 

J 

f ^ i 

1 (*’ + X + 1)* 

(x) 

■id 

[ 3 * *. 

I (x 2 + x+ l) 3 


*7, Misceldnea (sin restricciones). Las siguientes integraciones requicren todos 
los metodos de los problemas anteriores. 


® l-m*- 

« fWw- 

(iii) J log VT+T 2 dx. 

(iv) J x log vT+T* <&. 

« /SiT 


vTT 
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(vi) J a 

(vii) / 1 
(viii) J e' 


dx. 


+ sen a; 


x cos’ 5 x — sen x , 

sen* . - fa 

c 2 v 


tg a 1 dx. 


(x) f — (Para descomponer a 6 + 1, en factores, descompongase 
J x ^ ^ primero y* + 1, aplicando el problema 1-1.) 

Los dos problemas que siguen proporcionan una mayor practica en la inte¬ 
gration (a quien lo necesite y pueda soportar). El problema 8 requiere mani- 
pulaciones algebraicas y geometricas e integration por partes, mientras que el pro¬ 
blema 9 se resuelve mediante sustituciones. (Por supuesto, seran necesarias en mu- 
chos casos mas manipulaciones para resolver las integrates que resulten.) 

8. Hallar las integrates siguientes: 


j log(a 2 + x 2 ) dx. 


1 -f- cos x 


A + 1 


x arctg x dx. 


sen 3 x dx. 


x 2 arctg x dx. 
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(viii) f—y==JL 
J Vx 2 - 


dx 


2x -f- 2 

(ix) J sec 3 * tg * dx. 

(x) J x tg 2 x dx. 

9. Hallar las integrates siguientes: 

® Ixrh 


, 2\2 


(ii) j Vl — sen x dx. 
(iiO / arctg Vi*. 

(iv) j sen 

(v) f ^2 

J x 


r + 1 dx. 


— dx. 


(vi) J log(* + Vx 2 - 1 ) dx. 

(vii) J log(* + Vx) dx. 

(viii) / 


10. Si se ha hecho el problema 17-9, las integrates (ii) y (iii) del problema 4 
serin muy conocidas. En general, la sustitucidn x == cosh u da con frecuen- 
cia resultado para integrates que encierran y'* 2 — 1 , mientras que x = senh u 
es lo indicado para integrates que encierran sjx 2 + 1. Experintentense estas 
sustituciones en las demis integrales del problema 4. (El metodo no es en 

realidad recomendable; es mis ficil atenerse a las sustituciones trigono- 
ntetricas.) 

*11. La sustitucion mis socorrida del mundo es, sin lugar a duda. 
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x = 2 arctg t, 


dx 


2 

1 + t 2 


dt. 


Segun se vio en el problema 15-17, esta sustitucion lleva a las expresiones 


sen x 


21 

1 + t 2 


COS X = 


1 -1 2 
1 +1 2 


Esta sustitucion transforma asf cualquier integral que encierre solamente 
sen y cos, combinadas mediante suma, multiplicacion y division, en la inte¬ 
gral de una funcion racional. Hallar 


(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 


(v) 


/ dx ,,, 

-(Compare la solucion con la del problema l(viii).) 

1 + sen x 
f dx 

/-(En este caso es mejor poner t — tg x ^Por que?) 

J 1 — sen 2 * 

/ j 

---• (Existe tambien otra manera de hacer esto, uti- 

a sen x + b cos x ij zan do el problema 15-8). 

/ sen 2 x dx. (Ejercicio destinado a convencer al lector de que esta sus- 
•' titucion debe utilizarse unicamente como ultimo recurso.) 

/ dx 

-(Un ultimo recurso.) 

3 + 5 sen x 


*12. Deducir la formula de / sec xdx de las dos maneras siguientes: 
(a) Escribiendo 


1 

COS X 


COS X 
COS 2 X 
COS X 

1 — sen 2 x 

1 T cos x 

2 L1 + sen x 


+ 


COS X 


1 — sen*. 


expresion inspirada evidentemente en la descomposicion en fracciones 
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simples. Observese bien que / cos Jt/(1 — sen jc) dx = —log(l — sen jc); 
el signo menos es muy importante. Y recuerdese que i log a = log s]H. 
De ahi en adelante, si'gase calculando, y confiese en el exito. 

(b) Mediante la sustitucion / = tg x/2. Una vez mas, hace falta una larga 
manipulacion para poner la solucion en la forma deseada; la expre¬ 
sion tg xj2 puede atacarse mediante el problema 15-9* o bien las dos 
soluciones pueden expresarse en terminos de t. Existe otra expresion 
para J sec jc dx, la cual es menos engorrosa que log(sec x + tg x); apli- 
cando el problema 15-9 obtenemos 



Esta ultima expresion fue en realidad la primera en descubrirse, y fue 
debida, no al ingenio de un matemdtico, sino a un curioso incidente 
historico: En 1599, Wright calculo tablas nauticas que equivalian a in¬ 
tegrates definidas de sec. Al editarse las primeras tablas de logaritmos 
de tangentes, se observd inmediatamente la correspondencia entre las dos 
tablas (pero quedo sin explicacion hasta la invencion del cdlculo infini¬ 
tesimal). 

13. La derivacion de /e* sen x dx dada en el texto parece demostrar que la unica 
primitiva de f(x) = e* sen x es F(x) = c*(sen x — cos x)/2, mientras que 
F(x) = e*(sen jc — cos x)/2 + C es tambien una primitiva, cualquiera que 
sea C. £De donde proviene C? (i,Cudl es el significado de la ecuacidn 

je x sen x dx = e x sen x — e x cos x — Je x sen x dx?) 

14. Supongase que f" es continua y que 

[fix) + fix)] sen x dx = 2. 

Sabiendo que es J[tt) = 1, calcular f(Q). 

15. (a) Hallar / arcsen x dx, utilizando el mismo artificio que para log y arctg. 
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*(b) Generalizar este artifieio: Hallar // _1 (jc) dx en terminos de ff(x)dx. Com- 
parese con los problemas 12-18 y 14-18. 

16. (a) Hallar / sen 4 x dx de dos maneras diferentes: primero utilizarido la 

formula de reduccion, y despues utilizando la formula de sen 2 jc. 

(b) Combmense las dos soluciones para obtener una identidad trigonometrica 
impresionante. 

17- Expresar / log(log x)dx en terminos de /{log x)~ l dx. (Ninguna de las dos 
es expresable en terminos de funciones elementales.) 

18- Expresar fx 2 e~* 2 dx en terminos de fe~ x 'dx. 

19 * Demostrar que la funcion f(x) = e*l(e 5x + e 1 + 1) tiene una primitiva ele¬ 
mental. (No se intente hallarla.) 

20. Demostrar las formulas de reduccion del texto. Para la tercera escribir 

f dx _ f dx f x 2 dx 

J (1 + x 2 ) n ~ J (1 + x 2 ) n ~ J (1 + x 2 ) n 

y trabajar sobre la ultima integral. (Otra posibilidad consiste en aplicar la 
sustitucion x = tg u.) 

21. Hallar una formula de reduccion para 

(a) dx. 

(b) J* (log x') n dx. 

*22. Demostrar que 

/•coshx ^/~—- _ cosh x senh x _ x 

J i 2 2 

(Vease en el problema 17-6 la importancia de este c&lculo.) 

23. Demostrar que 

fl ft** dx = I* f( a + b ~ x ) dx ' 

(Esto esta claro con una interpretacion geometrica, pero tambien es un buen 
ejercicio en el manejo de los limites de integracion cuando se hace una sus¬ 
titucion.) 
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24. 

25. 


Ayuda: Aplicar un teorema de valor medio. 

(c) Demostrar que 

lim / 7o-T-2 dX = 7r * 

A-0+ 7-1 A 2 + A' 2 

La parte final de este problema puede parecer a primera vista exacta- 
mente analoga a la parte (b), pero en realidad requiere un razonamien- 
to mas atento. 

(d) Sea /integrable en [ -1, 1] y continua en 0. Demostrar que 

Ayuda: Si h es pequeno, sera h/(h 2 + x 2 ) pequeno en la mayor parte de 

[- 1 ; 1 ]. 

Los dos problemas que siguen haeen uso de la formula 

i f'M**, 

z Je o 

deducida en el problema 13-25, para el drea de una region delimitada por la gra- 
fica de / en coordenadas polares. 

26. Para cada una de las funciones que siguen, hallar el drea limitada por la gra- 
fica en coordenadas polares. (Es preciso poner atencion al adecuado recorri- 
do de 6 so pena de obtener resultados absurdos.) 


Demostrar que el drea de un circulo de radio r es nr 1 . (Naturalmente hace 
falta recordar que n esta definido como el drea del circulo unidad.) 

Sea (f> una funcion integrable no negativa, tal que <f>(x) = 0 para \x\ > 1 y tal 

que J <f> = 1. Para h > 0, sea 

<t> h (x) = i <t>{x/h). 

(a) Demostrar que 4>h(x) = 0 para |x| > h y que 

(b) Sea /integrable en [-1, 1] y continua en 0. Demostrar que 

lim I <t> h f = lim f <t>hf — 0). 

h-* 0+ J — 1 A-0+ J~ h 
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(i) f{6) = a sen 9. 

(ii) f(6) = 2 -f- cos 9. 

(iii) f(9) 2 = 2a 2 cos 29. 

(iv) f(9) — a cos 29. 

27. En la figura 1 se ve la grafica de / en coordenadas polares; as! pues, la re- 

1 f 9 1 

gion OAB tiene por area - / f(9) 2 d9. Supongamos ahora que esta grafica 

2 Jet) 

es tambien la grafica ordinaria de una cierta funcion g. Entonces el area de 
OAB es tambien 

area AOx^B + / 0 g — area kOx Q A. 

J x i 

Demostrar analiticamente que estos dos numeros efectivamente coinciden. 
Ayuda: La funcion g se halla determinada por las ecuaciones 

* = f(0) cos 9, g(x) = f{9) sen 9. 



En los cuatro problemas que siguen se utilizan formulas deducidas en los pro- 
blemas 3 y 4 del apendice 1 al capitulo 13, para la longitud de una curva repre- 
sentada parametricamente (como es en particular la grafica de una funcion en 
coordenadas polares). 

28. Sea c una curva representada parametricamente por u y v en [a, b ] y sea h 
una funcion creciente con h(a ) = a y h(5) = b. Entonces las funciones 
u = u° h, v = v ° h en [a, b] proporcionan una representacion parametrica 
de otra curva c; esta claro que c tiene que ser la misma curva c, solo que 
con una distinta pauta de recorrido. 
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(a) Demostrar directamente, partiendo de la definition de longitud, que la 
longitud de c en [ a, b] es igual a la longitud de c en \a, 5]. 

(b) Suponiendo derivables todas las funtiones que haga falta, demostrar 
que las longitudes .son iguales aplicando la formula de la longitud como 
integral con la sustitucion adecuada. 

29. Hallar la longitud de las siguientes curvas, descritas todas ellas como grafi- 
cas de funtiones, salvo la (iii) que esta representada graficamente 

(i) /(*) = 3 (* 2 + 2 y\ 0 < X < 1. 

(ii) f(x) = ar 3 + 1 < * < 2. 

(iii) x = a z cos 3 /, y = a 3 sen 3 t, 0 < t < 2r. 

(iv) f(x) = log(cos x), 0 < x < 7r/6. 

(v) f(x) = log x, \ < x < e. 

(vi) f{x) = arcsen e x , — log 2 < x < 0. 

30. Para las funciones que siguen, hallar la longitud de la grafica en coordena- 
das polares. 

(i) f(6) = a cos 6. 

(ii) /(0) — a{ 1 — cos 6). 

(iii) f(0) = a sen 2 0/2. 

(iv) /(0) =0 0 < 0 < 27r. 

( v ) /(0) = 3 sec 0 0 < 0 < 7 t/3. 

31. En el apendice al capitulo 12 hemos descrito la cicloide, cuya representacion 
parametrica es 

x = u(t ) = a(t — sen /), y = v(t ) = a(l — cos /). 

(a) Hallar la longitud de un arco de cicloide. [Solution: 8a]. 

(b) Recordar que la cicloide es la grafica de v ° u l . Hallar el area encerra- 
da por un arco de cicloide aplicando la sustitucion adecuada en // y 
calculando la integral resultante. [Solution: 37ra 2 ]. 

En ios problemas 32 a 44 se utiliza material del apendice 2 al capitulo 13. 

32. (a) Hallar el volumen del solido que se obtiene al hacer girar alrededor 

del eje horizontal el area delimitada por las graficas de f{x) = x y 

Ax) = x 2 . 

(b) Hallar el volumen del solido obtenido al hacer girar la misma area al¬ 
rededor del eje vertical. 

33. Hallar el volumen de una esfera de radio r. 
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34. A1 hacer girar la elipse formada por todos los puntos (x, y) con 
x /a 2 + y 2 /b 2 = 1 alrededor del eje horizontal se obtiene un «elipsoide de re¬ 
volution (figura 2). Hallar el volumen del solido encerrado. 




35. Hallar el volumen del «toro» (figura 3), que se obtiene al hacer girar el tir- 
culo (x - a) 2 + y 2 = b 2 (a > b) alrededor del eje vertical. 

36. Se abre un agujero cilmdrico de radio a , a traves del centro de una esfera 
de radio 2 a (figura 4). Hallar el volumen del solido restante. 




FIGURA 5 


37. (a) Hallar por el metodo de la cascara, el volumen del solido indicado en 
la figura 5. 

(b) Se puede calcular tambien este volumen por el metodo del disco. Plan- 
tear la integral que habria que calcular en este caso; observese que es 
mas complicada. Esto suscita una cuestion que se examina en el si- 
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guiente problema. 



38. La figura 6 muestra un cilindro de altura b y radio f{b), dividido en tres so- 
lidos, uno de los cuales, V\, es un cilindro de altura a y radio f(a). Si / es 
uno a uno, la comparacion de los metodos del disco y de la cascara para cal- 
cular volumenes nos lleva a admitir que 

Trbf(b) 2 — -iraf(a) 2 — t J f(x) 2 dx — volumen V 2 

ff(b) 

= 2tt yf »(y) dy. 

Jfi “) 

Demostrar esto analiticamente aplicando la formula para ff~ l del problema 
15. 



39. (a) La figura 7 muestra un cuerpo con base circular de radio a. Todo pla- 
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no perpendicular al diametro AB corta al cuerpo segun un cuadrado. 
Expresar el volumen del cuerpo en forma de integral y calcularlo. 

(b) El mismo problema si todo piano corta al cuerpo segun un triangulo 
equilatero. 




FIGURA 8 FIGURA 9 

40. Hallar el volumen de una piramide (figura 8) en funcion de la altura h y del 
area A de la base. 

41. Hallar el volumen del cuerpo que resulta de la interseccion de los dos cilin- 
dros de la figura 9. Ayuda: Hallar la interseccion de este cuerpo con cada pia¬ 
no horizontal. 

42. (a) Demostrar que el area de una esfera de radio r es 47rr 2 . 

(b) De un modo mas general, demostrar que el area de la parte de la es¬ 
fera que se indica en la figura 10 es 2nrh. (Observese que esto depende 
solo de h y no de la posicion de los pianos). 



FIGURA 10 


FIGURA 11 
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43. (a) Hallar el area del elipsoide de revolution del problema 34. 

(b) Hallar el area del toro del problema 35. 

44. Se hace girar la grafica de f{x) = l/x, x > 1 alrededor del eje horizontal (fi- 
gura 11). 

(a) Hallar el volumen de la «trompeta infinita* que asi se delimita. 

(b) Demostrar que el area superficial es infinita. 

(c) Supongamos que la trompeta se llena con un volumen de pintura igual 
al obtenido en (a). A1 parecer, de este modo habriamos revestido una su- 
perficie infinita con una cantidad finita de pintura. ^Como puede ser esto po- 
sible? 

45. Generalizar el problema 14-14 mediante induction e integration |>of partes: 

46. Si f es continua sobre [a, b ], aplfquese integration por partes para demostrar 
el lema de Riemann-Lebesgue para f: 

lim [ b f(t) sen (X/) dt — 0. 
x-»« Ja 

Este resultado no es mis que un caso particular del problema 15-26, pero 
puede utilizarse para demostrar el caso general (de manera muy parecida a 
como en el problema 15-26 se dedujo el lema de Riemann -Lebesgue del 
caso particular en que la funcion f era una funcion escalonada). 

47. En el problema 13-24 se introdujo el Teorema del Valor Medio para Inte- 
grales. El «Segundo Teorema del Valor Medio para Integrales» establece lo 
siguiente: Supongase que / es integrable en [a, b ] y que 0 es o bien no de- 
creciente o bien no creciente en [a, b\. Existe entonces un numero f en [a, b ] 
tal que 

J /(^c)<^>(at) dx = 4>{a) J f(x) dx -f- (f>(b ) J f{x) dx. 

Supondremos en este problema que / es continua y que <)> es derivable con 
derivada continua </>'. 

(a) Demostrar que si el resultado es valido para una <f> no creciente, tam- 
bien lo es entonces para una <f> no decreciente. 

(b) Demostrar que si el resultado es valido para una 4> no creciente que sa- 
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tisface <f>{b) = 0, entonces tambien es valido para todas las <f> no crecien- 
tes. 

Podemos suponer asi que es </> no creciente y 4>{b) = 0. En este caso tenemos 
que demostrar que 

J a f(x)4>(x) = 0(a) J ( f(x) dx. 

(c) Demostrar esto mediante integracion por partes. 

(d) Demostrar que es necesaria la hipotesis de ser 0 o bien no decreciente 
o bien no creciente. 

A partir de este caso particular del Segundo Teorema del Valor Medio para 
Integrales se podria deducir el caso general mediante algunos razonamientos de 
aproximacion, lo mismo que en el caso del Lema de Riemann-Lebesgue. Pero exis- 
te una manera mas instructiva de hacerlo que queda bosquejada en el siguiente 
problema. 

48. Dados ai, ..., a n y b x , ..., b n , sea Sk = a\ + ... ak. Demostrar que 

(*) aibi + • • • -f a n b n = s x (b x — b 2 ) -f s 2 (b 2 — b 3 ) 

+ • • • H~ r„_i(£ n _i — b n ) + s n b n . 


Esta formula, Uamativamente sencilla, recibe a veces el nombre de «formula de Abel para la 
sumacion por partes». Se la puede considerar como un analogo para las sumas de la formula 
de integracion por partes 


r i> . b 

J a f’(x)g(x) dx = f{b)g(b) - f(a)g(a) - f f(x)g'(x) dx, 

particularmente si utilizamos las sumas de Riemann (capitulo 13, apendice 1). Efectivamente, 
para una particion P — {to, ..., t n \ de [a, b], el primer miembro es aproximadamente 

(i) E,f(tk)g(tk-i)(tk - tk-i), 

k -1 

mientras que el segundo miembro es aproximadamente 

f(b)g(b) ~ f{a)g{a) - Z f{tk)g'{t k ){tk - t k - 1 ) 

lo cual aproximadamente es 

f(b)g(b) - f{a)g{a) - £ f {tk ) *(**) ~ g(lt-i) (tk _ ) 

t_1 tk ~ tk -1 1 
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= f{b)g(b) — f(a)g(a) + 


n 


£/(4) [ 5 ( 4 - 1 ) - 5 ( 4 )] 

fe-1 


-/(%(« ~f{a)g(a) + £[/«*) -/(«)] • [*(!*_,) - 5 ( 4 )] 

k~l 


+ /(«) 


£ 


k~l 


g(tk -0 


- 5(4-)- 


Puesto que la suma que aparece en el ultimo termino es g(a) - g(b), todo esto^se convierte en 


( 2 ) 

Si ponemos 
entonces 


l m -f(«)]g(b) + £1/(4) - /(a)] * fc(4-,) - 5(4)1- 
*= 1 

• a * = /'(4)(4 ~ 4-0, At = 5(4-0 


(1) es £ atA*, 

t-i 

lo cual es el primer miembro de (*), mientras que 

* k 

4 = £/'(!,■)(<,• - ri_0 es aproximadamente £/((,) —/(<,_0 = /(4) — /(a), 

*“i ,=i 

asi que 


(2) es aproximadamente 4A„ + £ J*(A* — A*_0, 

*-i 

lo cual es el segundo miembro de (*). 

Con este estudio no hemos pretendido sugerir que la formula de Abel pueda en realidad de- 
ducirse de la formula de integracion por partes o viceversa. Pero, segun veremos, la formula de 
Abel puede utilizarse muchas veces como sustituto de la integracion por partes en situaciones 
en que las funciones que intervienen no son derivables. 


(b) Supongase que {b r } es no creciente, con b„ > 0 para todo n, y que 


rn < di -f * • • + o n < M 
para todo n. Demostrar el lema de Abel: 

b\tn ^ <2 ib i -f- • • • -f- a n b n < b\At. 

(Y ademas, 

l} km 5L <*kbk • -h a n b n < bk-M, 

formula que tiene la apariencia de ser mas general, pero en realidad 
no lo es.) 

(c) Sea / integrable en [a, b ] y sea <f> no creciente en \a, b] con <£(b) = 0. 
Sea P = {lo, In} utia partition de [a, b] y x, un punio de [*,+i, I/]. De¬ 
mostrar que la suma 
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^jf(Xi)4>(Xi)(ti — U- 1 ) 


esta entre la mas pequena y la mayor de las sumas 

<t>(a ) Xj fi x i){U ~~ U-\)- 

t=i 

Concluir que 

J f(x)4>(x) dx 

se encuentra entre el mlnimo y el maximo de 

<t>(a) j a fit) dt , 

y que por lo tanto es igual a <j>(a) J * /(/) dt para un cierto £ de [u, ft]. 

49. (a) Demostrar que las dos integrales impropias siguientes son las dos con- 

vergentes 

(i) J sen^x -f* dx. 

(ii) /: sen 2 ^x -f- dx. 

(b) Decir cual de las integrales impropias que siguen es convergente. 

(i) J"senQ dx - 

(ii) sen 2 ^ dx. 

50. (a) Calcular la integral (impropia) / log * dx. 

fr 

(b) Demostrar que la integral impropia / log(sen x) dx es convergente. 

Jo 

(c) Utilizar la sustitucion x = 2u para demostrar que 

J log(sen*) dx = 2 j log(senx) dx + 2 j log(cos x) dx + 7r log 2. 

fr!2 

(d) Calcular 1 log (cos x) dx. 
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(e) Utilizando la relation cos x = sen(7r/2 - x), calcular J o log(sen x) dx. 

51. Demostrar la siguiente version de la integration por partes para integrates 
impropias: 


f a u'(x)v(x) dx = u{x)v{x) * — J* u(x)v'(x) dx. 

El primer sfmbolo del segundo miembro significa, por supuesto. 


lim u{x)v{x) — u{a)v{a). 

x—* «o 


*52. Una de las funciones mis importantes del anilisis es la funcion gamma, 

F(x) = f Q ~ e~H x ~ l dt. 

(a) Demostrar que la integral impropia I\x) esta definida si x > 0. 

(b) Aplicar la integration por partes (mas precisamente, la version del pro- 
blema anterior para la integral impropia) para demostrar que 

r(x + 1) - xr(x). 

(c) Demostrar que F(l)= 1, y deducir que P (n)~(n — 1)! para cualquier 
numero natural n. 

\ 

La funcidn gamma ofrece asi un ejemplo sencillo de funcion continua 
que «interpola» los valores de n\ para numeros naturales x. Existen, 
por supuesto, infinidad de funciones continuas f con f{n) = (n —1)! ; 
existen incluso infinidad de funciones continuas f con • f(x + 1) = x/(x) 
para todo x>0. Sin-embargo, la funcion gamma tiene la importante 
propiedad adicional de que log ° T es convexa, condicion que expresa 
la suavidad extrema de esta funcion. Un hermoso teorema debido a 
Harald Bohr y Johannes Mollerup afirma que r es la unica funcion f con 
logo / convexa, /(1) = 1 y /(x + 1) = x/(x). Vease una referencia en la 
bibliograffa. 

*53. (a) Utilizar la fdrmula de reduccidn para / sen* x dx para demostrar que 

/v/a n — J /V/2 

I sen" x dx = - / sen" 2 x dx. 

Jo ‘ n Jo 
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(b Demostrar ahora que 


[*/2 

/ sen 
Jo 

f 


., , 2 4 6 

2n+1 x dx = - 

3 5 7 


in J 7T 1 3 5 
sen 2 " x dx = — • — • — • — 
2 2 4 6 


y deducir que 


2n 

* 2n + l’ 

2n — 1 
2n 


t_ 224466 2n 2n x & 

2 133557 2n — 1 2n + 1 J* /2 sen 2n+1 x 

(c) Demostrar que el cociente de las dos integrales de esta expresidn estsi 
comprendido entre 1 y 1 + 1/2 n, partiendo de las desigualdades 

0 < sen 2n+1 x < sen 2w x < sen 2 "” 1 x paraO < x < tt/2. 

Este resultado, que demuestra que los productos 

224 466 . 2n 2n 

1 3 3 5 5 7.2n — 1 * 2n + 1 

pueden aproximarse tanto como se quiera a 7r/2, se suele escribir a me- 
nudo como producto infinito, conocido por producto de Wallis: 

x 2 2 4 4 6 6. 

2 13 3 5 5 7* 


(d) Demostrar tambien que los productos 

1 2 • 4 • 6 • . . . - 2n 

Vn 1'3 • 5 • . . . • (2» - 1) 


pueden aproximarse tanto como se quiera a sT*. (Este hecho se aplica 
en el proximo problema y en el problema 26-19). 


**54. Es un hecho sorprendente que las integrales impropias j^ j{x)dx pueden 
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a menudo calcularse en casos en que no es posible calcular las integrales 
ordinarias f{x)dx. No existe ninguna fdrmula elemental para j e~*' dx, 

pero podemos hallar el valor preciso de j e~ M ' dx. Existen muchas maneras 
de calcular esta integral, pero la mayor parte de ellas exigen algunas tecnicas 
avanzadas; el siguiente metodo supone bastante trabajo, pero no hace uso 
de hechos que el lector no conozca ya. 

(a) Demostrar que 


l 

i; 


1 2 4 

(1 - x 2 ) n dx = - • - • • 
3 5 

1 J t 1 3 

- dx — — • — • — 

(1 + xT 2 2 4 


2n 

2n + 1* 

2n — 3 
’ 2n - 2 


(Esto puede hacerse mediante formulas de reduccion, o mediante susti- 
tuciones adecuadas, combinadas con el problema anterior.) 

(b) Demostrar, utilizando la derivada, que 

1 — x 2 < e~ x> para 0 < x < 1. 

_ i ^ ^ 

e x < - paraO < x. 

~ 1 + * 2 

(c) Integrar las potencias n-esimas de estas desigualdades entre 0 y 1 y en- 
tre 0 e oo, respectivamente. Utilizar despues la sustitucion y — spnx para 
demostrar que 



3 2n — 3 

“ 2 2 4 2n - 2 

(d) Utilizar ahora el problema 53(d) para demostrar que 
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**55. (a) Aplicar la integracion por partes para demostrar que 


f b sen* _ 

I - dx — 

Ja X 


cos a 


cos b 


+ 


/. 


6 COS X 


dx , 


y deducir que j (sen x)lx dx existe. (Utilizar el primer miembro para 
investigar el limite cuando a —> 0 + y el segundo miembro para el limite 
cuando 6->oo.) 


(b) Utilizar el problema 15-33 para demostrar que 



sen (n -f- $)t 



dt 


7T 


para todo numero natural n. 

(c) Demostrar que 


lim 
x—»« 


r * iv 

'2 1 

/ sen(X + \)t 

Jo 

t t 

sen - 


L 2 J 


dt = 0. 


Indication: El termino entre corchetes esta acotado segun el proble¬ 
ma 15-2 (vi); se aplica entonces el lema de Riemann-Lebesgue. 

(d) Utilizar la sustitucion u = (A + \)t y la parte (b) para demostrar que 

/"“ sen* _ t 

Jo ~ X ” 2 


56. Conocido el valor de (sen x)/xdx por el problema 55, calcular 


f 00 / senxV 


dx 
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mediante integration por partes. (La formula de sen 2x desempenara un pa- 
pel importante, al igual que en el problema 50.) 

*57. (a) Utilizar la sustitucion u = t x para demostrar que 

T(x) = - f" e-*'“dx. 

X Jo 

(b) Hallar T(i). 

f(x) 

*58. (a) Supongase que J ~~ es integrable en todo intervalo [a, b] para 
0 < a < b, y que lim f(x) = A y lim f(x) = B. Demostrar que para 

£-*•0 :r-*co 

todos los a, (3>0 tenemos 


/. 


fM-JPj) dx = (A - B) l og t. 

o x a 


Ayuda: Estimar 


N f(ax) - f((3x) 


dx mediante dos sustituciones dis- 


tintas. 


(b) Supongase ahora que 


7M 


dx converge para todo a > 0 y que 


lim f{x) = A. Demostrar que 

j ->0 


r°fO*z) — f(M dx = A j 
Jo x 


(c) Calcular las integrales siguientes 

e -ax _ e -“~ 


dx. 


0) f 

Jo X 

(ii) r cos(q^) - cos(fo) dx 

Jo X 


Dijimos en el capitulo 13, mas bien alegremente, que las integrales se pueden 
calcular con toda la aproximacion que se quiera obteniendo sumas inferiores y su- 
periores. Pero a un matematico aplicado, mas interesado en llevar a efecto los cal- 
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culos que en hacer elucubraciones sobre los mismos, es posible que no le haga de- 
masiado feliz la perspectiva de tener que calcular sumas inferiores con tres deci- 
males exactos, pongamos por caso (grado de aproximacion que facilmente puede 
resultar necesario en ciertas circunstancias). Los tres problemas que siguen hacen 
ver de que manera es posible hacer mas eficientes los calculos empleando meto- 
dos mas refinados. 

Para empezar hay que decir que incluso puede no resultar practico proceder 
al calculo de sumas superiores e inferiores, ya que puede no ser posible calcular 
las cantidades m, y Mi para cada intervalo [fc-i, ti\. Mucho mas razonable es to- 

n 

mar puntos Xi en [>-1, t,] y considerar IP, f(x,) • (t, — Esto representa la 

i=i 

suma de las areas de ciertos rectangulos que recubren parcialmente la grafica de 
/ (vease la flgura 1 del apendice 1 al capitulo 13). Pero obtendremos mucho me- 
jor resultado si tomamos en su lugar los trapecios indicados en la figura 12. 



Supongase en particular que dividimos [a, b] en n intervalos iguales por me¬ 
dio de los puntos 

. (b — a\ 

t{ — d ”t l l “—) — Cl la . 

Entonces el trapecio de base [/,-1, /,] tiene el area 

M iz O+f M ■ (u - 


y la suma de todas estas areas es sencillamente 
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_ ^ r m + /(a) /(h) + /(t 1 ) 

[_ 2 2 

= 2 f ^ S/(a + 


/(A) + /(/„_!)] 
2 _ 





Este metodo de aproximar una integral recibe el nombre de regia del trapecio. Ob- 
servese que para obtener Xi n a partir de X n no es necesario volver a calcular los 

f(ti) antiguos; su contribution a Xin es precisamente -y Lo mejor en la prac- 


tica es ir calculando Xi, X 4 , Xs, ... para obtener aproximaciones de 


problema que sigue vamos a estimar 




/. En el 


59. (a) Supongase que f" es continua. Sea Pi la funcion lineal que coincide 
con / en tj-i y en ft. Demostrar aplicando el problema 11-43, que si rii 
y Ni son el minimo y el maximo de /" en [/,- 1 , t,] e 


I — I (x — — t/) dx, 

J u-i 


entonces 


nJ_ > 
2 - 


II, <' - « 2 ¥ 

(b) Calcular I para obtener 

W ~ II, {f ~ 5 TT' 

(c) Concluir que existe un cierto c de [a, 6] con 

(* " a)3 f "(c). 




12« 2 


Observar que el «error» (b - off ”/l2n 2 varia con l/n z (mientras que 
el error que se obtiene con las sumas ordinarias varia con l/n). 

Es posible obtener resultados todavia mas exactos aproximando / mediante fun- 
ciones cuadraticas en lugar de funciones lineales. Vamos a considerar primero lo 
que ocurre cuando se divide el intervalo [a, b] en dos intervalos iguales (figura 13). 
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/ 



FIGURA 13 


60 . (a) 


(b) 


Supongase primero que es a = 0 y b = 2. Sea P la funcion polinomica 
de segundo grado que coincide con / en 0, 1 y 2 (problema 3-6). De- 
mostrar que 



3 [/(0) + 4/(1) +/(2)]. 


Deducir que en el caso general 

f m P = h ~ [/(«) + 4/(“-^) +/W 


(C) 


Naturalmente 




cuando / es un polinomio cuadratico. 


Pero, sorprendentemente, esta misma relacion es valida cuando / es un 
polinomio cubico. Demostrar esto utilizando el problema 11-43; tener 
en cuenta que /'" es constante. 


El problema anterior hace ver que no hacen falta nuevos calculos para obte- 
ner J b Q cuando Q es un polinomio cubico que coincide con / en a, b y - ^ : 


se sigue teniendo 
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Pero queda un margen mucho mayor para la election de Q, de lo cual podemos 
sacar provecho: 

61. (a) Demostrar que existe un polinomio cubico Q que satisface 

qm = /(a), <m = m, q{~) = /( a 4 i ) 

Q'(- f ~) = /('4^). 

/ a 4- b\ 

Ayuda: Esta claro que es Q(x) = P(x) + A(x - a)(x - b) ( * — —~— j 
para cierto A. 


(b) Demostrar que para todo x tenemos 

/(.v) - QO) = (.v - - a + b \ (x - 


b) 


/ (4) (£) 

4! 


para un cierto £ de [a, b]. Ayuda: Imitar la demostracion del proble- 
ma 11-43. 

(c) Deducir que si es / (4) continua, entonces 

/> - [m + 4 <^) +H - 

para cierto c de [a, b], 

(d) Partir ahora [a, b ] en In intervalos por medio de los puntos 

, b — a 


ti = a -jl- ih, 


2 n 


Demostrar la regia de Simpson: 


["/ = -- -(/(a) +4 S/(l lw ) +2S/(l fi ) +/(*)) 

J a n \ i=l / 


— it a ) 5 f^Hc) 

2880n 4 J K ' 


para un cierto c de [a, b ]. 



PARTE 



SUCESIONES 

INFINITAS 

Y 

SERIES 

INFINITAS 




Una tic las series mas notables del 
andlisis alpebraico es la sipuiente: 


« . m , m (m - 1 ) 

, + — —— x - 


4 ~ 


mfm — t)(m 


2 ) 


x* + 




m m 


1 - 2-3 

1) - - - [m - (n - 1)1 


1 • 2 


x» 


n 

4 - 


Ctunulo m ('.v an micro pqsitiyq, 
la snma tie Iti scric. 

que entonccs es finita. puede expresarse, 
septin sc sahe, par (I + \V". 

Cuando m no es entero , 
hi serie va had a el infinito. y 
com erpera o diver pern s'Vpnn t/ue 
las caniidades 

m y x tenpan unox valorcs a oiros. 

Ln este caso , sc escribe la inisina ipualdad 


m 


(1 4 x) m — 1 4~ ~j - x 


m (m — 1) A 

4---x 2 + 

1.2 


etc. 


... Sc supone que 
la ipualdad numerica sc cumphra 
siempre que la scric sea convcrpcutc. 
pen> esto todaeia no ha sidd deniostrado. 


NIELS HKNKIk ABEL 






CAP1TULO 


19 

aproximaciOn mediante 

FUNCIONES POLIN6mICAS 


En cierto sentido, las «Funciones elementales» no son nada elementales. Si p es 
una funcion polindmica, 

p(x) = a 0 + a x x + * ' * + a n x n , 

entonces p{x ) puede calcularse facilmente cualquiera que sea el numero x. Esto 
no se cumple en absdluto para funciones como sen, log o exp. Por ahora, para 

hallar log x = J 1 ftdt de modo aproximado, debemos calcular algunas sumas 

superiores o inferiores, y asegurarnos de que el error cometido al aceptar una tal 
suma como log jc no es excesivamente grande. El calculo de g* = log _1 (jr) seria 
todavia mas dificii: tendriamos que calcular log a |>ara muchos valores de a hasta 
encontrar un numero a tal que log a fuera aproximadamente x: entonces a seria 
aproximadamente e*. 

En este capi'tulo obtendremos importantes resultados teoricos que reduciran 
el calculo de /(*), para muchas funciones f, al calculo de funciones polinomicas. 
El metodo consiste en hallar funciones polindmicas que se aproximen estrecha- 
mente a f. Para encontrar un polinomio apropiado, conviene antes examinar las 
mismas funciones polinomicas con mas detenimiento. 

Supongamos que 

p(x) = ao + a\X + ’ * * 4* a n x n - 
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Sucesiones infinitas y series irifinitas 


Es interesante, y para nuestros fines muy importante, observar que los coeficien- 
tes di pueden expresarse en terminos del valor de p y de sus distintas derivadas 
en 0. Para empezar observemos que 

p{ 0) = a 0 . 

A1 derivar la expresion original de p(x) se obtiene 

p'(x) = a x + 2a& + * • • + na n x n ~ l . 


Por lo tanto. 


p'( 0) = /> (1) (0) = 

A1 derivar de nuevo obtenemos 

p"(x) — 2 02 + 3 * 2 • a 3 x + * * * + n(n — 1) • a n x n ~ 2 . 
Por lo tanto. 


p"(0) = p™(0) = 2 


En general, tendremos 

pM(P)=k\a k o a, 

k\ 

Si convenimos en definir 0! = 1, y recordamos la notation p (0) = p, entonces esta 
formula se cumple tambien para k = 0. 

Si hubiesemos empezado con una funcion p escrita como un «polinomio en 
(* — a)», 

p{x) = a 0 + ai(x — a) + • • • + a n {x — a)*, 


sntonces un razonamiento parecido demostraria que 



Aproximacion mediante funciones polinomicas 559 

Supongamos ahora que / es una funcion (no necesariamente un polinomio) 
tal que 


/“to,.. .. ,/•>(«) 

existen todas. Sea 

(a) 

a k = J —0 < k < n, 

y definamos 


-P»,a(*) » flO + tfl(* — «)+••• + 0 n (* “ «)*. 

El polinomio P na recibe el nombre de polinomio de Taylor de grado n para / en a. 
(En rigor, deberiamos usar una expresion todavfa mas complicada, tal como P n , a j, 
para indicar la dependencia de /; habrd ocasiones en que serd conveniente utilizar 
esta notacion mds precisa.) Se ha definido el polinomio de Taylor de modo que 

Pn/ k) (a) - f k) (a) paraO < k < n; 

de hecho, es evidentemente el unico polinomio de grado < n con esta propiedad. 

Aunque los coeficientes de P n ,aj parecen depender de f de manera bastante 
complicada, las funciones elementales mds importantes tienen polinomios de Taylor 
muy sencillos. Consideremos en primer lugar la funcidn sen. Tenemos 

sen(O) = 0, 
sen'(0) = cos 0 = 1, 
sen"(0) = — sen 0 = 0, 
scn"'(0) = — cos 0 = —1, 
sen (4) (0) = sen 0 = 0. 


De aquf en adelante, las derivadas se repiten con un ciclo de 4. Los numeros 
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Sucesiones infinitas y series infinitas 


n 11 1 A 1 

0 , 1 , 0 ,-> 0 , — f 0 ,-> 0 , —> .... 

* * * 3! 5! 7! 9! 

Por lo tanto, el polinomio de Taylor P 2n+1>0 de grado In + 1 para sen en 0 es 


<u3 y5 y7 

ftn + .,»W = A:- — + — - — + - -- + (-1)“ 


,2«+l 


(2n + 1)! 


(Por supuesto, P an+lf0 = P 2n + 2 .<>•) 

El polinomio de Taylor P 2W>0 de grado In para cos en 0 es (los c£lculos se 
dejan para el lector) 


m 2 y4 y6 

P 2 » oto = 1 -- + ---+••• + (-1)’ 
’ 2! 4! 6! 


,2 » 


(2n) 


El polinomio de Taylor para exp es particularmente fdcil de calcular. Puesto 
que exp (k) (0) = exp(0) = 1 para todo k, el polinomio de Taylor de grado n en 0 es 

y m2 y 3 y4 yW 

Pn o(*) = 1 + —+ — +— + — +••• + —• 

1! 2! 3! 4! n! 

El polinomio de Taylor para log debe calcularse en algun punto 0, ya 
que log no estd ni siquiera definido en 0. Se suele elegir a — 1. Entonces 

log'(x) = log'(l) = 1; 

x 

iog"M = --• log"(l) = — l; 


en general 

\og (k) (x) = 


log"'(x) = -> 

X 3 


(-!)*->(*- 1)! 


log'"(l) = 2; 


. log«>(l) -(-!)*-*(*- !)!• 


Por lo tanto, el polinomio de Taylor de grado n para log en 1 es 
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Pn ..(*) = (*- 1 )- ^ ^ + • 


+ 


(-l)*" 1 ^ - I)" 


Muchas veces es mas conveniente considerar la funcion f(x ) = log (1 + x). En 
este caso podemos elegir a = 0. Tenemos 


f k) (x) = log (fc) (l + *), 


de modo que 


/“>(<>) = l0g<»(l) = i-iy-'ik - 1)! 


Por lo tanto el polinomio de Taylor de grado n para / en 0 es 


PnA x ) 



(-\) n ~ l x n 

n 


Existe otra funcion elemental cuyo polinomio de Taylor es importante: arctan. 
Los calculos de las derivadas empiezan 


arctg'(x) 


1 

1 + x 2 ' 


arctg"(x) 

arctg'"(*) 


— 2x 

(i + x 2 y 

(1 + x 2 Y '• (-2) + 2x • 2(1 + X 2 ) • 2x 

(1 + * 2 ) 4 


arctg'(O) = 1; 
arctg"(0) = 0; 
arclg'"^) = -2. 


Es evidente que este calculo a base de emplear la fuerza bruta no puede dar 
buen resultado. Sin embargo, los polinomios de Taylor de arctan seran f£ciles 
de hallar una vez que hayamos examinado mas detenidamente las propiedades 
de los polinomios de Taylor —aunque el polinomio de Taylor P nA ,f se definio 
simplemente como el que tiene las primeras n derivadas en a coincidentes con 
las de /, la conexidn entre / y P n ,«,i resultar<i ser en realidad mucho mas profunda. 

Se pone de manifiesto la mayor conexion entre / y los polinomios de Taylor 
para / al observar el polinomio de Taylor de grado 1, que es 

ft,.W =/(«) +f'(a)(x -a). 


Observese que 
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Sucesiones infinitas y series infinitas 


/(*) - Pl.a(x) _ /(*) - /(«) £U N 

-/ {a). 


x — a x — a 

Ahora bien, segun la definition de f\a) tenemos 


Um M f ■•«(*) = o. 


x — a 



En otras palabras, cuando x tiende hacia a , la diferencia f(x) — P lc (jr) no solo 
se hace pequena, sino que en realidad se hace pequena incluso en comparacion 
con x — a. La figura 1 muestra la grdfica de fix) = e* y de 

Pi.oW =/(0) 4 -f'(0)x = 1 +*, 

que es el polinomio de Taylor de grado 1 para / en 0. El diagrama muestra tam- 
bien la grafica de 

f"(0) x 2 

pm = m +/'(o) + ; -^^ = i+x + 7 

que es el polinomio de Taylor de grado 2 para / en 0. Cuando jc tiende hacia 0, 
la diferencia fix) — P 2 ,oi x ) parece hacerse pequena incluso mds de prisa que la 
diferencia fix) — P 1>0 (jc). Esta afirmacion, tal como ha sido expresada, no es muy 
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precisa, pero ahora estamos en condiciones de darle un significado definido. Aca- 
bamos de observar que, en general. 


lim 

x—*a 


/(*) - Pl,a(x) 
x — a 


= 0. 


Para f(x) = e* y a = 0 esto significa que 


lim 

«-»() 


f(x) - Pj,o(x) 

X 



X —►O X 



Por otra parte, aplicando sencillamente dos veces la regia de l’Hopital se obtiene 


e* — 1 — x 

lim-- - - - = 1^0. 

sc—>0 X 2 

Asi pues, aunque f(x) — P 1 i 0 (jc) se hace pequeno en comparacion con x, cuando 
x tiende a 0 no se hace pequeno en comparacidn con x 2 . Para P 2 , 0 ( x ) situacion 
es muy distinta; el termino adicional x 2 /2 ofrece precisamente la adecuada com- 
pensacidn: 


e x — 1 — x 
lim--— 

r—*0 X 2 


X 


2 


2 .. e x - 1 - X 

— = lim- 

*-*o 2x 



x—*o 2 


= 0. 


Este resultado se cumple en general — si existen f(a) y f"(a) ; entonces 

lim /W - Pj.W _ 0; 

»-»« (x — a) 2 


de hecho, la afirmacidn andloga para P nA se cumple tambi^n. 


TEOREMA 1 

Supongamos que f es una funcion para la cual 

/'w,.. . ,/*>(<») 
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Sucesiones infinitas y series infinitas 


existen todas. Sea 


y definamos 


Entonces 


ak = -> 0 < k < n, 

k\ ~ 


Pn,a( x ) — <*o + flip — a) -f • • • + a n {x — a) n . 


Um f( x ) - />„,<■( *) _ 0 

(x — a) n 


DEMOSTRACI6N 


A1 escribir P nja {x) explfcitamente, obtenemos 


/P) - Pn,a(x) 
P “ a) n 


n — l 

/w -1 


/“(«) 


(x - a)' 


/<”>(«) 


(* - a)’ 


Serd conveniente introducir las nuevas funciones 


/“(a) 


(* - ay y g(x ) = (at — a)”; 


debemos demostrar ahora que 


f(x) - Q(x) /<">(a) 


Obsdrvese que 


Q (k) (a) = f ik) (a), k < n — 1, 
g (k) p) = n!p — a) n ~ k /(n — k )! 
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Asi pues. 


lim 

x~*a 

lim 

x-*a 


[fix) ~ Q(*)] = f{a) - Q(a) = 0, 

U'(*) - Q'W] = f'(a) - Q'(a) = 


0, 


lim [f (n ~ 2) (x) - Q (n-2) (*)] = / (n ~ 2) (a) - Q (n-2) (a) = 0, 


y 


lim^(jf) = lim g'(x) = * * • = lim g (n 2) (x) = 0. 

x — x — x—*a 


Podemos aplicar, por lo tanto, la regia de l’Hopital n — 1 veces para obtener 

’(*) - Q ( “ -1) (*) 


lirr/? ~ QW . Um- ( * _1> 
*-»o (jc — a) n x —*o 


n!(x — a) 


Puesto que 0 es un polinomio de grado n — 1, su derivada de orden n — 1 es 
una constante; en efecto, Q^^'Xx) = f n ~ l Xa). Asf pues. 


lim /W - QW = Um / < ’- 1) W -f 

x-* a (x — a) n z-*a n\(x — a) 
y este ultimo limite es f n) (a)/n ! segun la definicidn de / (n) (a). | 

Una scncilla consecuencia del teorema 1 nos permite perfeccionar k prueba 
de los mdximos y mmirnos locales desarrollada en el capftulo 11. Si a es un punto 
singular de /, entonces, segun el teorema 11-5, la funcidn / tiene un minimo local 
en a si f"(a ) > 0, y un mdximo local en a si f"(a ) < 0. Si f\a) = 0 no fue posible 
obtener ninguna conclusidn, pero se puede pensar que el signo de f"(a) podria 
dar mayor informacion; y si f "(d) = 0, entonces el signo de f 4 \a) podria ser 
significativo. Con mds generalidad aun, podemos preguntamos que ocurre cuando 

(*) f(a) -/"(-») = • • • =/<"-‘>(a) = 0 , 

/"’(a) * 0. 

La situacidn en este caso puede adivinarse examinando las funciones 
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fix) = (x - a) n , 
g(x) = ~(x - a) n , 

que satisfacen (*). Observese (fig. 2) que si n es impar, entonces a no es ni maximo 
local ni minimo local para fog. Por otra parte, si n es par, entonces /, con una 
derivada n-esima positiva, tiene un mmimo local en a, mientras que g, con una de- 
rivada n-esima negativa, tiene un maximo local en a. Entre todas las funciones 
que satisfacen (*), estas son las mas sencillas disponibles; no obstante, indican 
exactamente la situacion general. De hecho, el meollo de toda la demostracion 
que sigue consiste en que cualquier funcion que satisface (*) se parece mucho 
a una de estas funciones, en un sentido precisado por el teorema 1. 




(a) n impar (b) « par 

FIGURA 2 

TEOREMA 2 
Supongase que 

f'{a) = • • • = 0, 

/ (n) («) ^ 0. 

(1) Si n es par y f n \a) > 0, entonces / tiene un minimo local en a. 

(2) Si n es par y f n) (a) < 0, entonces / tiene un maximo local en a. 

(3) Si n es impar, entonces / no tiene ni maximo ni mmimo local en a. 

DEMOSTRACION 


Evidentemente no se restringe la generalidad al suponer f(a) — 0, ya que ni la 
hipotesis ni la conclusion son afectadas al sustitur / por / — f(a). Entonces, puesto 



Aproximacion mediante funciones polinomicas 


567 


que las primeras n — 1 derivadas de / en a son 0, cl polinomio de Taylor P nA 
dc / es 


p„jx) =/(„) +fM {x - a) + 


n\ 


(x - a) n . 


. | / (n) (*) 

n! 


(* 



As i pues, el teorema 1 afirma que 


o = lim rn - = lim r^w_ 

»-*a (x — a) n *-.« L(* — a) n n\ J 


Bn consecuencia, si x estd suficientemente prdximo a a, entonces 


M 

{x - a) n 


tiene el mismo signo que 


f n) (a) 

nl 


Supongamos ahora que n es par. En este caso (jc — dp > 0 para todo x=£ a. 
Puesto que fix)Hx — dp tiene el mismo signo que f*\a)ln\ para x suficientemente 
prdximos a a, se sigue que fix) tiene el mismo signo que f^Kay/n ! cuando x estd 
suficientemente proximo a a. Si f*\a) > 0, esto significa que 

fix) >0 - /(a) 


para x prdximos a a. En consecuencia, / tiene un mfnimo local en a. Una de* 
mostracidn parecida vale para el caso fl*\d) < 0. 

Supongamos ahora que n es impar. El mismo razonamiento de antes hace ver 
que si x estd suficientemente prdximo a a, entonces 

fix) . . . 

7 -— tiene siempre el mismo signo. 

(* - a) 


Pero (x—dp > 0 para x> a y (x — dp < 0 para x < a. Por lo tanto fix) tiene 
signos diferentes para x > a y x < a. Esto demuestra que f no tiene ni mdximo ni 
mfnimo local en a. | 

Aunque el teorema 2 resuelve la cuestidn de los mdximos y mfnimos locales 
para cualquiera de las funciones que se presentan en la prdctica, tiene algunas 
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FIGURA 3 

limitaciones te6ricas, puesto que fi k Ka) puede ser 0 para todo k. Esto ocurrc (figu- 
ra 3(a)) para la funcidn 


/w = 


e~ llx \ x * 0 
0, x = 0, 


la cual tiene un mmimo en 0, y tambien para la funcidn negativa de 6sta (figu- 
ra 3(b)), la cual tiene un mdximo en 0. Ademas (fig. 3(c)), si 


fix) = 


( e llx \ x > 0 


entonces fi k XQ) = 0 para todo k, pero / no tiene ni mdximo ni minrmo local en 0. 

La conclusion del teorema 1 se expresa a veces en terminos de un concepto 
importante de «orden de igualdad*. Dos funciones / y g se dice que son iguales 
hasta el orden n en a si 


fix) - 
ix ~ a r 



= 0 . 


x —* a 
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En el lenguaje de esta definicidn, el teorema 1 dice que el polinomio de Taylor 
P na f es igual a f hasta el orden n en a. El polinomio de Taylor podrfa muy bien 
haberse definido como aquel que hace que este hecho se cumpla, puesto que 
existe a lo sumo un polinomio de grado < n con esta propiedad. Esta afirmacidn 
es consecuencia del siguiente teorema elemental. 

TEOREMA 3 

Sean P y Q dos polinomios en (jc — a), de grado ^ n, y supongamos que P y Q 
son iguales hasta el orden n en a. Entonces P = Q. 

DEM OSTRACION 

Sea R = P — Q. Puesto que R es un polinomio de grado < n, basta solamente 
demostrar que si 


R(x) — bo + • * * + b n {x — a) n 


satisface 


x-*a (x — a) n 


entonces R = 0. Ahora bien, la hipdtesis para R con seguridad implica que 

R(x) 


lim ( . 

x—»a (x — a) 


• = 0 para 0 < i < n. 


Para / = 0 esta condicidn resulta simplemente lim R(x) = 0; por otra parte, 

x—*a 

lim R(x) = lim [io + bi(x — «)+••*+ b n (x — a) B ] 

x—*a x- 

— b( 


Asf pues, b 0 = 0 y 


R(x) = b\{x — «)+•••+ b n {x — a) n . 


Por lo tanto. 
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RM 

x — a 


= bi + bt(x — a) + • • • + b n (x — a) n 1 


y 




b i. 


As£ pues, fr,=0y 

R{x) = — a) 2 + • • • 4- £«(* ~ «) n . 

Continuando de esta manera encontramos que 


bo — * = = 0 . | 


COROLARIO 

Sea / derivable n veoes en a, y supongamos que P es un polinomio en (x — a ) 
de grado < n, igual a / hasta el orden n en cl Entonces P = P nja . 

DEMOSTRACION 

Puesto que P y P w a son ambos iguales a / hasta el orden n en a, es tecil ver que P 
es igual a P H>a hasta el orden n en a. En consecuencia, P = P nA segun el teorema. | 

A primera vista parece que este corolario tenga unas hipdtesis innecesaria- 
mente complicadas; podria parecer que la existencia del polinomio P implicaria 
que / fuera suficientemente derivable para que existiera P nA . Pero de hecho esto 
no es asf. Por ejemplo (fig. 4), supongamos que 

u x \ _ I ^ n+1 , x irracional 
l 0, x racional 

Si P( x) — 0, entonces P es ciertamente un polinomio de grado < n que es igual 
a / hasta el orden n en 0. Por otra parte, f(a) no existe para ningun a-=fc 0, de 
modo que f'(0) no estd definida. 

Cuando f tiene n derivadas en a, el corolario puede ofrecer, sin embargo, un 
mdtodo util para hallar el polinomio de Taylor de f. En particular, reculrdese que 



Aproximacion mediante funciones polinomicas 


571 





i x** 4 " 1 , a irracional 
0, x racional 


FIGURA 4 


nuestro primer intento de hallar el poliiiomio de Taylor de arctg termind en 
fracaso. La ecuacidn 


“ ctg * = f nh* 

sugiere un mltodo prometedor de hallar un polinomio que se aproxime a arctg 
—divfdase 1 por 1 + t a , para obtener un polinomio mis un resto: 

1 (_1\»+l/2»+2 

__ _ i _ + /*-!•+•.• + (-1)1" + / + y- 

Esta formula, que puede comprobarse flcilmente multiplicando ambos miembros 
por 1 4- 1 3 , demuestra que 


arctg 


J r* /•* /*»+* 

i - 1 > + /*-••• + (-i)i"A + (-i)* +i / —— * 
o Jo 1 + I* 

y2n+l tx #2»+2 

• +(-l)»--+ ( —l) n+1 / -- dt. 

K J 2n + 1 ^ ' Jo 1 +t 2 


* 3 + 5 


Segun nuestro oorolario, el polinomio que aquf aparece serl el polinomio de 
Taylor de grado 2n + 1 para arctg en 0, siempre que 
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lim 

x —> 0 


I. 


t 2 n +2 


0 1 + t 2 
,2 n+l 


dt 


= 0. 


Puesto que 


fx *2n+2 

/ dt 


f* 

< 

/ t 2n+2 dt 

Jo 1 + t 2 


Jo 


- l*i 2w+3 

7 2n + 3’ 


esto se cumple evidentemente. Asf pues, hemos hallado que el polinomio de Taylor 
de grado 2n + 1 para arctg en 0 es 


3 5 

P*n+ l,o(x) = X ~ — • •• + ( — I)" 

j 5 


^2«+l 

2n + l’ 


Digamos de paso que, ahora que hemos descubierto los polinomios de Taylor 
para arctg, es posible proceder a la inversa y hallar arctg (k) (0) para todo k: 
Puesto que 


y 3 y 5 

P 2 n+l,o(*) = X — — + — — • • • + (-l) n - 

5 D 2n + 1 


y puesto que este polinomio es, por definicidn. 


arctg (0) (0) + arctg (1) (0)* + 


arctg (2) (0) 
_ 


, , arctg (2n+1) (0) 

(2n + 1)! 


,2n+l 


podemos hallar arctg (k) (0) igualando simplemente los coeficientes de en estos 
dos polinomios: 


arctg u) (0) _ 


k\ 


0 si it es par. 


arctg (2 * +1) (0) ( — 1)* 


lx +1)1— n 0 arctg <M+1>(0) = (-o' • ( 2/ ) ! 
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Un hecho mucho mds interesante surge si volvemos a la ecuacion original 


y O y 9 

arctg * = *- — + — 


1 /** t 

+ ^- 1) ’27TT + ( - ,) " + 7or 


* /2n+2 


+ / 2 


dt, 


y recordamos la estimaci6n 


l. 


x ^ 2«+2 


i Jo i + e 


dt 


I 2n+3 


In + 3 


Cuando |jc| < 1, esta expresion es a lo sumo 1/(2 n + 3) y podemos hacer esto 
tan pequeno como queramos eligiendo simplemente n suficientemente grande. En 
otras palabras, para |jc| < 1 podemos utilizar los polinomios de Taylor para arctg 
para calcular arctg x con tanta aproximacion como queramos. Los teoremas 
m£s importantes acerca de los polinomios de Taylor extienden este resultado ais- 
lado a otras funciones, y los polinomios de Taylor desempenar&n pronto un papel 
completamente nuevo. Los teoremas hasta aqui demostrados han examinado siem- 
pre el comportamiento del polinomio de Taylor P nA para n fijo, cuando x tiende 
hacia a. En adelante vamos a comparar los polinomios de Taylor P na para x fijo, 
y distintos n. Anticipdndonos al proximo teorema introducimos una nueva no¬ 
tarial. 

Si / es una funcion para la cual existe P nA {x), definimos el resto R n>a {x ) por 
f{x) = P n ,a{x) + Rn.a{x) 

/(«) ( a ) 

— f( a ) + f( a )(x — a) + * • * 4-;— (* a) n + /?n,eW- 

Seria deseable disponer de una expresion para R n .a(x) que permitiera estimar 
fdcilmente su magnitud. Tal expresion existe y encierra una integral, lo mismo 
que en el caso de arctg. Una manera de llegar a esta expresion es empezar por 
el caso n = 0: 

■/(*) = f (“) + *.,.(*)■ 

El teorema fundamental del riilculo infinitesimal nos permite escribir 


/(*) - /(a) + j‘ }'{i) dt, 
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de manera que 


r°js) = f‘m it. 

Se puede obtener una expresion andloga para R Xf fc> c) a partir de esta f6rmula 
utilizando la integration por partes de una manera bastante artificiosa: Sea 

«(0 = /'(*) y v(t) — t x 

(observese que x representa cierto numero fijo en la expresidn para v(t), de modo 
que v\t) = 1); entonces 


/.vw <*=/;/'( o-i 


dt 


u(t ) »'(/) 

= «(/)»(/) * - f* f”{t){t - x) dt. 

U i i 

u'it) v{t) 


Por ser v(jc) = 0, obtenemos 

fix) -/(«.) + j’f'(t)it 

= /(<z) — «(a)e>(a) + J* f'{t){x — 0 dt 
= /(«) + /'(«)(* “ «) + f* f"(t)(x - /) dt. 


As! pues. 


RiM = /;/"«(* - o <*. 

Es dificil explicar motivadamente la election de v(t) = t — x, en vez de 
v(t) — t. Lo que pasa es que esta es la eleccion que da resultado, conclusidn a la 
que podria haberse llegado despues de suficientes intentos parecidos pero inutiles. 
Sin embargo, resulta ahora facil llegar a la formula para R 2 ,o(4 Si 

~(x ~ t ) 2 

-, 

2 


“(0 = f” it) y v{t) = 
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entonces v'(0 = (x — /), dc modo que 


r rm* -an- u(t)v(o I’ - f’ /"'(o ■ 

Jo l<* J• 


-(* - ty 


dt 


, cm - «>■ + 

2 Ja 2 


Esto demuestra que 


*»,.(*) = r 


/*>(<) 


c* - o* <#. 


El lector deberfa poder dar ahora sin dificultad una demostracidn rigurosa, 
por induccidn, de que si es continua sobre [a, jc], entonces 


Jo n\ 


A partir de esta fdrmula, llamada forma integral del resto, es posible (proble- 
ma 15) obtener otras dos importantes expresiones para R* A (x) : la forma de 
Cauchy del resto. 


Rn,o( x ) 


n! 


t) n (x — a) para algun t de (a, x). 


y la forma de Lagrange del resto. 


Rn,a(x) 


(» + l)! 


(* 


a) n+1 para algun t de (a, x). 


En la demo stracidn del pr6ximo teorema (teorema de Taylor) deduciremos 
las ties formas del resto de una forma totalmente distinta. Una ventaja de esta 
demostracidn (aparte de su ingeniosidad) es el hecho de que las formas de Cauchy 
y de Lagrange del resto se demostrar&n sin suponer la hipdtesis adicional de que 
f* +1 ) es continua. De esta manera el teorema de Taylor aparece como una ge- 
neralizacidn del teorema del valor medio, al cual se reduce para n = 0, y el cual 
constituye el instrumento crucial utilizado en la demostraci6n. 

Estas observaciones sugieren una estrategia para la demostracidn del teorema 
de Taylor. Al ser Rn A (a) = 0, podemos intentar aplicar el teorema del valor medio 
a la expresidn 
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Rn,aj x ) _ *„,.(*) ~ Rn,gj<*) . 
x — a x — a 

Pensdndolo bien, sin embargo, esta idea no parece muy prometedora, puesto que 
no estd claro en absoluto en que manera va a entrar f n+ 1 \t) en la solucidn. En 
efecto, si tomamos el camino mds directo, y derivamos ambos miembros de la 
ecuacion que define R na , obtenemos 


fix) = f'(a) +f"(a)(x -<.)+•••+ /* >( f ■ , (* - a)"-' + 

(n — 1)! 

lo cual no nos sirve. La aplicacidn adecuada del teorema del valor medio tiene 
mucho en comun con la demostracion mediante integracidn por partes esbozada 
antes. Esta demostracion hacia intervenir la derivada de una funcidn en la cual x 
representaba un numero fijo. Asi serd como va a ser tratado x en la demostraci6n 
siguiente. 

TEOREMA 4 

(TEOREMA DE TAYLOR) 

Supdngase que f, .... f" +1) estdn definidas sobre [a, jc], y que R n A x ) estd deftnido 
por 


fix) = f{a) + f(a)(x - a) + 


+ 


f n) ia) 


(X — a) n + Rn.aix)- 


Entonces 

f {n+1) (t) 

(1) Rn.ai*) = - ix — t) n (x — a) para algun t de (a, *). 

n! 

f(n+1)(A 

(2) R n ,aix) = ; f ix - a ) n+1 para algun t de (a, x). 

in 4-1)! 

Ademds, si f n+l) es integrable sobre [a, *], entonces 


( 3 ) 


*.,.(*) = r /<n+i ; w ix - <)*<*. 

Ja n\ 
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(Si x < a, entonces la hipdtesis deberia decir que / es derivable (n + 1) veces so- 
bre [x, a] ; el numero t en (1) y (2) estard entonces en (jc, a), mientras que (3) 
seguird cumpliendose tal como estd, siempre que sea integrable sobre [*, a].) 

DEMOSTRACI6N 

Para todo ntimero t de [a, x ] tenemos 

/(*) = fit) + /'(<)(* -<)+•••+ (x - 0" + #».,(*)■ 

n\ 

Designemos el ntimero R n .t( x ) P or S(t); la funci6n 5 estd definida sobre [a, x], 
y tenemos 

(*) fix) = /(<) + /'«)(* -/)+•■•+ (x - 0 ’ + S(t) 

Til 

para todo t de [a, x ]. 

Vamos a derivar ahora ambos miembros de esta ecuacion, la cual nos dice que 
la funcidn cuyo valor en t es fix), es igual a la funcidn cuyo valor en t es 

f (n) (t) 

m+ • • • 

n\ 

[Vulgarmente hablando, estamos considerando ambos miembros de (*) «como 
una funcidn de /».] Sdlo para asegurarnos de que la ietra x no causa confusidn, 
obscrvemos que si 


git) = f{x) para todo t, 

entonces 


y si 


g'it) = 0 para todo t ; 


git) 


f k \t) 

k\ 


(x ~ t) k , 


entonces 
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g'(t) 


/ (i) W , f (k+1) (t) 


k\ 


k(x - 1) + 


k\ 


ix - t y 


(k-i)r k\ 

Aplicando estas formulas a cada uno de los terminos de (*), obtenemos 

„ . m + +«!(,-»] + [=» (.-.)+«(• - O'] 

+ - ■ ■ + [ ~ / ^ | 1 '' u - O'" 1 + (* - O'] + S00. 


En esta bonita fdrmula se cancela practicamente todo lo que esta a la vista, y 
obtenemos 

f(n+l)(A 

s'® = - - (x - 0 n . 


Ahora podemos aplicar el teorema del valor medio a la funcion S sobre [a, x\ 
existe un t en (a, x) tal que 

5 «- 5 (‘> = y W = -^>(*- 0 ". 


x — a 


Recuerdese que 


S(t) = RnA*)> 


esto significa en particular que 


S(x) = R n ,x(x ) = 0, 
S(a ) = R n ,a(x )• 


Asf pues 


0 - RU*) _ _ / <n+1) W {x _ f) . 

x — a n\ 
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*»..« = - f)”(* - a); 

n! 

esta es la forma de Cauchy del resto. 

Para deducir la forma de Lagrange aplicamos el teorema del valor medio de 
Cauchy a las funciones S y g(t) — (x — /) B+1 : existe algun t en {a, x) tal que 

— L _ ( x — t) n 

S(x) - S(a) _ S'(i) _ n\ K 

g(x) - g(a) g'(t ) -{n + 1)(* - 0* 

Asi pues 

Rn,a(*) _ / (W+1) (0 

(x — a) n+1 (» + 1)! 


o 


Rn,a{x) 


f n+l) (t ) 

(n + 1)! 


(x - a) n+ \ 


lo cual es la forma de Lagrange. 

v 

Finalmente, si f n+l) es integrable sobre [a, x], entonces 


S(x) - S(a) = J* S’ (t) 



/ ( " +1) (0 

nl 


(x — t) n dt 


o 

Ja n! 

Aunque las formas de Lagrange y de Cauchy del resto son algo mas que 
curiosidades teoricas (vease, por ejemplo, el problema 22-18), la forma integral 
del resto serd, por lo general, muy adecuada. Si se aplica esta forma a las fun¬ 
ciones sen, cos, y exp, con a = 0, el teorema de Taylor proporciona las siguientes 
formulas: 
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^.3 

senx = 


x^ 

COS x = 1 - 1 -; 

2! 4! 


e* = 1 + X + — + 


+ (- 1 )" 


,2«+l 


(2 n + 1)! 


Jo (2n+ 1)! 


+ (- 1 )” 


,2n 


(2n)l yo 


/; 


cos 


(2»+l) 


(/) 


(2n)! 


(x - ty n dt, 


, x n f x e l . . 

+ - + / -(*-<)• <*. 
n! yo n! 


Calcular explicitamente cualquiera de estas integrales seria suprema locura; 
por supuesto, la solucion serd exactamente la diferencia entre el primer miembro 
y todos los restantes terminos del segundo miembro. Sin embargo, estimar estas 
integrales es f£cil y al mismo tiempo vale la pena. 

Las dos integrales primeras son particularmente faciles. Al ser 


|sen (2 " +2) (r)| < 1 para todo t. 


tenemos 


r, se n'"+ !i (i) 

Jo (2n + 1) ! 


(* - ty n+1 dt 


< —?— l r ( x ~ o 2 " +i a 

- (2 n + 1)! I Jo ■ 


Puesto que 


!>- 


tyrt+1 dt = 


(x - ty n+2 

2n + 2 

. 271+2 


t — x 
t-0 


2n + 2 


deducimos que 


/. 


z sen (2n+2) (/) 


(2n + 1)! 

An£logamente, podemos demostrar que 
* z cos (2n+1) (/) 


(x - ty n+1 dt 


|2n+2 


< 


/; 


(2n)\ 


(x - 0 ! " dt 


< 


(2 n + 2)! 


I 2n+l 


(2n + 1)! 
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Estas estimaciones son particularmente interesantes, ya que (segun se ha demos- 
trado en el capitulo 16) para todo e > 0 podemos hacer 


x 

T < « 

n\ 


eligiendo n suficientemente grande (lo grande que tenga que ser n dependera de jc). 
Esto nos permite calcular sen jc con tanta aproximacion como queramos, calcu- 
lando simplemente el polinomio de Taylor adecuado P W( 0 (jc). Por ejemplo, sup6n- 
gase que deseemos calcular sen 2 con un error menor que 10~ 4 . Puesto que 

22n+2 

sen 2 = P 2 n+i,o(2) + /?, donde \R\ < — ———> 

( 2 n + 2 )! 


podemos utilizar P 2 «+ 1(0 ( 2 ) como solucion, siempre que 


22«+2 
(2n + 2)! 


< 10 


1-4 


Se puede hallar un numero n con esta propiedad mediante busqueda directa; cvi- 
dentemente, sirve de ayuda disponer de una tabla de valores de n! y de 2 n (veanse 
las pdginas 600 y 601). En este caso resulta ser adecuado n = 5, de modo que 


sen 2 = Pn,o(2) + R 

2 8 2 5 2 7 2 9 

= 2 -+ 

3! 5! 7! 9! 

donde |/?j < 10 -4 . 


2 n 

— +R, 
11! 


Es todavia mds fdcil calcular aproximadamente sen 1, puesto que 

sen 1 - /Vm.oO) + R, donde \R\ < ——— 

( 2 n 2 )! 


Para obtener un error menor que e necesitamds solamente hallar un n tal que 

1 

( 2 « + 2 )! <S ’ 
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y esto s61o requiere una breve ojeada a la tabla de factoriales. (Ademas, los ter- 
minos de P 2 n+i,o(l) seran mas faciles de manejar.) 

Para muy pequenos x las estimaciones serdn incluso mas faciles. Por ejemplo. 


1 

sen — 
10 



donde |/?| < 


1 

10 2n+2 (2n + 2)!* 


Para obtener \R\ < 10~ 10 podemos tomar evidentemente n = 4 (nos podriamos 
valer incluso con n = 3). Estos metodos son los que en realidad se utilizan para 
calcular tablas de sen y de cos. Un calculador de gran velocidad puede calcu- 
lar P 2 n+i,oW para muchos x distintos casi instantaneamente. 

La estimacion del resto para e* es solo ligeramente mds dificil. Para mayor 
sencillez supongamos x > 0 (las estimaciones para x < 0 se obtienen en el pro- 
blemalO). Sobre el intervalo [0, jc] el valor mdximo de e* es e*, puesto que exp es 
creciente, de modo que 



f C * 

0” dt<-- (x 

n\ Jo 


- t) n dt = 


e*x n+1 
(n + 1)! 


Puesto que sabemos ya que e < 4, tenemos 

*V»+i ^ 4*x n+1 

(b + 1)! < (« + 1)!’ 

lo cual puede hacerse tan pequeno como se quiera eligiendo n suficientemente 
grande. Lo grande que tenga que ser n dependerd de x (y el factor 4* hard las 
cosas mas dificiles). Una vez mds, las estimaciones son mds fdciles para x peque¬ 
nos. Si 0 < jc < 1, entonces 

e*=l+x + ^- + • • • + — + R, donde 0 < R < * -» 

2 ! n\ {n + 1 )! 

(La desigualdad 0 < R se sigue inmediatamente de la forma integral de R). En 
particular, si n = 4, entonces 

0 < R < — < —, 

5! 10 


de modo que 
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e = e l =1+1+ —+ — + — + R, donde 0 < R < — 
2! 3! 4! 10 

65 

= — + R 
24 

= 2 + ii + *- 


lo cual demuestra que 


2 < e < 3. 


(Esto nos permite mejorar ligeramente nuestra estimation de R: 


0 < R < 


3 x x n+1 \ 

(# + 1)1/ 


Tomando n — 7 se puede calcular que los 3 primeros decimales de e son 


e = 2,718 . . . 


(El lector debe comprobar que n = 7 da efectivamente este grado de aproxima¬ 
cion, pero serfa una crueldad insistir en que efectuara los cdlculos.) 

La funcion arctg es tambien importante, pero, segun puede recordarse, una 
expresion para arctg (fc) (jc) es tremendamente complicada, de modo que la forma 
integral del resto no sirve. Por otra parte, nuestra deduccidn del polinomio de 
Taylor para arctg nos dio automaticamente una fdrmula para el resto: 


arctg x = x 



(-i) w * 2n+l r* 
2n + 1 + Jo 


^_|^»+1^2n+2 

1 + t 2 


dt. 


Segun hemos estimado ya. 


/. 


* (-l) n+1 ; 


n+l/2n+2 


1 + t 2 


dt 


<-\i: 


t* n+ * dt 


|2n+3 


2n + 3 


De momento vamos a considerar solamente numeros x con |a:| < 1. En este caso, 
el resto se puede hacer claramente tan pequeno como se desee eligiendo n sufi- 
cientemente grande. En particular. 
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i i 1 , 1 

arctg 1 = 1 - - + - - 

J D 


■ ' + 


(~l) n 

2 n + 1 


+ /?, 


donde \R j <-— • 

2n + 3 


Con esta estimacion es facil hallar un n que haga al resto menor que cualquier 
numero prefijado; por otra parte, n sera generalmente tan grande como para 
hacer los calculos tremendamente largos. Para obtener un resto < 10 \ por ejem- 
plo, debemos tomar n > (10 4 — 3)/2. Esto es verdaderamente una lastima, ya que 
arctg 1 = 7r/4, de modo que el polinomio de Taylor para arctg nos deberia 
permitir el calculo de Afortunadamente, existen algunos ingeniosos artificios 
que nos permiten superar estas dificultades. Puesto que 


|^?2n+l,oW| < 


2n + 3 


2 n + 3’ 


bastaran unos n mucho mas pequenos para unos x solamente algo mas pequefios. 
El artificio para el calculo de - consiste en expresar arctg 1 en terminos de 
arctg x para jc mas pequenos; el problema 6 hace ver como se puede hacer esto 
de manera conveniente. 

El polinomio de Taylor para la funcion fix) = log(jc + 1) en a = 1 se trata 
de la misma manera que el polinomio de Taylor para arctg. Aunque la forma 
integral del resto para / no es dificil de escribir, es dificil de estimar. Por otra 
parte, obtenemos una formula sencilla si empezamos con la ecuacion 


1 

1 + i 


1 - t + t 2 


• • • + (- I )"- 1 /"" 1 + 


(-1 ) n t n _ 
1 + / ’ 


esto implica que 

log(l + x) = f ~ 

Jo 1 i 


x 2 , x 3 

dt = x --- 

+ t 2 3 


+ (- l )”" 1 


+ ( - l)n L r+- t di ’ 


para todo x > —1. Si x > 0, entonces 


t n 


'oi+l 


dt < 



Ar n+1 
n + 1 
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y la estimacion es algo mas complicada cuando —1 < x < 0 (problema 11). Para 
esta funcion el resto puede hacerse tan pequeno como se quiera eligiendo n sufi- 
cientemente grande, siempre que —1 < x < 1. 

El comportamienio de los restos para arctg y f{x) = log(x 4- 1) es ya otro 
asunto cuando jxj > 1. En este caso, las estimaciones 

k.j2n + 3 

|/? 2 „ + i,oW| < l —— para arctg 
2n + 3 

.,n+l 

l^n.oWI < — — (x > 0)para/, 
n -+- 1 

no son utiles, porque cuando }jc| > 1 las cotas x m /m se hacen grandes cuando m es 
grande. Esto es inevitable y no es solo un defecto de nuestras estimadiones. Es 
facil obtener estimaciones en la otra direccion, las cuales demuestran que los restos 
en realidad siguen siendo grandes. Para obtener una tal estimacion para arctg. 
observese que si t esta en [0, jc] (o en [x, 0] si x < 0), entonces 

1 + t 2 < 1 + x 2 < 2x 2 , si \x\ > 1, 


de modo que 


rx ^2n+2 

Jo 1 + / 3 


dt 


1 

> — 


/ t 2n+2 dt 

“ 2x 2 

Jo 


|2n+l 


4n + 6 


An^logamente. si x > 0, entonces para t en [0, x] tenemos 


de modo que 


1 + t < 1 + x < 2x, si x > 1, 


rx t n 1 /** 

/ - dt > — I r dt = 

jo 1+1 2x Jo 


x n 

2n -+• 2 


Estas estimaciones indican que si |jrj > 1, entonces los restos se hacen grandes 
cuando n se hace grande. En otras palabras. para |x| > 1, los polinomios de Taylor 
para arctg y / no son utiles en absoluto para cakular arctg x y log(x -4- 1). Esto 
no constituye ninguna tragedia, puesto que los valores de estas funciones pueden 
hallarse para x cualesquiera una vez que son conocidos para todos los x con \x\ <C 1. 
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Esta misma situacion se presenta de modo espectacular para la funcion 



^0 
x = 0. 


Hemos visto ya que f k \0) — 0 para todo numero natural k. Esto significa que el 
polinomio de Taylor P n o para f es 


Pn ..(*) = /(0) +f'{0) X + • ' • 

= 0 . 


n\ 


En otras palabras, el resto R n o (x) es siempre igual a f{x ), y el polinomio de Taylor 
no es util para el calculo de f(x), excepto para x — 0. Eventualmente podremos 
ofrecer una explicacion del comportamiento de esta funcion, la cual constituye 
un ejemplo desconcertante de las limitaciones del teorema de Taylor. 

La palabra «calcular» ha sido utilizada tantas veces en conexion con nuestras 
estimaciones del resto, que esto podria dar lugar a una mala interpretacion del 
significado del teorema de Taylor. Es cierto que el teorema de Taylor constituye 
un instrumento casi ideal para el cdlculo (a pesar de su ignominioso fracaso en el 
ejemplo anterior), pero tiene consecuencias teoricas igualmente importantes. La 
mayor parte de estas seran desarrolladas en capitulos sucesivos, pero daremos 
ahora dos demostraciones para ilustrar algunas maneras en que puede usarse el 
teorema de Taylor. La primera ilustracion sera particularmente impresionante 
para aquellos que hayan asimilado la demostracion del capftulo 16 de que n es 
irracional. 


TEOREMA 5 
e es irracional. 


DEMOSTRACION 
Sabemos que, para todo n, 

^ = = l + — + • • * -l— 1 —I- /? 

1! 2! n!^ 1 


3 


donde 0 < R n < 


(» + 1 )! 
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Supongamos que e fuese racional, por ejemplo e = ajb, donde a y b son enteros 
positivos. Elijamos n > b y tambien n > 3. Entonces 

f = i + i + i+ -- -+ i + s„ 

b 2! n ! 


de modo que 


nla i i | i n\ 

— = n\ + n\ H-h * 

b 2! 


n ! 

+ - + n\R n . 
n\ 


Todos los terminos de esta ecuacion distintos de n\R n son enteros (el primer ter- 
mino es entero puesto que n > b). En consecuencia, n\R n debe ser tambien en- 
tero. Pero 


0 < R n < 


3 

(» + !)!’ 


de modo que 


0 < n\R n < 


3 

n -J- 1 



lo cual es imposible para un entero. | 

La segunda ilustracion es solamente una demostracion directa de un hecho 
demostrado en el capitulo 15: Si 


/"+/ = o, 
m - o, 
/'(0) = o, 


entonces / = 0. Para demostrar esto, observemos primero que f k) existe para 
todo k ; en efecto. 


/<” = (/")' - -S', 

f" = (sr = (-/o' = 
/(s , = (/ «> r = 

etc. 
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Esto demuestra, no solo que existen todos los f k \ sino tambien que existen a lo 
sumo cuatro diferentes: f, f, —f, —f. Puesto que /(0) = /'(0) = 0, todos los 
f k) (0) son 0. Ahora bien, el teorema de Taylor afirma que, para cualquier n 


m 


x fin+l )(,) 


(x — t) n dt. 


Cada una de las funciones es continua (ya que existe /°‘ +2) ), de modo que 
para cualquier x particular existe un numero M tal que 


|/( n+1) (0| — M para 0 < t < x, y todo n 

(podemos anadir la frase «y todo n» puesto que existen solamente cuatro f k) dis- 
tintos). Asi pues. 


1/0)1 < M 


[ x (x ~ t) 

Jo n\ 


M\x\ n+l 

V+Wi 


Puesto que esto se cumple para todo n, y puesto que x n Jn\ puede hacerse tan 
pequeno como se quiera eligiendo n suficientemente grande, esto demuestra que 
|/U)| < e para todo e > 0; en consecuencia, f(x) = 0. 

Las demas aplicaciones del teorema de Taylor que veremos en capitulos suce- 
sivos estan intimamente relacionadas con las consideraciones de tipo calculatorio 
que nos han ocupado en gran parte de este capftulo. Si el resto R n , a (x) puede ha- 
-erse tan pequeno como se quiera eligiendo n suficientemente grande, entonces se 
puede calcular f(x) con tanta aproximacion como se desee mediante los polinomios 
P»,(4 El numero de terminos que habra que sumar sera tanto mayor cuanto mas 
grande sea la aproximacion que se desee. Si estamos dispuestos a sumar infinitos 
terminos (por lo menos en teoria), entonces deberiamos poder prescindir por com- 
pleto del resto. Deberian existir «sumas infinitas® tales como 


x" 3 , x° 

sen x = x -b — 

3! 5! 


— + 
7! 


X 2 X 4 X 8 

cos * = 1-(---b- 

2! 4! 6! 8! 

r 2 r 3 r 4 

= 1 + a- + - + - + - + 
2! 3! 4! 
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arctg x = x 
log(l + x) = X 



si|x| < 1, 


si -1 < * < 1. 


Estamos casi del todo preparados para este paso. Solamente queda un obstaculo: 
las sumas infinitas ni siquiera han sido definidas. Los capitulos 21 y 22 contienen 
las definiciones necesarias. 

PROBLEMAS 

1. Hallar los polinomios de Taylor (del grado indicado y en el punto indicado) 
para las siguientes funciones 

(i) f(x) — e e ‘; grado 3, en 0. 

(ii) /(*) = grado 3, en 0. 

(iii) sen; grado In, en -• 

2 

(iv) cos; grado 2 n, en t. 

(v) exp; grado n, en 1. 

(vi) log; grado n, en 2. 

(vii) f(x) = x 6 + x* 4* x; grado 4, en 

(via) f(x) — x 6 + x l + x; grado 4, en 

(ix) f(x) = —-—grado 2n + 1, en 

1 fr 

(x) f(x) = —-—; grado n, en 0. 

1 + x 

2. Escribir cada uno de los siguientes polinomios en x como polinomios en 
(jc — 3). (Basta calcular el polinomio de Taylor en 3, del mismo grado que 
el polinomio original. £Por qud?) 


0 . 

1 . 

0 . 
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(i) x 2 — 4* — 9. 

(ii) * 4 - 12* 3 + 44* 2 + 2* + 1. 

(iii) * s . 

(iv) ax 2 -f- bx + c. 

3. Escribir una suma (utilizando la notacion 2) que sea igual a cada uno de 
los siguientes numeros con el grado de aproximacion que se especifica. Para 
reducir al mmimo los calculos superfluos, consultense las tablas para 2” y n\ 
en esta misma pagina y la siguiente. 

(i) sen 1; error < 10~ 17 . 

(ii) sen 2; error < 10 -12 . 

(iii) sen \\ error < 10 -20 . 

(iv) e ; error < 10 -4 . 

(v) e 2 ; error < 10~ 5 . 


n 

2 n 

n! 

1 

2 

1 

2 

4 

2 

3 

8 

6 

4 

16 

24 

5 

32 

120 

6 

64 

720 

7 

128 

5 040 

8 

256 

40 320 

9 

512 

362 880 

10 

1 024 

3 628 800 

11 

2 048 

39 916 800 

12 

4 096 

479 001 600 

13 

8 192 

6 227 020 800 

14 

16 384 

87 178 291 200 

15 

32 768 

1 307 674 368 000 
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n 

2 n 

n\ 

16 

65 536 

20 922 789 888 000 

17 

131 072 

355 687 428 096 000 

18 

262 144 

6 402 373 705 728 000 

19 

524 288 

121 645 100 408 832 000 

20 

1 048 576 

2 432 902 008 176 640 000 


* 4 . Este problema es parecido al anterior, salvo que los errores que se piden son 
tan pequenos que no pueden utilizarse las tablas. Habrd que pensar un poco, 
y en algunos casos sera necesario consultar la demostracidn del capftulo 16, 
de que x n }n\ puede hacerse tan pequena como se quiera eligiendo un n gran¬ 
de ; la demostracion da, en realidad, un metodo para hallar el n apropiado. 
En el problema anterior fue posible hallar sumas mas bien cortas; de hecho, 
fue posible hallar el n mas pequeho que haria la estimation del resto dada 
por el teorema de Taylor menor que el error deseado. Pero en este problema 
el hallazgo de cualquier suma constituye una victoria moral (siempre que se 
pueda demostrar que la suma da el resultado que se pide). 

(i) sen 1; error < 10 -(10,,) . 

(ii) e; error < 10~ 1,000 . 

(iii) sen 10; error < 10 -20 . 

(iv) * 10 ; error < 10 -30 . 

(v) arctg iV; error < 10 _(1 ° 1 ' ) . 

5. (a) En el problema 11-38 se demostro que la ecuacion x 2 = cos x tiene exac- 

tamente dos soluciones. Mediante el polinomio de Tayl or de l coseno de¬ 
mostrar que las soluciones son aproximadamente ± \j2/3 y obtener 
cotas para el error. 

(b) Estimar de manera andloga las soluciones de la ecuacidn 2X 2 = 
= x sen x + car 2 

6. (a) Aplicando el problema 15-9, demostrar que 

j = arctg arctg K 
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ir . 1 

— = 4 arctg-arctg 

4 5 


1 

239 


(b) Demostrar que rr = 3,14159... (Todo joven estudiante deberia obtener por 
si mismo algunos decimales de n, pero el objeto de este ejercicio no es 
el de ocupar al lector en un calculo inmenso. Si se aplica la segunda 
espresion de la parte (a) podran calcularse los cinco primeros decimales 
de 7r con notablemente poco trabajo.) 

7. Para todo ruimero a, y todo entero no negativo n, definimos el «coeficiente 
binomial» 


a\ _ a(g — 1) • • • (ex — n 4- 1) 
n) n\ 


y como es habitual. Si a no es entero, entonces no cs nunca 

0, y su signo alteroa para n> a. Demostrar que el polinomio de Taylor de 

n 

grado n para f(x) = (1 + x)° en 0 es />„. o(x) = V x k y que las formas de 

k = 0 

Cauchy y de Lagrange del resto son las siguientes: 

Forma de Cauchy: 

a(a - 1 ) • • • (a - n) . 

R n, 0 (X) = -- — -—- -X( X ~ t) n {\ + ty- n ~ X 


_ a (a - 1) • • • (a — n) 


*(1 + t) 




^ + ^ („ + j) x ( l + 1 ’ 1 en [°. x] ° [x> 01- 


Forma de Lagrange: 

n a(a — 1 )•■• (a — n) 

Rn, o(*) = - - - — —-- * n+1 (l 4- t) a ~ n ~ l 

in +1)! 

= ( n _f_ t en [0, x] o [*, 0]. 
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Las estimaciones de estos restos son bastante dificiles de manejar y se dejan 
hasta el problema 22-18. 

8 . Supongase que a, y h, son los coeficientes de los polinomios de Taylor en a 

de / y de g, respectivamente. En otras palabras, a* = f l \a)lil y \a){i\. 

Hallar los coeficientes c, de los polinomios de Taylor en a de las siguientes 
funciones, en terminos de los ai y b t . 

(i) f + g. 

(ii) fg- 

(iii) /'• 

(iv) h{x) = J* f(t) dt. 

(v) k(x) — j" f{t) dt. 

9. (a) Demostrar que el polinomio de Taylor de f(x) = sen (x 2 ) de grado 

An + 1 en 0 es 



x™ 

5! 


+ (“l) n 



Indicacidn: Si P es el polinomio de Taylor de grado 2n + 1 para sen 
en 0, entonces sen x = P(x) + R(x), donde lim R(x)fx 2n+1 = 0. iQu6 

r—»o 

implica esto para lim R(x 2 )lx* n+2 ? 

(b) Hallar ft k) (Q) para todo k. 

(c) En general, si f{x) = #(*"), hallar fi k) (Q) en terminos de las derivadas 
de g en 0. 

1®* Demostrar que si x < 0, entonces 




11. Demostrar que si — 1 < x < 0, entonces 

\r—* * _^_ 

I Jo 1 -f- t (1 + x)(n + 1) 

*12. (a) Demostrar que si |g'(x)| < M\x — a\ tt para \x-^a\ < 8, entonces |g(x) 
— g(u)l < M\x — a\ 11+1 /(n + 1) para |x — a\ < 8. 



594 


Sucesiones infinitas y series infinitas 


(b) Aplicar la parte (a) para demostrar que si lim /(x)/(x— a) n = 0, entonces 
lim g{x)/{x — a) n+1 = 0 . 

x—> a 

(c) Demostrar que si g{x) = f(x) — P n .aA x )» entonces g'(x)=f(x) — Pn-i,aj(x). 

(d) Dar una demostracion inductiva del teorema 1, sin aplicar la regia de 
l’Hopital. 

13. Deducir el teorema 1 como corolario del teorema de Taylor con cualquiera 
de las formas del resto. (El inconveniente esta en que sera necesario suponer 
una derivada mas en la hipotesis del teorema 1 .) 

14. Deducir la forma de Cauchy y de Lagrange del resto a partir de la forma 
integral, utilizando el problema 13-24. Existira el mismo inconveniente que 
en el problema 13. 

15. (a) Supongase que / es dos veces derivable en (0, 00 ) y que [/(x)| < Mo 

para todos los x > 0 , mientras que \f "(x)| < M 2 para todos los x > 0 . 
Demostrar que para todos los x > 0 se tiene 

ry 1 

|/'(x) | < 7 Af 0 + 7 M 2 para todos h > 0 . 
n 2 

(b) Demostrar que para todos los x > 0 se tiene 

|/'Ml < 2 

(c) Si / es dos veces derivable en (0, 00 ), f" es acotada, y f{x) tiende ha- 
cia 0 cuando x — 00 , entonces tambien / '(*) tiende hacia 0 cuando 

X — . 

(d) Siexistenlim /(x)ylim f"{x), entonces lim f"(x) = lim f(x) = 0. 

X-* co X-*co x 00 x-+co 

(Comparar con el problema 11-31). 

16. (a) Demostrar que si f"(a) existe, entonces 

f"(a) = lim ^ + f( a ~ h ) ~ 2 f( a ) 

7 h—*0 h 2 

El limite de la derecha es denominado derivada segunda de Schwarz de / 
en a. 

Indicacion: Utilizar el polinomio de Taylor de grado 2 con x = a + h 
y con x — a — h. 

(b) Sea /(x) = x 2 para x > 0, y —x 2 para x < 0. Demostrar que 
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/(0 + h) 4- /(O — h) - 2/(0) 


existe, a pesar de no existir /"(0). 

(c) Demostrar que si / tiene un maximo local en a, entonces la derivada 
segunda de Schwarz de / en a es < 0. 

(d) Demostrar que si f'"(a) existe, entonces 

/"(«) = /(a + h) - f(a - h) - 2ft/'(*) 

3 A 3 

17 . Utilizar el polinomio de Taylor junto con ei resto, para demostrar una 
forma debil del teorema 2 del apendice al capitulo 11: Si /" > 0, entonces 
la grafica de / queda siempre por encima de la tangente de f, excepto en 
el punto de contacto. 

18 . El problema 17-44 presenta una demOstracion bastante complicada de que 
f — 0 si f" — / = 0 y /(0) = /'(0) = 0. Dar otra demostracidn aplicando el 
teorema de Taylor. (Este problema es en realidad una escaramuza preliminar 
antes de emprender la batalla con el caso general en el problema 19, y tiene 
por fin convencer al lector de que el teorema de Taylor es un buen instru¬ 
ment© para atacar estos problemas, aun cuando para casos particulares los 
artificios resulten mds elegantes.) 


**19. Considerese una funcion / que satisface la ecuacion diferencial 


/ (n) = l “if*, 

y=o 

para ciertos ntimeros a 0 , .... a n _ x . Algunos casos particulares han recibido 
ya un tratamiento detallado, bien en el texto o en otros problemas; en par¬ 
ticular, hemos hallado todas las funciones que satisfacen f = /, o /" + / = 0, 
of" — / = o. El artificio del problema 17-43. nos permite haliar muchas so- 
luciones para tales ecuaciones, pero no nos dice si estas son las unicas solu- 
ciones. Esto exige un resultado de unicidad, que nos dara este problema. Al 
final encontrard el lector algunas observaciones (necesariamente esquema- 
ticas) acerca de la solucion general. 
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(a) Deducir la siguiente formula para f n+1) (convengamos en que ««_!» es 0): 

n — 1 

/(n+ 1 ) _ ^ (dj-i + a n -\Cl])f {]) . 

i=0 

(b) Deducir una formula para f n+2 K 


La formula de la parte (b) no se va a usar; se ha incluido solamente para 
convencer al lector de que es imposible obtener una formula general 
para f " +k) . Por otra parte, segun indica la parte (c), no es muy dificil obtener 
estimaciones acerca de la magnitud de f" +k) (x). 

(c) Sea N = max(l, |a 0 |, .... I^n-jl). Entonces ^ 2A/ 2 ; esto sig- 

nifica que 


n — 1 

/ (n+ D = ^ bj x f {j \ donde \bj l \ < 2N 2 . 

;=0 


E)emostrar que 


71 ~ 1 

jr(n+ 2 ) — ^ bj 2 f j) , donde \bj 2 \ < 4N 3 , 
;' = 0 


y de modo mas general, 

n-1 

f{n+k) = ^ b k f (j \ donde \bf \ < 2 k N k+ \ 
y = o 


(d) Deducir de la parte (c) que, para cualquier numero particular x, existe 
un numero M tal que 

\p n+k) (x)\ < M • 2 k N k+1 para todo k. 


(e) Supongase ahora que /(0) — /'(0) — ... — f n ^(O) — 0- Demostrar que 


l/(*)l < 


M • 2*iV* +1 |*| n+A:+1 
(n + k + 1)! 
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^ M • \2Nx\ n+k+1 
~ (« + * + 1)! ’ 

y deducir que / = 0. 

(f) Demostrar que si f 1 y f 2 son soluciones ambas de la ecuacion diferencial 

/<”> = l a,f’\ 
o 

y /i 0) (P) = / 2 O) (0) para 0 <;' < n — 1, entonces = / 2 . 

En otras palabras, las soluciones de esta ecuacion diferencial estin de- 
terminadas por las «condiciones iniciales* (los valores para 0 < /' < 
< n — 1 ). Esto significa que podemos hallar todas las soluciones una 
vez que hayamos hallado bastantes soluciones para obtener un siste.^a 
cualquiera de condiciones iniciales. Si la ecuacion 

x n — a n _i* n_1 — • • • — ao ~ 0 

tiene n rafces distintas a 1( .... a n , entonces cualquier funcion de la forma 

/(*) = + • * * + Cntf"* 

es una solucion, y 

/(0) = Ci + * ’ • + c n , 

/(0) = atiCi + * ♦ • + a n c n , 


f n ^0) = <*i n Vi -j- • * • + 

De hecho, toda solucion es de esta forma, ya que podemos obtener cual¬ 
quier sistema de numeros en los primeros miembros eligiendo adecua- 
damente los c, pero no intentaremos demostrar esta ultima afirmacidn. 
(Se trata de un hecho puramente algebraico que el lector puede tacil- 
mente com probar -para n — 2 6 3.) Estas observaciones son tambien 
ciertas si algunas de las rafces son rafces multiples, e incluso en la si- 
tuacidn mds general considerada en el capftulo 26. 
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**20. (a) Supongase que / es una funcion continua en [a, 6] con f{a)=f{b) y 

que para todo x de (a, b) la derivada segunda de Schwarz de / en x 
es 0 (problema 16). Demostrar que / es constante en [a, b\. Ayuda: Su¬ 
pongase que es fix) > fa) para algun x de (a, b ). Considerese la funcion 

g(x) = fix) -8 {x — a){b — x) 

con g(a ) = gib) = fa). Para un £ > 0 suficientemente pequeno tendre- 
mos g(x) > g(a), de modo que g tendra un maximo y en {a, b). Apli- 
car ahora el problema 16(c) (la derivada segunda de Schwarz de 
(x - a)(x - b ) es simplemente su derivada segunda ordinaria). 

(b) Si / es una funcion continua en \a, b] cuya derivada segunda de Schwarz 

es 0 en todos los puntos de (a, b), entonces/es lineal. 

*21. (a) Sea fix) = x 4 sen 1/x 2 para r/0, y /(0) = 0. Demostrar que / = 0 hasta 

el orden 2 en 0, a pesar de no existir /"(0). 

Este ejemplo es ligeramente mas complicado, pero tambien ligeramente 
mas llamativo, que el ejemplo del texto. porque tanto f\a) como f'\a) 
existen para a/0. Asi pues, para todo numero a existe otro numero 
mia) tal que 

(*) fix) = fia) -I- fia)ix — a) + (x - a ) 2 + R a (x ), 

donde lim ■ = 0; 

x—*a (x - a ) 2 

a saber, mia) = /"(a) para a / 0 y m(0) = 0. Observese que la fun¬ 
cion m definida de esta manera no es continua. 

(b) Supongase que / es una funcion derivable tal que (*) se cumple para 
todos los a con mia) = 0. Aplicar el problema 20 para demostrar que 
es f"ia) = mia) = 0 para todos los a. 

(c) Supongase ahora que (*) se cumple para todos los a y que m es con¬ 
tinua. Demostrar que para todos los a la derivada segunda / "(a) exis¬ 
te y es igual a mia). 



* CAP1TULO 


20 

e ES TRANSCENDENTE 


La irracionalidad de e fue tan ficil de demostrar que en este capftulo optativo 
intentaremos una hazafia m£s dificil, y demostrarcmos que el numero e no es s61o 
irracional, sino en realidad mucho peor. En qu6 manera un numero puede ser peor 
que irracional puede verse expresando de modo ligeramente distinto las defini- 
ciones. Un numero x es irracional si no es posible escribir x = a/b para enteros 
cualesquiera a y b, con b^= 0. Esto es lo mismo que decir que x no satisface 
ninguna ecuacidn 

bx — a = 0 

para enteros a y b, excepto para a — 0, 6 = 0. Examinada bajo este aspecto, la 
irracionalidad de sfT no parece constituir una deficiencia demasiado terrible; 
parece m^s bien que irracional pero por muy poco: aunque s[2 no es so- 

lucidn de una ecuacidn 

a\x + ao — 0, 

sf es solucidn de la ecuacidn 

x* - 2 =? 0, 

de grado superior en una unidad. El problema 2-18 indica c6mo fabricar muchos 
mimeros irracionales x que satisfacen ecuaciones de grado superior 
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Sucesiones infinitas y series infinitas 


OnX n + a n —\X n 1 + ■ * ‘ + (20 = 0 , 

donde los a { son enteros y (esta condicion excluye la posibilidad de que 

todos los tfj sean iguales a 0). Un numero que satisface una ecuacion «algebraica» 
de este tipo recibe el nombre de numero algebraico, y practicamente todos los 
numeros que hemos encontrado estan definidos en terminos de soluciones de 
ecuaciones algebraicas (rr y e son las grandes excepciones de nuestra limitada 
experiencia matematica). Todas las raices, tales como 

V2, \ / 3, </l, 


son claramente numeros algebraicos, e incluso combinaciones complicadas, tales 
como 


^3 + V5 + + V2 + V^6 

son numeros algebraicos (aunque no intentaremos demostrar esto). Los numeros 
que no pueden ser obtenidos mediante el proceso de resolver ecuaciones algebrai¬ 
cas reciben el nombre de transcendentes ; el resultado principal de este capitulo 
establece que e es un numero de este tipo anomalo. 

La demostracion de que e es transcendente esta bien a nuestro alcance, y en 
teoria era posible incluso antes del capitulo 19. Sin embargo, con la inclusion de 
esta demostracion, podemos considerarnos ya como algo mas que novicios en 
el estudio de las matematicas superiores; mientras que muchas demostraciones 
de irracionalidad dependen solamente de propiedades elementales de los numeros, 
la demostracion de que un numero es transcendente supone por lo general unas 
matematicas verdaderamente fuertes. Incluso las fechas relacionadas con la trans- 
cendencia de e son impresionantemente recientes: la primera demostracion de 
que e es transcendente, debida a Hermite, data de 1873. La demostracion que 
vamos a dar es una simplificacion debida a Hilbert. 

Antes de emprender la demostracion misma, conviene planear la estrategia, 
la cual se basa en una idea usada incluso en la demostracion de que e es irra- 
cional. Dos caracteristicas de la expresion 

e = 1 -\ -4--f- * ’ * H-b 

1! 2! n ! 

fueron importantes para la demostracion de que e es irracional: Por una parte, 
el numero 
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1 -f - + 
1! 


+ 


n ! 


puede escribirse como una fraccion plq con q<n\ (de manera que n\(p/q ) es 
entero); por otra parte, 0 < R n < 3 l(n + 1 )i (de modo que n\R n no es entero). 
Estos dos hechos demuestran que e puede ser aproximado particularmente bien 
mediante numeros racionales. Por supuesto, todo numero x puede ser aproximado . 
tanto como se quiera mediante numeros racionales: si e > 0 existe un numero 
racional r con \x — r\ < e; el inconveniente esta, sin embargo, en que puede ser 
necesario un denominador muy grande para r, tan grande quiza como 1/e. Para e 
tenemos la seguridad de que este no es el caso: Existe una fraccion pjq que di- 
fiere de e en menos de 3/(/i +1)!, cuyo denominador q es a lo sumo nl. Si se 
observa cuidadosamente la demostracion de que e es irracional, se vera que sola- 
mente se hace uso de esta propiedad de e. El numero e no es en mngiin modo 
unico a este respecto: en terminos generales, cuanto mejor puede ser aproximado 
un numero mediante numeros racionales, tanto peor es este numero (en el pro- 
blema 3 se presenta alguna evidencia para esta afirmacion). La demostracion de 
que e es transcendente depende de una extension natural de esta idea: No sola- 

mente e.sino cualquier numero finito de potencias e, e 2 . e n , pueden ser aproxi- 

madas simultaneamente y particularmente bien mediante numeros racionales. En 
nuestra demostracion empezaremos suponiendo que e es algebraico, de modo que 


(*) a n e n + • • • -j- a\e + <20 = 0, ao 0 

para algunos enteros ..., a n . Para obtener una contradiccion hallaremos enton- 
ces ciertos enteros M, Af x , M n y ciertos numeros «pequenos» e,. e n tales que 


e L = 


Mi + ci 

M ’ 



M 2 + e 2 
M 


M n “j - €« 


e 


M 
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Lo pequenos que tengan que ser los e se verd cuando se sustituyan estas expre- 
siones en la ecuacion supuesta (*). Despues de multiplicar todo por M obtenemos 

[aoM 4* a\M t -f- * * * + a n M n ] + [c^zi + * • * + e n a n ] = 0. 

El primer termino entre corchetes es entero, y elegiremos los M de tal manera 
que sea necesariamente un entero no nulo. Nos arreglaremos para hallar los e de 
manera que 


+ • • • + e n a n | < 

esto nos llevard a la contradiccion deseada; \ la suma de un entero no nulo y de 
un numero de valor absoluto menor que \ no puede ser cero! 

Como estrategia basica todo esto es muy razonable y directo del todo. La parte 
destacable de la demostracion sera la manera en que se definan los M y los c. Para 
leer la demostracion sera necesario saber algo acerca de la funcidn gamma. (Esta 
funcion se introdujo en el problema 18-52.) 

TEOREMA 1 

e es transcendente. 

DEMOSTRACI6N 

Supdngase que existen enteros a 0 , ..., a n , con a 0 =/=. 0 tales que 

(*) &n g11 "1" An-l^ n ~ 1 + * ' ’ + = 0. 

Deffnanse los numeros M, M lr .... M n y c lt .... tn como sigue. 


-j: 

et=e ‘ /„ 


M 

M k 


x p ~ l [{x -!)•••(*- n)]V 


(p - 1)! 

x p ~ l {{x — 1) • • • (x — n)] p e 
k {p - 1)! 

** p-1 [(* — 1) * * * (x — n)] p e~ 


(P-1)'. 


dx, 

—X 

— dx , 

*X 

- dx. 
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El numero indeterminado p representa un numero primo * que elegiremos mis 
adelante. A pesar del aspecto terrible de estas tres expresiones, con un poco de 
trabajo apareceran mucho mas razonables. Fijemonos primero en M. Si la expre- 
sion entre corchetes, 

[(* - 1) • • • (* - n)], 
se desarrolla, obtenemos un polinomio 

* n + * * * ±n\ 

de coeficientes enteros. A1 elevarlo a la potencia p este se convierte en un polino¬ 
mio todavla mas complicado 

*«*+... -t ( n i)p. 


As! pues, M puede escribirse en la forma 


np 

M = V * C. fV'V-4:, 

0 — 1 )! Jo 

a — Q 


donde los C son ciertos enteros, y C 0 = ±(n!) p . Pero 


As! pues. 


/o 


np 

M = ^ C a 

a =3 


x k e * dx = k ! 


(p - 1 + «)! 


(P-D! 

Ahora bien, para a = 0 obtenemos el termino 


* El termino «numero primo» se defini6 en el problema 2-17. Un hecho importante acerca de nu- 
meros primos serd aplicado en la demostracidn, aunque no se demuestra en este libro: Si p es 
un numero primo que no divide al entero a, y que no divide al entero b, entonces p tampoco 
divide a ab. En la bibliografla se dan referencias para este teorema (el cual es fundamental en la 
demostracidn de que la descomposki6n de un entero en producto de numeros primos es unica). 
Utilizaremos tambidn el resultado del problema 2-17 (d), de que existen infinitos numeros primos; 
el lector debe poder decir en qud puntos precisamente hace falta esta informacidn. 
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±(B!) '^5)i" ±(8,) ' 

Consideraremos ahora solamente numeros primos p > n ; entonces este tdrmino 
es un entero no divisible por p. Por otra parte, si a > 0, entonces 

c. = C.(p + a - l)(p + a - 2) • • • p, 

el cual es divisible por p. Por lo tanto, M mismo es un entero no divisible por p. 
Consideremos ahora M k . Tenemos 

**-■[(*-i: )■■■(*-n)Ye- dx 

]k (p- 1)! 

f‘ x’-'Kx - 1 ) • • • (x - n)] r e- fx - k) , 

h (p- 1)! 

Esto puede ser transformado en una expresion muy parecida a M mediante la 
sustituci6n 

u — x — k, 
du — dx. 

Los limites de integracidn pasan a ser 0 y oo, y 


M h 


-r 


(u + + A - 1) 


(u + k - n)Ye~ u 


(P- 1)! 


du. 


Existe una diferencia muy importante entre esta expresion y la de M. El termino 
entre corchetes contiene el factor u en el lugar k. Asi pues, la potencia p-esima 
contiene el factor u p . Esto significa que la expresidn entera 


(u + k)*~\{u + k-\) - - - {u + k- n)Y 

es un polinomio de coeficientes enteros, cada uno de cuyos terminos es de grado 
no menor que p. Asf pues. 
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M k 



D! 



U p-l+« e -u fa 


np 

V n ^ ~ 1 + 

4 * (P- 1 ) 

a* 1 


I 


donde los D a son ciertos enteros. Observese que la suma empieza con a = 1; en 
este caso coda uno de ios terminos de la suma es divisible por p. Asi pues, cada 
Mk es un entero que es divisible por p. 

Estd claro ahora que 


Afjfc + Cfc 

M ' 


k = 1 , ... , n. 


Sustituyendo en (*) y multiplicando por M obtenemos 


[at>M + a\M\ + * • * 4 - a n M n ] + [aiei + • * • + «n*n] — 0 . 

Ademds de exigir que sea p > n supongamos tambien que p > |a 0 |. Esto significa 
que tanto M como a 0 no son divisibles por p, de modo que a 0 M tampoco es divi¬ 
sible por p. A1 ser cada M k divisible por p, se sigue que 

doM + a\M\ + * * * + a n M n 

no es divisible por p. En particular es un entero no nulo. 

Para obtener una contradiction a la ecuaciOn supuesta (*), y demostrar asf 
que e es transcendente, s61o hace falta demostrar que 


|ai«l + * ' * 4* Qn*n\ 


puede hacerse tan pequeno como se quiera, eligiendo p suficientemente grande; 
basta evidentemente demostrar que cada |c*| puede hacerse tan pequeno como se 
quiera. Esto no exige m£s que algunas estimaciones sencillas; para el resto del 
razonamiento recuOrdese que n es cierto numero fijo [el grado de la supuesta ecua- 
cidn polinOmica (*)]. Para empezar, si 1 <k<n, entonces 


«*| < ** 
< 



\x^[(x_ -!)••»(*- njjjg 

<J> - D! 

nP-^Qc - 1) • • • (x - n)Y\e- 
(P- 1)! 


dx 

dx. 
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Sea ahora A el m&ximo de |(jc— 1) ... (x — n)| para x en [0, n]. Entonces 




~ (p-l)\Jo 

^ enn’-'A* r* 

~ 0 ~ V'Jo 

e^P-iAP 


dx 

dx 


0 - 1 )! 

^ e n n p A p _ e n {nA) p 
- 0 - 1 )! " 0 “ 1 )!* 


Pero n y A son fijos; asi pues, (nAy/ip — 1)! puede hacerse tan pequeno como 
se quiera haciendo p suficientemente grande. | 

Esta demostracion, lo mismo que la demostracion de que n es irracional, me- 
rece algunas consideraciones filosoficas. A primera vista, el razonamiento parece 
muy «avanzado»; despues de todo, utilizamos integrales, y ademds integrales 
desde 0 a oo. En realidad, como han observado muchos matematicos, las inte¬ 
grales pueden ser eliminadas por completo del razonamiento; las unicas integrales 
esenciales para la demostracidn son de la forma 

/ 0 " **<?“* dx. 


para k entero, y estas integrales pueden ser sustituidas por k\ siempre que se pre- 
senten. Asi pues, M, por ejemplo, podria haber sido definido inicialmente como 


M = 


np 

V ^ (/> - 1 + «)! 
4 “ (p - 1 )! ’ 

a = 0 


donde C a son los coeficientes del polinomio 

[{x - 1) • • • (x - n)] p . 

Aplicando repetidamente esta idea, se obtiene una demostracidn acompletamente 
elemental* de que e es transcendente, demostracion que se basa solamente en el 
hecho de que 
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e 


1 +- + -+- + 
1! 2! 3! 


Par desgracia, esta demostracion «elemental» es mas dificil de comprender que 
la original; jtoda la estructura de la demostracion debe quedar ocnlta s61o para 
eliminar unos pocos signos de integral! Esta situacidn no es en ningun modo 
particular de este teorema; los razonalnientos «elementales» son con frecuencia 
mas dificiles que los «avanzados». Nuestra demostracion de que it es irracional 
constituye un ejemplo de ello. Es probable que el lector ya no recuerde nada 
acerca de esta demostracion, salvo que encierra algunas funciones muy compli- 
cadas. Existe en realidad una demostracion m£s avanzada, pero mucho mds con¬ 
ceptual que demuestra que it es transcendente, hecho que es de gran interes tanto 
historicamente como en si mismo. Uno de los problemas cl as ic os de la matematica 
griega era construir, solo con regia y compas, un cuadrado cuya area fuese la del 
circulo de radio 1. Esto exige la construction de un segmento de longitud \fn> lo 
cual se puede llevar a cabo si es construible un segmento de longitud it. Los grie- 
gos fueron totalmente incapaces de decidir si un tal segmento podia ser construido, 
e incluso todos los recursos de la matematica moderna fueron incapaces de dilu- 
cidar esta cuestion hasta 1882. En dicho aiio Lindemann demostro que n es 
transcendente; puesto que la longitud de cualquier segmento que puede ser cons¬ 
truido con regia y compas puede escribirse en tdrminos de +, •; - , -r, y sf, y es 
por lo tanto algebraico, esto demuestra que es imposible construir un segmento 
de longitud it. 

La demostracion de que it es transcendente exige unos recursos matem&ticos 
considerables, demasiado avanzados para alcanzarse en este libro. Sin embargo, 
la demostracion no es mucho mas dificil que la demostracion de que e es trans¬ 
cendente. De hecho, la demostracidn para it es practicamente la misma que la 
demostracidn para e. Esta ultima afirmacidn quizd resulte sorprendente. La demos¬ 
tracidn de que e es transcendente parece depender tan enteramente de propiedades 
particulates de e que es casi imposible concebir como puede ser adaptada para it ; 
despues de todo, iqu6 tiene que ver e con nl j Pronto lo verd el lector! 


PROBLEMAS 

1. (a) Demostrar que si a > 0 es algebraico, entonces sfot es algebraico. 

(b) Demostrar que si a es algebraico y r es racional, entonces a + r y ar son 
algebraicos. 
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La parte (b) puede en realidad reforzarse considerablemente: la suma, 
producto y cociente de numeros algebraicos es algebraica. Este hecho 
es demasiado dificil para demostrarlo aqui, pero pueden examinarse 
algunoc casos particulares: 

2. Demostrar que \fT+ V"3~y + \/3) son algebraicos, hallando efecti- 

vamente las ecuaciones algebraicas que satisfacen. (Haran falta ecuaciones 
de grado 4.) 

*3. (a) Sea a un numero algebraico no racional. Supongase que a satisface la 
ecuacion polinomica 

/(*) = a n x n + a n -i* n-1 + * * ‘ + 0o = 0, 

y que ninguna funcion polinomica de grado inferior tiene esta propiedad. 
Demostrar que f{p/q) ^ 0 para cualquier numero racional plq. Indica- 
cion: Aplicar el problema 3-7(b). 

(b) Demostrar ahora que \f(plq)\ > 1 /q n para todos los numeros raciona- 
les plq con q > 0. Indicacion: Escribir f(p/q) como fraccion con el deno- 
minador comun q n . 

(c) Sea M = sup {|f(jt)|: |jc — a| < 1}. Aplicar el teorema del valor medio 
para demostrar que si plq es un numero racional con |a — plq\ < 1, en- 
tonces \oc — plq\ > 1 /Mq n . [Se sigue que para c = max (1, 1/M) tene- 
mos \<x — plq | > clq n para todos los plq racionales.] 

*4. Sea 


a = 0,110001000000000000000001000 . . . , 

donde los 1 estan en el lugar n\, para cada n. Aplicar el problema 3 para 
demostrar que a es transcendente. (Para cada n, demostrar que a no es raiz 
de una ecuacion de grado n.) 

Aunque el problema 4 solo menciona un numero transcendente particular, debe 
quedar claro que se pueden construir facilmente otros infinitos numeros que no 
satisfacen |a — pjq\ > c/q n cualesquiera que sean c y n. Tales numeros fueron 
considerados primeramente por Liouville (1809-1882), y la desigualdad del pro¬ 
blema 3 es llamada a menudo desigualdad de Liouville. Ninguno de los numeros 
transcendentes construidos de esta manera resulta ser particularmente interesante. 
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pero por algun tiempo los numeros transcendentes de Liouville fueron los unicos 
conocidos. Esta situacidn cambio radicalmente con el trabajo de. Cantor (1845-1918), 
quien demostro, sin exhibir ningun numero transcendente, que la mayor parte de 
los numeros son transcendentes. Los dos problemas siguientes nos dan una intro- 
duccion a las ideas que permiten dar sentido a tales afirmaciones. La definicidn 
basica con que debemos operar es la siguiente; Se dice que un conjunto A es 
numerable si es posible disponer sus elementos en una sucesion 

tfij £ 2 , u3> a 4 , ... . 

El ejemplo inmediato (en realidad, mis o menos el ideal platdnico de) conjunto 
numerable es N, el conjunto de los numeros naturales; evidentemente tambien es 
numerable el conjunto de todos los numeros pares: 

2, 4, 6, 8, . . . . 

Algo mis sorprendente es encontrar que Z, conjunto de todos los enteros (positi¬ 
ves, negativos, y 0) tambien es numerable, pero ver es creer: 

0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ... . 


Los dos problemas siguientes, donde se trazan las caracterlsticas basicas de los 
conjuntos numerables, constituyen en realidad una serie de ejemplos para demos- 
trar que (1) hay muchos mas conjuntos numerables de lo que se puede suponer 
y (2) existen, no obstante, algunos conjuntos no numerables. 

*5. (a) Demostrar que si A y B son numerables, entonces tambien lo es A u B = 
(x: x esta en A o x estd en B). Indicacion: Aplicar el mismo artificioque 
dio resultado para Z. 

(b) Demostrar que el conjunto de los numeros racionales positivos es nume¬ 
rable. (Esto es verdaderamente sorprendente; utilizar la siguiente demos- 
tracion descriptiva: 


n 


/n 

i i 


/ / / 


fill 

ft/ / 

Li f I i 


*••• 

»•••■) 
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(c) Demostrar que el conjunto de todos los pares (m, n ) de enteros es nume¬ 
rable. [Esto es practicamente lo mismo que la parte (b).] 

(d) Si A lt A 2 , A 3 , .... son todos numerables, demostrar que 

A!U A 2 U A 3 U • • • 

es tambien numerable. [Aplicar de nuevo el mismo artificio que en la 
parte (b).] 

(e) Demostrar que el conjunto de todas las ternas (l, m, ri) de enteros es nu¬ 
merable. [Se puede describir una terna (/, m, n ) mediante un par (/, m ) 
y un numero n .] 

(f) Demostrar que el conjunto de todas las «-tuplas a 2 , .... a n ) es nume¬ 
rable. [Si se ha hecho la parte (e), se puede hacer esto por induccion.] 

(g) Demostrar que el conjunto de todas las raices de las funciones polinomi- 
cas de grado n es numerable. [La parte (f) demuestra que el conjunto de 
todas las funciones polinomicas de grado n puede ser dispuesto segun 
una sucesion, y que cada una de estas funciones tiene a lo sumo n raices.] 

(h) Utilizar ahora las partes (d) y (g) para demostrar que el conjunto de todos 
los numeros algebraicos es numerable. 

* 6 . Puesto que resulta haber tantos conjuntos numerables, es importante observar 
que el conjunto de todos los numeros reales comprendidos entre 0 y 1 no es 
numerable. En otras palabras, no es posible disponer todos estos numeros 
reales segun una sucesion 


«i = 0M\ l a2 l a 3 1 ai 1 * • * 
<*2 = 0,ai 2 U2 2 fl3 2 <24 2 ' ' ' 
a 3 = 0,«i 3 tf2 3 a3 3 tf4 3 ‘ * ’ 


(en los segundos miembros se utiliza la notacion decimal). Para demostrar 
que esto es asi, supongase que fuese posible una tal lista y considerese el 
decimal 


0,<5i l a2 2 a 3 3 a4 4 


donde a n n — 5 si 5 y a n n = 6 si a n n = 5. Demostrar que este numero 

no puede estar en la lista, obteniendo asi una contradiccion. 
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Los problemas 5 y 6 pueden resumirse como sigue. El conjunto de todos los 
numeros algebraicos es numerable. Si el conjunto de los mimeros transcendentes 
fuese tambien numerable, entonces el conjunto de todos los numeros reales serfa 
numerable, segun el problema 5(a), y en consecuencia el conjunto de los numeros 
reales comprendidos entre 0 y 1 seria numerable. Pero esto es falso. Asi pues, el 
conjunto de los numeros algebraicos es numerable y el conjunto de los numeros 
transcendentes no lo es (« existen mas numeros transcendentes que numeros alge¬ 
braicos»). Los dos problemas restantes ilustran todavia mas lo importante que 
es distinguir entre los conjuntos numerables y los que no lo son. 

*7. Sea / una funcion no decreciente sobre [0, 1]. Recuerdese (problema 8-8) 
que lim f(x) y lim fix) existen ambos. 

(a) Para todo e > 0 demostrar que existen solamente un numero finito de 
numeros a en [0, 1] con lim f(x) — lim f(x) > e. Indicacidn: Existen, 

<r^a+ x —+or 

efectivamente, a lo sumo [/(l) — /(0)]/e de ellos. 

(b) Demostrar que el conjunto de los puntos en que / es discontinua es nu¬ 
merable. Indicacion: si lim f(x) — lim f(x) > 0, entonces es > 1/n para 

x-*a + x-*a~ 

algun numero natural n. 

Este problema demuestra que una funcion no decreciente es automitica- 
mente continua en casi todos los puntos. Para la derivabilidad, la situa¬ 
tion es mas diffcil de analizar y tambien mas interesante. Una funcion 
no decreciente puede dejar de ser derivable en un conjunto no numerable 
de puntos, pero sigue siendo verdad que las funciones no decrecientes 
son derivables en casi todos los puntos (segun un sentido diferente de la 
palabra «casi todos »). La referenda [33] de la bibliografia proporciona 
una bonita demostracion, aplicando el lema del sol naciente del proble¬ 
ma 8-20. Para los que hayan hecho el problema 10 del apendice al capf- 
tulo 11, es posible dar por lo menos una aplicacion a la derivabilidad de 
las ideas ya desarrolladas en este conjunto de problemas: Si / es con- 
vexa, entonces f es derivable excepto en aquellos puntos en que su 
derivada por la derecha f+ es discontinua; pero la funcidn f+ es decre¬ 
ciente, de modo que una funcion convexa es automdticamente derivable 
excepto en un conjunto numerable de puntos. 

* 8 . (a) El problema 11-66 hizo ver que si todo punto es maximo local para una 
funcidn continua f, entonces f es una funcion constante. Supongase ahora 
que se abandona la hipotesis de continuidad. Demostrar que f toma sola¬ 
mente un conjunto numerable de valores. Indicacion: Para cada x elegir 
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numeros racionales a* y b x tales que a* < x < b x y jc es un punto mdxi- 
mo para / sobre (a x , b x ). Entonces todo valor f(x) es el valor mdximo 
de / sobre algun intervalo (a*, b x ). ^Cudntos intervalos de £stos existen? 

(b) Deducir que el problema ll-66(a) es un corolario. 

(c) Demostrar de manera analoga el resultado del problema 11-66(b). 



CAP1TUL0 


21 

SUCESIONES INFINITAS 


El concepto de sucesion infinita es tan natural que hasta parece pueda prescindirse 
de toda definicion. Se escribe con frecuencia sencillamente «una sucesion infinita 

a x , a 2 , a 3 , a 4 , « 5 , ...» 

indicando los tres puntos que los numeros a , continuan «indefinidamente» hacia 
la derecha. No es dificil, sin embargo, formular una definicion rigurosa de suce¬ 
sion infinita; lo importante acerca de una sucesion infinita es que para todo 
mimero natural n existe un numero real a n . Es precisamente este tipo de corres- 
pondencia lo que se quiere formalizar con las funciones. 

DEFINICION 


Una sucesidn infinita de numeros reales es una funcidn cuyo dominio es N. 


Desde el punto de vista de esta definicion, deberfa designarse una sucesion 
mediante una simple letra tal como a, y los valores particulares mediante 

«0)> a(2), a(3), . . . , 

pero la notacidn con subindices 
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02 > (23, .. . 


es la que se usa casi siempre, y la misma sucesion se suele designar mediante un 
simbolo tal como { a n }. Asi pues, {«}, {(—1)"}, y {1 In) designan las sucesiones 
a, (3, y y definidas por 


a n = n, 

£» = (~V n , 
v 

7 n = - 

n 

Para una sucesion, lo mismo que para cualquier funcion, se puede trazar la grafica 
(figura 1), pero la grafica por lo general dice muy poco, ya que la mayor parte 
de la funcion no cabe en la pagina. Se obtiene una representacion mas convenien- 



• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• • • • • 



(a) 

{£»} 

(b) 

(c) 


FIGURA 1 


te de una sucesion marcando simplemente los puntos a x , a 2 , a 3 .sobre una recta 

(figura 2). Este tipo de diagrama indica «hacia donde va» la sucesion. La suce¬ 
sion {a n } «va hacia el infinito», la sucesion {/3 n } «va dando saltos entre —1 y 1», 

- 1 -.-.——*-•-•— 

0 a i a 2 as at a 6 


-•- 1 -•- 

— fib — @3 = 0 $2 = /?4 — ^6 = 


74 7 ! 

-\——•-- 

o 7* 73 7i 


FIGURA 2 
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y la sucesion {y„} «converge hacia 0». De las tres frases entre comillas, la ultima 
constituye el concepto crucial asociado con las sucesiones, y sera definido con pre¬ 
cision (la definicion se ilustra en la figura 3). 

_ a N+i _ a.v+t 

/ — t / ay+4 a.v + -> a.v / -j- e a* a* 

DEFINICION 


Una sucesion { a n } converge hacia l (en si'mbolos lim a n = l) si para todo e > 0 

n-*oo 

existe un numero natural N tal que, para todos los numeros naturales n, 
si n > N, entonces \a n — /| < e- 


Ademas de la terminologia introducida en esta definicion, decimos a veces que 
la sucesion {a„} tiende hacia l o que tiene el limite l. Se dice que una sucesion { a n } 
converge si converge hacia / para algun l, y que diverge si no converge. 

Para demostrar que la sucesion {y„} converge hacia 0, basta observar lo si- 
guiente. Si c > 0, existe un numero natural N tal que 1/A < e. Entonces, si n > A 
tenemos 

1 1 

Y« = - < — < s, de donde \y n - 0| < s. 

n A 

El limite 

lim V^n + 1 — yfn — 0 

n—* oo 

parecera probablemente razonable despues de un poco de reflexion (dice simple- 
men te que n + 1 es practicamente lo mismo que \Z7T cuando n es grande), pero 
la demostracion matematica podrfa no ser tan evidente. Para estimar \f n + 1— »/n 
podemos aplicar un artificio algebraico: 

A /—— a/" (V n + 1 _ Vn)(V« + 1 + V'n) 

V n + 1 — V n = - —===== -—- 

V n + 1 + v« 

rc + 1 — n _ 1 

Vn + 1 + Vn Vn + 1 + Vn 
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Es tambien posible estimar n + 1 — sTn aplicando el teorema del valor medio 
a la funcion f(x) = \Tx ~sobre el intervalo [n, n + 1]. Obtenemos 


Vn + 1 
1 




= /'(*) 


1 

2V; 5 

i 

2 \^n 


para algun x de ( n, n + 1) 


Se puede utilizar cualquiera de estas estimaciones para demostrar el limite ante¬ 
rior; la demostracion detallada se deja para el lector como ejercicio sencillo pero 
que vale la pena hacer. 

El limite 


3 n 3 + In 2 + 1 3 

lim - = - 

71— ► « 4 n 3 — Sn + 63 4 


deberia tambien parecer razonable, ya que los terminos que encierran rf son los 
mas importantes cuando n es grande. Si se recuerda la demostracion del teore¬ 
ma 7-9 se adivinara el artificio que convierte esta idea en una demostracion; 
dividiendo numerador y denominador por n 3 se obtiene 


3 n* + In 2 + 1 
4 n 3 - 8n + 63 


3 + - + 


n 


7T 


4 — — + — 

n 2 n 3 


Utilizando esta expresion, la demostracion del limite anterior no es diffcil, espe- 
cialmente si se tienen en cuenta los siguientes hechos: 

Si lim a n y lim b n existen ambos, entonces 

•n—►«> n—♦ oc 

lim (a n -f b n ) = lim a n + lim b n , 

n—»» 7i—*« n—► oo 

lim ( a n • b n ) = lim a n * lim b n ; 

n —* oo 7i—► ao ji —* oo 


ademas, si lim b n ^ 0, entoncej b n ^0 para todo n mayor que algun N, y 

7l-*00 
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lim a n /b n = lim a n /lim b n . 

n—*» n—♦ «• n—►« 

(Si hubiesemos querido hablar con absoluta precision, la tercera afirmacidn hu- 
biese tenido que ser todavia mas complicada. Tal como esta, estamos considerando 
el limite de una sucesion {<?„} = [a n lb n ), donde los numeros c» podrian incluso 
no estar definidos para algunos n < N. Esto, en realidad, no tiene importancia 
—para tales n podriamos definir c n de cualquier manera que quisieramos— ya que 
el limite de una sucesion no se altera si cambiamos la sucesion en un numero 
finito de puntos.) 

Aunque estos hechos son muy utiles, no nos molestaremos en establecerlos 
como teorema; el lector no debe tener dificultad para demostrar por si mismo 
estos resultados, al ser la definicion de lim a* — l tan parecida a las anteriores 

n—»°o 

definiciones de limites, especialmente lim f(x ) — /. 

El parecido entre las definiciones de lim a* — l y lina fix) — / cs algo mas que 
pura analogia; es posible definir el primero en terminos del segundo. Si f es la 



funcidn cuya grafica (figura 4) consiste en segmentos rectilineos que unen los 
puntos de la grdfica de la sucesion de modo que 

f(x) = (a„+i - a n ){x ~ n) 4* a„, n < x < n + 1, 

entonces 

lim a n = / si y s61o si lim fix) = /. 

«-»* “ 

Inversamente, si / satisface lim/(x) = /, y a„ = fin), entonces lim^Un = l- 

Esta segunda observacioiTes con frecuencia muy util. Supongase, por ejemplo, 
que 0 < a < 1. Entonces 
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lim a n = 0. 

n—* oo 


Para demostrar esto observamos que 

lim a x = lim e xloea = 0, 


por ser log a < 0, de modo que x log a es negativo y grande en valor absoluto 
para x grandes. Observese que en realidad tenemos 

lim a n - 0 si \a\ < 1; 


ya que si a < 0 podemos escribir 

lim a n = lim (— l) B |a| M = 0. 

n—► go n —♦ oo 


El comportamiento de la funcion logaritmica indica tambien que si a > 1, 
entonces a n se hace arbitrariamente grande al hacerse n grande. Esta afirmacion 
se escribe a menudo 


lim a n = oo, a > 1, 

n—»«o 


e incluso se dice a veces que {ct} tiende hacia oo. Escribimos tambien ecuaciones 
tales como 


lim —a n = — oo 5 

n—»* 


y decimos que {— a n } tiende hacia — oo. Observese, sin embargo, que si a < —1, 
entonces lim a n no existe, ni siquiera en este sentido generalizado. 

n-»<» 

A pesar de esta conexion con un concepto familiar, es mas importante repre- 
sentarse la convergencia en terminos de la imagen de una sucesion de puntos sobre 
una recta (figura 3). Existe otra conexion entre lfmites de funciones y lfmites de 
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sucesiones relacionada con esta imagen. Esta conexion es algo menos evidente, 
pero considerablemente mas interesante, que la antes mencionada; en vez de deli¬ 
nk limites de sucesiones en terminos de limites de funciones, es posible invertir 
el proceso. 

TEOREMA 1 

Sea / una funcion definida en un intervalo abierto que contiene c, excepto quiza 
en c mismo, con 


lim f(x) = 1. 

x-+c 

Supongase que {a n } es una sucesion tal que 

(1) cada an pertenece al dominio de /, 

(2) cada a^^c, 

(3) lim On —c. 

n-»<x> 

Entonces la sucesion {f(a n )} satisface 

lim f(a n ) = /. 


Reclprocamente, si esto se cumple para toda sucesion {a„} que satisface las con- 
diciones anteriores, entonces lim f(x) = /. 

DEMOSTRACI6N 

Supongase primerp que lim f(x) = /. Entonces para todo e > 0 existe un 8 > 0 

4 

tal que, para todo x, 

si 0 < |jc — c\ < 8, entonces |/(x) — /| < s. 

Si la sucesion {a n } satisface lim a* = c, entonces (figura 3) existe un numero 

*-*■00 

natural N tal que 

si n> N, entonces {o^ — c\ < 8. 



620 


Sucesiones infinitas y series mfinitas 


Segun nuestra eleccion de 8, esto significa que 


I/(<*») “ l\ < 6, 


lo cual demuestra que 


lirn f(a n ) = /. 

n —►« 


Reci'procamente, supongase que lim f(a n ) = / para toda sucesidn {a„} con 

n—»oo 

lim = c. Si no fuese lim f(x ) = /, entonces existirfa algun e > 0 tal que para 

n—r~*c 

todo 8 > 0 existirfa un jt con 

0 < |at — c| < 5 pero |/(*) — l\ > £. 

En particular, para todo n existirfa algun numero x n tal que 

\ 

0 < |* n - c\ < - pero |/0 n ) — /| > s. 
n 

Con esto la sucesion {jc n } convergerfa claramente hacia c, pero, por ser 
I/On) — /| > e para todo n, la sucesion (/On)) no convergerfa hacia /. Esto es- 
taria en contradiccion con la hipotesis, de modo que debe cumplirse lim f(x) = /. | 

X-+C 

El teorema 1 suministra muchos ejemplos de sucesiones convergentes. Por 
ejemplo, las sucesiones {a n } y {£„} definidas por 

a n = sen ^13 + ^ 

b n = cos ^sen ^1 -f- (— l) n • 

convergen claramente hacia sen(13) y cos(sen(l)), respectivamente. Es, sin embar¬ 
go, importante, disponer de algunos criterios que garanticen la convergencia de 
sucesiones que no sean ostensiblemente de este tipo. Existe un criterio importante 
muy facil de demostrar, pero que constituye la base para todos los demas resul- 
tados. Este criterio se expresa en terminos de conceptos definidos para funciones, 
los cuales por lo tanto son tambien aplicables a sucesiones: una sucesion {a n } 
es creciente si a„ +1 > a„ para todo n, no decreciente si a n+1 > a n para todo n, 
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y acotada superiormente si existe un numero M tal que a n <M para todo n ; exis- 
ten definiciones analogas para sucesiones que son decrecientes, no crecientes, y 
acotadas inferiormente. 

TEOREMA 2 

Si {a n } es no decreciente y acotada superiormente, entonces {a*} converge (un 
enunciado analogo se cumple si {a„} es no creciente y acotada inferiormente). 

DEMOSTRACI6N 

El conjunto A formado por todos los numeros a n es, segun se ha supuesto, aco- 

tado superiormente, de modo que A tiene una cota superior minima a. Decimos 

que lim aw = a (figura 5). En efecto, si e > 0, existe algun a N que satisface 
«-»*> 

a — a lV < e, puesto que a es la cota superior minima de A. Entonces si n > N 
tenemos 


a w > ay, de modo que a — a n < a — on < £• 
Esto demuestra que lim ctn — a. | 


0i Q-i a% o, 

FIGURA 5 

La hipotesis de que (a n ) esta acotada superiormente es claramente esencial en 
el teorema 2: si {aw} no esta acotada superiormente, entonces (tanto si {a*} es 
no decreciente como si no lo es) {a n } claramente diverge. Con esta consideracion, 
podria parecer que no deberia existir dificultad alguna en decidir si una sucesion 
no decreciente dada {a„} esta o no acotada superiormente, y en consecuencia si 
{a*} converge o no. En el proximo capitulo tales sucesiones surgiran de modo 
muy natural y, segun veremos, el decidir si convergen o no, no sera siempre trivial. 
De momento, puede el lector intentar decidir si la siguiente (evidentemente cre¬ 
ciente) sucesion est4 o no acotada superiormente: 

1 4* h 1 4- 2 + h 1 + i + £ + i, • • • • 

Aunque el teorema 2 trata solamente un caso muy particular de sucesiones, 
resuita m4s util de lo que a primera vista puede parecer, puesto que es siempre 
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posible extraer de cualquier sucesion {«„} otra sucesion que es o bien no creciente 
o bien no decreciente. Hablando con precision, definamos una subsucesion de una 
sucesion {«„} como una sucesion de la forma 

a nij <2n 2 5 a n t i • • • j 

donde los n , son numeros naturales con 


ni < ri 2 < n 3 < • • * . 


Entonces toda sucesion contiene una subsucesion que es o bien no decreciente 
o bien no creciente. Es muy posible confundirse al tratar de demostrar esta afir- 
macion, si bien la demostracion es muy corta cuando se acierta con la idea ade- 
cuada; vale la pena establecerla como lema. 

LEMA 

Cualquier sucesion { a n } contiene una subsucesion que es o bien no decreciente 
o bien no creciente. 

DEMOSTRACION 

Llamemos «punto cumbre» de una sucesion {a w } a un numero natural n tal que 
< On para todo m > n (figura 6). 



Caso 1. La sucesion tiene infinitos puntos cumbre. En este caso, si n Y < 
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< n 2 < n 3 < .... son los puntos cumbre, entonces a ni > a n2 > a ni > ...» de modo 
que { a nk } es la subsucesion (no creciente) deseada. 

Caso 2. La sucesion tiene solamente un numero finito de puntos cumbre. En 
este caso, sea n x mayor que todos los puntos cumbre. Puesto que n x no es punto 
cumbre, existe algun n 2 > n 1 tal que On 2 > a^, x . Puesto que n 2 no es punto cumbre 
(es mayor que n lt y por lo tanto mayor que todos los puntos cumbre) existe algun 
n 3 > n 2 tal que a n3 > a n2 . Continuando de esta forma obtenemos la subsucesion 
(no decreciente) deseada. | 

Si suponemos que nuestra sucesion original {a n } esta acotada, podemos esta- 
blecer de paso otro corolario. 

COROLARIO 

(TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS) 

Toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente. 

Hasta aqui es donde podemos llegar sin suposiciones adicionales: es facil 
construir sucesiones que tengan muchas, incluso infinitas, subsucesiones que con- 
verjan hacia numeros distintos (vease el problema 3). Existe otra suposicion razo- 
nable que, al anadirla, da una condicion necesaria y suficiente para la convergencia 
de cualquier sucesion. Aunque esta condicion no va a ser crucial para nuestro 
trabajo, simplifica muchas demostraciones. Ademas, esta condicion desempena 
un papel fundamental en investigaciones mas avanzadas, y solo por esta razon 
ya vale la pena que la establezcamos ahora. 

Si una sucesion converge, de modo que sus terminos eventualmente se aproxi- 
man todos a un mismo numero, entonces la diferencia entre dos cualesquiera de 
tales terminos debe ser muy pequena. Para ser precisos, si lim a* — l, para algun /, 

•n—►<* 

entonces para cualquier e > 0, existe un N tal que \on — /| < e/2 para n > N ; 
ahora bien, si es a la vez n > N y m > N, entonces 

£ £ 

|#n Gm\ — | a n /| "4" |/ U m \ K. — “f* — = £. 

Esta desigualdad final, j On — Om\ < e, que elimina la mencion del lfmite /, puede 
utilizarse para formular una condicion (la condicion de Cauchy) que es clara- 
mente necesaria para la convergencia de una sucesion. 
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DEFINICI6N 


Una sucesion { a n } es una sucesidn de Cauchy si para todo e > 0 existe un 
numero natural N tal que, para todo m y n, 

si m, n > N, entonces \a n — a m \ < s. 

(Esta condicion se escribe generalmente lim \a m — a n \ = 0.) 

ffl.it-* ao 


La elegancia de la condicion de Cauchy esta en que es tambien suficiente para 
asegurar la convergencia de una sucesion. Despues de todo nuestro trabajo preli- 
minar, queda poco por hacer para demostrar esto. 

TEOREMA 3 

Una sucesion { On} converge si y solo si es una sucesion de Cauchy. 
DEM0STRACI6N 

Hemos demostrado ya que {a„} es una sucesion de Cauchy si converge. La demos- 
tracion de la reciproca contiene solamente una caracteristica artificiosa: demostrar 
que toda sucesion de Cauchy { a n } esta acotada. Si tomamos e = 1 en la definicion 
de una sucesion de Cauchy encontramos que existe algun N tal que 

\Om — a»| < 1 para m, n> N. 

En particular, esto significa que 

\om — «n+i 1 < 1 para todo m > N. 

Asi pues, {a^: m > N) esta acotada; puesto que los ai restantes son en ntimero 
finito, toda la sucesion esta acotada. 

El corolario del lema implica asi que alguna subsucesion de {On} converge. 
Solamente queda un punto, cuya demostracion se deja para el lector: si una 
subsucesion de una sucesion de Cauchy converge, entonces la misma sucesion de 
Cauchy converge. | 
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PROBLEMAS 


1. Compruebense cada uno de los siguientes lunites. 


(i) lim 


n+ 1 


= 1. 


(ii) lim — = 0. 

(iii) lim vV + 1 — n + 1 = 0. Indicacion: El lector debe poder 
dempstrar por lo menos que lim V^ 2 -p 1 — Vn 2 = 0. 

n—> oo 
W ! 

(iv) lim — = 0. Indicacion: n! = n(n — 1) ... k\ para k < n, en par- 

n—*« n n 

ticular, para k < n/2. 

(v) lim Vfl * 1, a > 0. 

n—♦ «o 

(vi) lim Vn = 1. 


(vii) lim Vn 2 -}- n — 1. 


(viii) lim Va n + = max (a, b). 

»—> oo 

.. «(«) 


(ix) lim 


0, donde a(n) es el numero de numeros primos que divi- 


n—*w n 

den rt. Indicacion: El hecho de que todo numero primo es 2: 2 pro- 
porciona una estimacion muy sencilla de lo pequeno que debe ser a(n). 


‘(x) lim 


I 


k? 


n 


j»+i 


p + 1 


2. Hallar los limites siguientes: 

n n + 1 


(i) lim 


n-»co fl 1 


(ii) lim n Vn + 4* 
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(iii) 

lim 2 " + <-»* . 

n-*oo 2” +1 + (~1)” +1 

(iv) 

lim (” 1 ) n V / «sen(« n ) 

n — co Tl -f- 1 

(v) 

a n - b n 

n-co a n + b n 

(vi) 

lim nc n , |c| < 1. 

n-+co 

(vii) 

On 2 

lim — 

n-»oo nl 


3. (a) ^Que puede decirse acerca de la sucesion {«„} si es convergente y cada 
uno de sus terminos a n es entero? 

(b) Hallar todas las subsucesiones convergentes de la sucesidn 1, —1, 1, —1, 
1, —1, ... (Existen infinidad de ellas, pero s61o hay dos limites que estas 
subsucesiones pueden tenet.) 

(c) Hallar todas las subsucesiones convergentes de la sucesidn 1, 2, 1, 2, 3, 

1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, ... (Existen infinitos limites que estas subsucesio¬ 
nes pueden tener.) 

(d) Considerese la sucesidn 


h i, i, f, f, h 


i, 




i,Para que numeros a existe una subsucesion que converge hacia a? 

4. (a) Demostrar que si una subsucesion de una sucesion de Cauchy converge, 

entonces tambien converge la sucesion de Cauchy original. 

(b) Demostrar que cualquier subsucesion de una sucesion convergente es 
convergente. 

5. (a) Demostrar que si 0 < a < 2, entonces a < </Ia < 2. 

(b) Demostrar que la sucesion 

V2, VIVl, ^2 V 2 V 2 , 


converge. 

(c) Hallar el limite. Indicacion: Observese que si lim a n = /, entonces 

i n—►*> 

lim >/2a n = \ r 2U segun el teorema 1. 
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6. Sea 0 < a\ < b\ y definamos 


<2 71+ 1 


"s/ a n b, 


>n +1 


Hb b n 
2 


(a) Demostrar que cada una de las sucesiones {a n } y {£„} converge. 

(b) Demostrar que las dos tienen el mismo limite. 

7. Hemos visto en el problema 2-16 que para cualquier aproximacion racional 
m/n a \Jl se puede obtener una aproximacion mejor (m + 2n)/(m + n ). En 
particular, partiendo de m = n = 1, obtenemos 


(a) 


(b) 


(c) 


3 7 
1 - - 
’ 2 ’ 5 ’ 

Demostrar que esta sucesion viene dada en forma recursiva por 

o.\ — 1 , a n+ 1 = 1 + -—;- 

1 T Ait 

Demostrar que lim a n — V2. Esto proporciona el denominado de- 

co 

sarrollo en fraction continua 


V2 = 1 + 


1 


2 + 


1 


2 + 


Ayuda: Considerar por separado las subsucesiones {ai„} y {amn}. 
Demostrar que para cualesquiera numeros naturales a y b se cumple 


Va 2 -b b = a + 


2a + 


2a H - 


8. Identificar la funcion f(x) = lim (lim (cos n ! sr*) 2 *). (Ha sido mencionada mu- 

n—» v It *v 

chas veces en este libro.) 

9. Muchos limites de aspecto impresionante pueden ser calcuiados facilmente 
(en particular por el que los construye), puesto que son en realidad sumas 
inferiores o superiores disfrazadas. Con ayuda de esta observacion, calcular 
cada uno de los siguientes. (Aviso: la lista contiene un elemento errante que 
puede ser calculado mediante consideraciones elementales.) 
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n r~ « /- n / 

,. N _. v« + + • • • + V 

(1) lim-• 

n—* ® W 

.... .. v7 + v 7 ? + . . . + v 7 ^ 

(u) lim- 

n —*» Tl 


(Hi) 

(iv) 


(v) 

(vi) 


lim 

n —► qo 


B 


\n + 1 

G + (TTIT 2 + ' ‘' + <5j0' 

((n 


n-*» \(n 4* l) 2 (« + 2) 2 ( 

lim f—4- — + • • • + —-- ) 

n-*«> \n 2 + 1 / 2 2 -f- 2 2 n 2 + n 2 / 


.? _y 

n + «) 2 / 


10. Aunque los Iimites tales como lim v 7 ^ y lim a" pueden calculate utilizando 

II -* *• II —»X 

hechos acerca del comportamiento de las funciones logarftmica y exponen- 
cial, este procedimiento no es satisfactory, porque las raices enteras y las 
potencias pueden definirse sin utilizar la funcion exponencial. Algunos de 
los razonamientos «elementales» corrientes para tales Iimites se indican aqui; 
los instrumentos basicos son desigualdades derivadas del teorema del bino- 
mio, notablemente 


(1 + h) n > 1 nh, para A > 0; 


y, para la parte (e), 

(1+ *).> 1+ nh + k , > <*l: lL> paraA > o. 


(a) Demostrar que lim a n — oo si a > 1, poniendo a — 1 + h, donde h > 0. 

n— 

(b) Demostrar que lim a' 1 — 0 si 0 < a < 1. 

n _ n _ 

(c) Demostrar que lim <J~a =1 si a > 1, poniendo >J~a— 1 + h y esti* 

«-»<v 

mando h. 
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(d) Demostrar que lim sfa = lsiO<a<l. 

n 

n 

(e) Demostrar que lim s/~n — 1. 

■n-*oo 

11* (a) Demostrar que una sucesion convergente es siempre acotada. 

(b) Supongase que lim a* = 0, y que cada a„ > 0. Demostrar que el con- 

n —**> 

junto de todos los numeros a n tiene en realidad un elemento m£ximo. 
12. (a) Demostrar que 

—~7 < log (« + !)- log n <-' 
st 1 n 


(b) Si 


a n = 1 + \ \ ‘ ‘ ' + - - log n, 

2 3 n 


demostrar que la sucesion {a n } es decreciente, y que cada > 0. Se 
sigue que existe un numero 


= lim ( 1 — log «\ 

n—»« \ Tl / 


Este numero, conocido como numero de Euler, ha resultado ser del todo 
refractario; no se sabe siquiera si y es racional. 

13, (a) Supongase que / es creciente sobre [1, od]. Demostrar que 

/( 1 ) +•••+/(»- 1 ) < /,’/(*) dx<}{ 2) + • • • +/(«).- 


(b) Elfjase ahora / = log y demuestrese que 


n n , (n -b l) n+1 n n+l 
- < n\ < - < -; 

„n—l ,n .n-1’ 


se sigue que 


n / - 

.. Vn! l 

lim- = — 

n— * • n e 
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Este resultado indica que >fnT es aproximadamente nje, en el sentido 
de que la relacion entre estas dos cantidades tiende hacia 1 para n grande. 
Pero no podemos concluir que n\ esta proximo a ( n/e)“ en este sentido; 
de hecho, esto es faiso. Una estimacion para n\ es muy deseable, incluso 
para calculos concretos, ya que n\ no puede ser calculado facilmente ni 
siquiera con tablas de logaritmos. El clasico (y diffcil) teorema que pro- 
porciona la informacion adecuada se encontrara en el problema 26-19. 

14. (a) Demostrar que la tangente a la grafica de / en (xo, A x o)) corta al eje 
horizontal en (xi, 0), donde 


X\ 


x 0 


f(x o) 
fix o) 



FIGURA 7 


Este punto de interseccion se puede considerar como una primera 
aproximacion al punto en que la grafica de / corta al eje horizontal. 
Si empezamos ahora en xi y repetimos el proceso para obtener xi y des¬ 
pues utilizamos xi para obtener x 3 , etc., llegamos a una sucesion defi- 
nida inductivamente por 


Xn +1 


fjXn) 

I'M 


La figura 7 sugiere que {x n } converge hacia un numero c con fie) ~ 0; 
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en esto consiste el denominado metodo de Newton para hallar un cero 
de /. En este problema vamos a establecer condiciones para que el me¬ 
todo de Newton tenga eflcacia (las figuras 8 y 9 ilustran dos casos en 
que no la tiene). Pueden resultar utiles algunos hechos relacionados con 
la convexidad; vease el apendice al capitulo 11. 



FIGURA 8 FIGURA 9 


(b) Supongase que es / " > 0 y que tomamos xo con f{xo) > 0. Demostrar 
que es xo > x\ > xi > ... > c. 

(c) Pongamos 6* = x * - c. Entonces 




_ /(x t ) 

f(h) 


para algun de ( c, x*). Demostrar que 

s _ f( X k) _ f{Xk) 
+1 /'(£*) /'(**)' 


Concluir que 


8t+I “ f\u) /(**)' 1/ ” (,,)(x ‘ h)l 


para algun de (c, Xk), y despues que 
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Sea m = inf/'en [ c , xi] y pongamos M = supj/1 en [c, xi]. Demos- 
trar que el metodo de Newton resulta eficaz si Xo ~ c < C m/M. 

^Cual es la formula de x„-n cuando f{x) = x 2 - A? 

Si tomamos 1 = 2 y . v « = 1.4 obtenemos 
xo = 1.4 
v, = 1.4142857 
v, - 1.4142136 
.V;s - 1.4142136, 

que tiene ya 7 decimales exactos. Observar que el numero de decima¬ 
tes exactos se ha duplicado cada vez por lo menos. Esto queda esen- 
cialmente garantizado por la desigualdad (*) cuando es M/m < 1. 

15. Aplicar el metodo de Newton para obtener una estimacion de los ceros de 
las funciones siguientes: 

(i) fix) = tg x - cos 2 x 

(ii) fix) = cos x - x 2 

(iii) fix) = x 3 + x — 1 
fiv) fix) = x 3 - 3x 2 + 1 

*16. Demostrar que si lim a n - l, entonces 


cerca de 0 
cerca de 0 
en [0, 1] 
en [0, 1] 


(d) 

(e) 


lim 

n —> oo 


(ai -f • ’ • H~ a n ) _ ^ 
n 


Indicacion: Este problema es muy parecido (en realidad un caso particular) 
al problema 13-41. 

17. Supongase que / es continua y que lim fix + 0 - /(*) = E)emostrar 
que lim /(x)/x = 0. Ayuda: Ver el problema anterior. 

x~* r . o 

*18. Supongase que a n > 0 para cada n y que Jhn a n+ Ja n = /. Demostrar que 

lim -fan = /. Indicacion: Esto requiere el mismo tipo de razonamiento que 
, 1-00 „ 

da resultado en el problema 16, junto con el hecho de que Jun y a = 1 
para a > 0. 



Sucesiones infinitas 


633 


19. (a) Supongase que {«„} es una sucesion convergente de puntos, todos ellos 

en [0, 1]. Demostrar que lim a n esta tambien en [0, 1]. 

(b) Hallar una sucesion convergente {a,,} de puntos de (0, 1) tal que lim a n 

n-»oo 

no este en (0, 1). 

20. Supongase que f es continua y que la sucesion 

x, f(x), f(f(x)), f(J(f(x))), . . . 

converge hacia /. Demostrar que l es un «punto fijo» para /, es decir, /(/) = /. 
lndicacion: Se han presentado ya dos casos particulares. 

21. (a) Supongase que / es continua sobre [0, 1] y que 0 </(*)< 1 para todo x 

de [0, 1]. El problema 7-11 indica que / tiene un punto fijo (segun la 
terminologia del problema 20). Si / es creciente, se puede hacer una afir- 
macion mucho mas fuerte: Para todo x de [0, 1], la sucesion 

fix), ... 

tiene limite (el cual es necesariamente un punto fijo, segun el proble¬ 
ma 20). Demostrar esta afirmacion, examinando el comportamiento de 
la sucesion para /( jc) >jcy j{x) < x, o bien observando la figura 10. Un 



diagrama de este tipo se usa en la obra de Littlewood Mathematician s 
Miscellany para encarecer el valor de los dibujos: «Para el profesional 
la unica demostracion que hace falta es [esta figura],» 

*(b) Supdngase que f y ft son dos funciones continuas sobre [0, 1], con 
0 < f(x) <1 y 0< £(.*) < 1 para todo x de [0, 1], que satisfacen f°g = 
— g° f. Supongase, ademas, que f es creciente. Demuestrese que f y g 
tienen un punto fijo comun; en otras palabras, existe un numero / tal 
que f(0 — l ~ g{0- lndicacion: Empiecese eligiendo un punto fijo para g. 
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***(c) £Se cumple la conclusion de la parte (b) sin la suposicion de que / es 
creciente? 

El artificio del problema 20 es en realidad de mucho mas valor que lo que el 
problema 20 puede sugerir, y algunos de los mas importantes «teoremas de punto 
fijo» se basan en la observacion de sucesiones de la forma x, f(x ), f(j(x)), ... Un 
caso particular, pero representative, de un teorema de este tipo se trata en el 
problema 23. (para el cual el problema proximo constituye una preparacion). 

22. (a) Utilizar el problema 2-5 para demostrar que si c^l, entonces 

c m _-n+1 

c m + c m+1 +•••+*»« ---- 

1 — c 

(b) Supdngase que |c| < 1. Demostrar que 

lim c m ■+■ • ♦ • -j- c n = 0. 

m,n—+ oo 

(c) Supongase que {* w } es una sucesion con \x n — jc w+1 | <c n , donde c< 1. 
Demostrar que {jr*} es una sucesion de Cauchy. 

*23. Supongase que / es una funcion sobre R tal que 

(*) I f(x) — /0)| ^ c\x — y|, para todo x e y, 

donde c < 1. (Una tal funcion recibe el nombre de contraction.) 

(a) Demostrar que / es continua. 

(b) Demostrar que / tiene a lo sumo un punto fijo. 

(c) Considerando la sucesion 

fix), /(/(*)), 

para cualquier x de [a, b], demostrar que f tiene un punto fijo. (Este 
resultado, en un contexto m&s general, es conocido como «lema de con- 
tracci6n».) 

24. (a) Demostrar que si/es derivable y[f] < 1, entonces / tiene a lo sumo 
un punto fijo. 

(b) Demostrar que si |f '(x)| < c < 1 para todos los x, entonces / tiene un 
punto fijo. 

(c) Hacer ver mediante un ejemplo que la hipotesis |/'(*)l < 1 no es sufi- 
ciente para que / tenga un punto fijo. 
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25. Este problema es una especie de redproco del anterior. Sea b„ una sucesion 
deflnida poniendo bi = a, b n +i =J[b„). Demostrar que si b = lim b n existe y 

n-* co 

/' es continua en b, entonces 1/'(Z>)| < 1. Ayuda: Si [/'(£)| > 1, entonces 
|/'(x)| > 1 para todos los x de un intervaio en torno a b, y para un n sufi- 
cientemente grande, b„ estara en este intervaio. Considerar ahora a / en el in¬ 
tervaio [b, b„]. 

26. Este problema investiga para que valores de a > 0 tiene sentido el simbolo 


< 2 °°•' 

Dicho de otro modo, si definimos bi = a, b n+ 1 = a bn , ^cuando existe 
b = lim b n ? 

n-*co 

(a) Demostrar que si b existe, entonces a b = b. (La situation es analoga a 
la del problema 5.) 

(b) Segun la parte (a), si b existe, entonces a se puede poner en la forma 
y /y para un cierto y. Describir la grafica de g(y) = y Wy y concluir que 
0 < a < e ,/e . 

(c) Supongase que 1 < a < e I/e . Demostrar que {/?„} es creciente y tambien 
que b„ < e. Esto demuestra que b existe (y que es b < e). 

Para a < 1 el analisis es mas dificil. 

(d) Aplicando el problema 25, demostrar que si b existe, entonces 
e~ x < b < e. Despues demostrar que e e < a < e l/e . A partir de aqui su- 
pondremos que es e~ e < a <. 1. 

(e) Demostrar que la funcion 


/(*) 


a x 

log x 


es decreciente en el intervaio (0, 1). 

(0 Sea b el numero unico tal que a b = b. Demostrar que a <b< 1. Uti- 
lizando la parte (e) demostrar que si 0 < x < b, entonces x< a a < b. 
Concluir que l = lim a 2 „+\ existe y que es a aC = l. 

v- n-*>co , 

(g) Utilizando otra vez la parte (e) demostrar que es l-b. 

(h) Demostrar finalmente que lim a 2n + 2 — b, con lo que lim b 

n-+oo n -► co 


= b. 
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27. Sea {x w } una sucesion aeotada, y sea 


yn 


SUp jx n , X n+h *«+2, . • •}■ 


(a) Demostrar que la sucesion {y*} converge. El limite lim y n se designa 

n— 

por lim x n o bien por lim sup x n , y es llamado el limite superior de la 

71—>oo 

sucesion {xw}. 

(b) Hallar lim x n para cada una de las sucesiones siguientes: 



n 


(ii) * n = (-!)"-* 


(iii) *n = (-l) n 

(iv) x n = Vn. 



(c) Definir lim x n (o lim inf x„) y demostrar que 

M-*oo n —»oo 


lim x n < lim x n . 

n—♦ oo n—► oo 


(d) Demostrar que lim x n existe si y solo si lim x n = lim x n y que en este 


caso lim x„, = lim x n — lim x n . 

n-*<x> n— - 

n-»o° _ 

(e) Recordar la definicion del problema 8-18 de lim A para un conjunto 
acotado A. Demostrar que si los numeros x» son distintos, entonces 
lim x n = lim A, donde A — {*„: n en N}. 


28. En el apendice al capitulo 8 hemos definido la continuidad uniforme en un 
intervalo. Este concepto sigue teniendo sentido cuando y(x) se define sola- 
mente para valores racionales de x: diremos que / es uniformemente conti- 
nua en un intervalo si para todo £ > 0 existe algun 8 > 0 tal que si x e y 
son numeros racionales del intervalo y es \x - y\ <8, entonces [/(x) -Xf)I < e - 
(a) Sea x un punto cualquiera (racional o irracional) del intervalo y sea 
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{*„} una sucesi6n de puntos rationales del mismo tales que 
lim — x Demostrar que la sucesion {f{x„ )} converge. 

n-*oo 

(b) Demostrar que el Hmite de la sucesion {/(*„)} no depende de la forma 
de elegir {x n }. 

A este limite lo designaremos por /(*), de tal modo que / sera una ex¬ 
tension de / a todo el intervalo. 

(c) ' Demostrar que la funcion/ es uniformemente continua en el intervalo. 

29. Sea a > 0 y para los x racionales sea f{x) = a x segun la definition corriente 

del algebra elemental. Este problema hace ver directamente que/se puede ex¬ 
tender a una funcion continua / en toda la recta real. El problema 28 pro- 
porciona el instrumental necesario. 

(a) Demostrar que es a x < a y para valores racionales x < y. 

(b) Aplicando el problema 10, demostrar que para un e > 0 cualquiera, se 
tiene \a K - 1| < e para numeros racionales suficientemente proximos a 0. 

(c) Por medio de la ecuacion a x - a y - a y (a* +y - 1) demostrar que/es uni¬ 
formemente continua en cualquier intervalo cerrado, en el sentido del 
problema 28, 

(d) Demostrar que la funcion extendida J del problema 28 es creciente y 
satisface f( x + y) = f(x)J(y). 

*30. El teorema de Bolzano-Weierstrass se suele enunciar, y tambien demostrar, 
de modo muy diferente del que se ha dado en el texto el enunciado cla- 
sico utiliza la nocion de puntos de acumulacion—. Un punto x es un punto 
de acumulacidn del conjunto A si para todo e > 0 existe un punto a en A 
con \x — a\ < e pero x =£ a. 

(a) Hallar todos los puntos de acumulacidn de los siguientes conjuntos. 

(i) n en N 
In 

(ii) {- + i:n 
In m 

an) j(-i)*[t 

(iv) Z. 

(v) Q 

(b) Demostrar que x es un punto de acumulacidn de A si y sdlo si para 
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todo s > 0 existen infinitos puntos a de A que satisfacen \x — a\ < e. 

(c) Demostrar que lim A es el punto de acumulacion m£s grande de A, 
y que lim A es el mas pequeno. 

La forma usual del teorema de Bolzano-Weierstrass dice que si A es 
un conjunto infinito de numeros contenidos en un intervalo cerrado {a, b ], 
entonces algun punto de [a, b] es un punto de acumulacion de A. De¬ 
mostrar esto de dos maneras: 

(d) Utilizando la forma ya demostrada en el texto. Indicacidn: Puesto que 
A es infinito, existen en A numeros distintos jc 15 x 2 , jc 3 , ... 

(e) Utilizando el teorema de los intervalos encajados. Indicacidn: Si [a, b] 
se divide en dos intervalos, por lo menos uno de ellos contendrd infi¬ 
nitos puntos de A. 

31. (a) Utilizar el teorema de Bolzano-Weierstrass para demostrar que si / es con- 
tinua sobre [a, b\, entonces / esta acotada superiormente sobre [a, b]. In¬ 
dication: Si / no esta acotada superiormente, entonces existen puntos x„ 
en [a, b ] con f(x„) > n. 

(b) Utilizando tambien el teorema de Bolzano-Weierstrass, demostrar que si 
/ es continua sobre [a, b], entonces / es uniformemente continua sobre 
[a, b] (ver el apendice del capitulo 8). 

**32. (a) Sea {a*} la sucesidn 

h h h h h 1 > f> h h • • • • 

Supongase que 0 < a < Z? < 1. Sea N(n ; a, b ) el numero de enteros 

/ < n tales que a ; esta en [a, b]. (Asi, N(2 ; |) = 2, y N( 4; §) = 3.) 

Demostrar que 


^0; a, b) 

hm - = b — a. 


(b) Se dice que una sucesion {a*} de numeros de [0, 1] es uniformemente 

distribuida en [0, 1] si 


N(n; a, b) 

lim - = b — a 


para todo a y b con 0 < a < b < 1. Demostrar que si s es una funcidn 
escalonada definida sobre [0, 1], y {%} es uniformemente distribuida 
en [0, 1], entonces 
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i:- 


lim 


s(a i) + 


+ s(a n ) 


(c) Demostrar que si {aw} es uniformemente distribuida en [0, 1] y / cs inte¬ 
grate sobre [0, 1], entonces 


f f = lim 

J0 n—« 


fM + * * * +f(an) 


**33. (a) Sea / una funcidn definida sobre [0, 1] tal que lim f{y) existe para todo a 

de [0, 1]. Para cualquier e > 0, demostrar que existe solamente un nii- 
mero finito de puntos a de [0, 1] con |lim fiy) — f(a)\ > it. Indicacidn: 

v-*« 

Demostrar que el conjunto de tales puntos no puede tener un punto de 
acumulacidn x, demostrando que lim fiy) no podria existir. 

v-** 

(b) Demostrar que, en la terminologfa del problema 20-5, el conjunto de pun¬ 
tos en que / es discontinua es numerable. Esto resuelve finalmente la 
cuestidn del problema 6-16: Si / tiene solamente discontinuidades evita- 
bles, entonces / es continua excepto en un conjunto numerable de puntos. 
y en particular, / no puede ser discontinua por todas partes. 



CAPfTULO 



SERIES INFINITAS 


Las sucesiones infinites se introdujeron en el capftulo anterior con la intentidn 
especial de considerar en este capitulo sus «sumas* 

at + a% + Ui “f * ' ‘ 

Estes sumas no se pueden hacer sin ntes, ya que haste ahora la suma de infinitos 
numeros no ha sido nunca definida. Lo que puede definirse son «las sumas par* 
dales i 

Sn ** ax *f * ' ‘ 4“ a*, 

y se puede presumir que las sumas infinites deban definirse en tdtminos de estas 
sumas parciales. Afortunadamente, el mecanismo para formular este definiciOn ha 
sido desarrollado ya en el capitulo anterior. Si existe alguna esperanza de poder 
calendar la suma infinite at -f a t + «g 4 * «..# las sumas parciales sw deben repre¬ 
senter aproximaciones cada vez mis cercanas a medida que n se va haciendo mds 
grande, Este tUtima afirmacidn equivale a poco mils que una definiciOn grosera 
de limites: La esuma infinite* + u a -t- a s + deberia ser lim s n . Este modo de 

abordar el asfinto dejara necesariamente sin definir la «suma» de muchas suce- 
ciones, puesto que la sucesidn s n puede tecilmente dejar de tencr tin 1 finite. For 
ejemplo, la sucesidn 
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1, -1, 1, -1, . . . 

con a n — (—1)** +1 proporciona la nueva sucesibn 

Sl 
Si 

s* 

*4 


= ai ~ 

— ai + at = 0 , 

= ai + at -f- a% = 1, 

= a\ + at -+- ai + a* = 0 , 


para la cual no existe lim s n . Si bien existen muchas ingeniosas extensiones de la 

n-*oo 

definition aqui sugerida (vdanse los problemas 8 y 23-11) parece inevitable que 
algunas sucesiones carezcan de suma. Por esta razdn, una definition aceptable de 
suma de una sucesiOn debe contener, como componente esencial una terminologia 
que permita distinguir las sucesiones para las cuales pueden definirse las sumas, 
de las menos afortunadas. 

DEFINICION 


La sucesiOn {a»} es sumable si la sucesiOn {^} converge, siendo 

s n — a\ + * * * + u». 

En este caso, se designa lim s n por 

•o 

^ a n (o, menos formalmente, a\ + at + a a + * ’ •) 

n* 1 

y recibe el nombre de suma de la sucesiOn {a,*}. 


La terminologia introducida en esta definition se suele sustituir por expresio- 
nes menos precisas; de hecho, el titulo de este capitulo viene en este ienguaje 

oo 

corriente. Una suma infinita ^ a n es Uamada generalmente serie infinita, desta- 

n=l 

caudo la palabra < serie» la conexiOn con la sucesiOn infinita {#„}. La afirmaciOn 
de que { a n } es, o no es, sumable se sustituye convencionalmente por la afirma- 
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cidn de que la serie converge, o no converge. Esta terminologia es algo 

n=i 

<x> 

peculiar, porque en el mejor de los casos ^ a» designa un numero (de modo que 

no puede «converger») y no designa nada en absolute si {o»} no es sumable. Sin 
embargo, este lenguaje informal resulta conveniente, es muy usado, y es poco 
probable que pueda ceder ante ataques fundamentados en la 16gica. 

Ciertas operaciones aritmdticas elementales sobre series infinitas son conse- 
cuencias directas de la definicidn. Constituye un ejercicio sencillo demostrar que 
si {a*} y {bn} son sumables, entonces 

m • * 

Y, (*» + bn) = ^ J bnt 

n — 1 n —1 n — 1 

«o - v . 

A c-a» = c- A u». 

n — 1 »»“1 

Hasta ahora estas ecuaciones no son todavfa muy interesantes puesto que no tene- 
mos ejemplos de sueesiones sumables (aparte de los ejemplos triviales en los que 
los terminos son eventualmente todos 0). Antes de que demos efectivamente una 
sucesidn sumable, estableceremos algunas condiciones generates para la suma- 
bilidad. 

Hay una condicidn necesaria y suficiente para la sumabilidad que puede ser 
enunciada inmediatamente. La sucesidn {a*} es sumable si y sdlo si la sucesidn {s»} 
converge, lo cual ocurre, segun el teorema 21-3, si y Sdlo si lim Sm — s n — 0; 
esta condicidn puede expresarse en tdrminos de la sucesidn original como sigue. 

CRITERIO DE CAUCHY 

La sucesidn {a„} es sumable si y Sdlo si 

lim a n +i •+■ ’ * * 4- a m * 0. 

Aunque el criterio de Cauchy tiene importancia tedrica, es poco litil para decidir 
la sumabilidad de una sucesidn particular cualquiera. Sin embargo, una conse- 
cuencia sencilla del criterio de Cauchy suministra una condicidn necesaria para 
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la sumabilidad, condicion que es demasiado importante para dejar de mencionarla 
explicitamente. 

CONDICI6N DEL RESTO 

Si { On } es sumable, entonces 

lim a n = 0. 


Esta condicion se sigue del criterio de Cauchy tomando m = n + 1; tambien 
puede ser demostrada directamente como sigue. Si lim s n = l, entonces 

n-»<» 


lim a n = lim (s n — r n _i) = lim s n — lim r n _i 

n —► «o n—► n—► oo n—♦ oo 

= 1-1 = 0 . 

Desgraciadamente, esta condicion estd lejos de ser suficiente. Por ejemplo, 
lim 1/n — 0, pero la sucesion {1 Jn] no es sumable; efectivamente, la siguiente 

n—►*> 

agrupacion de los numeros 1/n demuestra que la sucesidn s n no es acotada: 


1 + i 4- i+1 + 1 4- i+jfr + j 

> i " >T" " >A 

(2 t6rminos (4 tinninos (8 tirminos 

cada uno > i) cada uno > J) cada uno > A) 

El metodo de demostracion utilizado en este ejemplo, un ingenioso artificio que 

posiblemente no se le ocurra a uno nunca, revela la necesidad de encontrar 

metodos mas en serie de atacar estos problemas. Estos metodos se desarrolla- 

rin pronto (uno de ellos va a proporcionar una demostracidn alternativa de 
00 

que J 1 In no converge) pero serd necesario dar antes unos pocos ejemplos 

n=l 

de series convergentes. 

La mds importante de todas las series infinitas es la «serie geomdtrica* 

to 

^* = l+r + f> + r'+'". 

n«0 
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Solamente son interesantes los casos |r| < 1, puesto que si |rj ^ 1 los terminos 
individuals no tienden hacia 0. Estas series son manejables porque sus sumas 
parciales 

r n = 1+ r + • • * + r* 

pueden calcularse en tdrminos sencillos. Las dos ecuaciones 

sn = l+f + HH- * • * +'* 
rs n = r + r*+ *. * * + r n + r n+1 

llevan a 

s.(l - r) = 1 - r" +l 


o 




1 - r w+l 
1 “ ,X. 


(la divisidn por 1 — r es vilida puesto que hemos excluido el caso r = 1). Ahora 
bien, lim r" = 0, puesto que |r| < 1. Se sigue que 



En particular. 



es decir. 


i + + + * * * “ 




sunta infinita que siempre es posible recordar con el dibujo de la figura 1. 
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F1GURA 1 

Especiales como son, las series geometricas constituyen ejemplos tipicos de los 
que se derivar&n importantes pruebas de sumabilidad. 

De momento vamos a considerar solamente sucesiones {a*} con cada a„ > 0; 
tales sucesiones son llamadas no negativas. Si {a n } es una sucesion no negativa, 
entonces la sucesion {j n } es claramente no decreciente. Esta observation, combi- 
nada con el teorema 21-2, suministra una sencilla prueoa de sumabilidad: 

CRITERIO DE ACOTACION 

Una sucesidn no negativa { On } es sumable si y solo si el con junto de las 
sumas parciales s n es acotado. 

En si mismo, este criterio no es muy util; decidir si el conjunto s* es o no acotado 
es precisamente lo que no sabemos hacer. Por otra parte, si se dispone de algunas 
series convergentes para comparacion se puede utilizar este criterio para obtener 
un resultado cuya sencillez encubre su importancia (constituye la base para casi 
todas las demas pruebas). 

TEOREMA 1 

(FRUEBA DE COMPARACION) 

Supdngase que 

0 < a n < b n para todo n. 

<30 OO 

Entonces si ^ b n converge, tambien converge ^ a*. 

«-l 

DEMOSTRACION 

Si 


Sn = a\ + ' * ' + On, 
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in ** b i + * * * + b n , 


entonces 


0 para todo n. 


go 

Ahora bien, {r*} es acotada, ya que J b n converge. Por lo tanto, {$*} es acotada; 

•-I 

oo 

en consecuencia, segun el criterio de acotacidn, ^ a n converge. I 


*-i 

Se puede utilizar con mucha frecuencia la prueba de comparacidn para anali- 
zar series de aspecto muy complicado en las cuales la mayor parte de la compli- 
cacidn es irrelevante. Por ejemplo. 



2 + sen*(n + 1) 
2 n + n* 


converge porque 

A ^ 2 + sen*(n -f 1) ^ 3 

u <-< —> 

2" + » J 2 W 


y 




n — 1 


es una serie (geomdtrica) convergente. Andlogamente, podemos esperar que la serie 



_1 _ 

1 *4-scn*n 5 


converja, ya que el termino «-esimo de la serie es prdcticamente 1/2” para valo- 
res grandes de n y podemos esperar que la serie 
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diverja, ya que (n + 1 )/(« 2 + 1) es practicamente \/n para valores grandes de n. Es- 
tos hechos son inmediatamente deducibles del teorema que sigue, otro tipo de 
«prueba de compasion». 

TEOREMA 2 


Si a„, b„> 0, y lim a n /b n = c ^ 0, entonces 23 a n converge si y solo si con- 

n-*co n—\ 

oo 

verge 23 b n . 

n«*l 

demostraci6n 

Supongase que ^ b n converge. A1 ser lim a n /b n = c, existe un N tal que 

n-1 n - co 

a n < 2 cb n para n > N. 

Pero la sucesion 2c b n ciertamente converge. Entonces el teorema 1 demues- 

00 ® 

tra que 23 «n converge y ello implica la convergencia de la serie total 23 

n-AT n=1 

que solo tiene un numero finito de terminos mas. 

El reciproco se sigue inmediatamente, ya que tenemos tambien 

lim b n /a n = \/c ^ 0. | 

n-*oo 

La prueba de comparacion da lugar a otras pruebas importantes al utilizar 

otras series previamente analizadas como catalizadores. Cuando se utiliza la serie 
00 

geometrica r n , que es la serie convergente por excelencia, se obtiene la mas 
n=o 

importante de todas las pruebas de sumabilidad. 


TEOREMA 3 

(PRUEBA DEL COCIENTE) 

Sea a n > 0 para todo n, y supongase que 

lim ^ - r. 
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Entonces ^ a n converge si r < 1. Por otra parte, si r > 1, entonces los terminos a n 

oo 

no tienden hacia 0, de modo que diverge. (Obsdrvese que es por lo tanto 

»=i 

esencial calcular lim a n+ Ja n y no lim a*/o» +1 .) 

«-»<» w-*oo 

DEMOSTRACI6N 

Supdngase primero que |r| < 1. Elijase un numero cualquiera s con r <s < 1. 
La hipotesis 

lim = r < 1 

n—* ■> a n 

implica que existe algun N tal que 

< s paran > N. 
a n 

Esto puede escribirse 

On+i < *a n para n > N. 

Asi pues, 

aN+i < sajfj 

on+2 < saN+ i < s 2 a n, 


<2N+k < S k atf. 

PC oo 

Puesto que ^ asS* = a s ^ s* converge, la prueba de comparacion indica que 


2 ° n ~ 2 **+* 
n“ N k =0 
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converge. Esto implica la convergencia de la serie 2j °n- 

71 = 1 

El caso r > 1 es todavfa mas facil. Si 1 < s < r. entonces existe un mimero N 
tal que 


> s paran > N , 
a n 


lo cual significa que 

&N+k > ONS k > k — 0, 1, ... . 

Esto indica que los terminos individuals de {u n } no tienden hacia 0, de modo 
que {dn} no es sumable. | 

ao 

Como aplicacion sencilla de la prueba del cociente, considerese la serie ^ 1/n!. 

n=i 

Haciendo a n = 1 In ! obtenemos 


1 

fln+i __ (w + 1)! _ n\ _ 1 

a n _1_ {n -f 1)! n + 1 

n\ 


Asi pues. 


lim ^ = 0, 


n—* « Cli 


lo cual indica que la serie 1/n! converge. Si, en cambio, consideramos la serie 


w 

^ r n jn !, donde r es algiin numero positivo fijo, entonces 
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,»+i 


r (* + 1)! r r 

lim- = lim 


n—« r 


» + 1 


= 0, 


nl 


de modo quc ^ r n jn ! converge. Se sigue que 


lim — = 0, 


»-* • n ! 


resultado ya demostrado en el capitulo 16. (La demostracion dada alii estuvo ba- 
sada en las mismas ideas utilizadas en la prueba del cociente.) Finalmente, si con- 

<x> 

sideramos la serie ^ nr H tenemos 


lim 

n—» «o 


(n + l)r" +1 
nr n 


.. n + 1 
lim r *- = r, 


ya que lim (n + l)/n = 1. Esto demuestra que si 0 < r < 1, entonces 2 j w* con " 

«-*» ,.i 

verge, y en consecueneia 

lim nr n = 0. 

n—» oo 

(Este resultado se cumple tambien claramente para —1 < r < 0.) Constituye un 
ejercicio util dar una demostracion directa de este limite, sin utilizar de interme- 
diario la prueba del cociente. 

Aunque la prueba del cociente va a ser de suma importancia tedrica, como 
instrumento prdctico muchas veces va a decepcionar. Un inconveniente de la prue- 
ba del cociente es el hecho de que lim On+Jcin puede ser muy dificil de determinar, 
c incluso puede no existir. Una deficiencia mds seria, que aparece con regularidad 
desconcertante, es el hecho de que el limite puede ser igual a uno. El caso 
lim OtH-JOn — 1 es precisamente el que no permite sacar ninguna conclusion: 
{a n } puede no ser sumable (por ejemplo, si a* = 1 In), pero tambien puede serlo. 
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30 

De hecho, nuestra proxima prueba demostrara que ^ (1 In) 2 converge, aun cuando 

»=i 



Esta prueba ofrece un metodo completamente distinto para la determination de 
la convergencia o divergencia de series infinitas; lo mismo que la prueba del 
cociente, es una consecuencia inmediata de la prueba de comparacion, pero la 
serie elegida para comparacion constituye una novedad. 

TEOREMA 4 

(PRUEBA DE LA INTEGRAL) 

Supongase que / es positiva y decreciente sobre [1, oo), y que f{ri) = a n para 

oo 

todo n. Entonces ^ a n converge si y solo si el lfmite 

n = 1 


existe. 

DEM OST R ACION 

La existencia de lim [ f es equivalente a la convergencia de la serie 

A—*cx> J l 

Ahora bien, al ser / decreciente tenemos (figura 2) 

/(» + 1 ) < f: + ' / < fin). 
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FIGURA 2 


La primera mitad de esta doble desigualdad indica que la serie Y a n 4.1 pue- 

, « n*l 

de compararse a la serie ^ J” + /, demostrando que ^ a n +1 (y por lo tanto 

m n “ 1 n “ 1 

y a n ) converge si lim / existe. 

La segunda mitad de la desigualdad indica que la serie ^ j n /puede 
« »■* 1 • *. 

compararse a la serie ^ u n) demostrando que lim J x f debe existir si ^ a n 

n — 1 ~* m . H««l 

converge. | 

Solamente vamos a dar aqui un ejemplo de aplieacidn de la prucba de la in¬ 
tegral, pero 6 ste resuelve la cuestion de la convergencia para un numero infinito 

de series a la vez. Si p > 0, la convergencia de Y \/n p ts equivalente, segun la 

n-1 

prueba de la integral, a la existencia de 

1 


f’l 

J 1 


dx. 


Ahora bien, 
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Esto indica que lim f A l/x p dx existe si p > 1, pero no si p ^ 1. Asf pues, 

A ->‘o J 1 

oo oo 

^ \/n p converge precisamente para p > 1. En particular, ^ 1/n diverge. 


n * 1 


n-1 


Las pruebas consideradas hasta aqui son aplicables solamente a sucesiones 
no negativas, pero las sucesiones no positivas pueden ser tratadas exactamente 
de la misma manera. Efectivamente, al ser 


X ~ (X an \ 

n = 1 n = 1 


todas las consideraciones acerca de sucesiones no positivas pueden reducirse a 
cuestiones que afectan a sucesiones no negativas. Las sucesiones que contienen 
terminos tanto positivos como negativos son cuestion totalmente distinta. 

oo 

Si ^ a n es una sucesion con terminos positivos y negativos, se puede con- 

n = 1 ,0 

siderar en su lugar la sucesion ^ |<3 n J, cuyos terminos son todos no negativos. 

n * 1 

Olvidando alegremente la posibilidad de haber desperdiciado toda la informacion 
interesante acerca de la sucesion original, vamos a dignificar aquellas sucesiones 
que se convierten por este procedimiento en sucesiones convergentes. 


DEFINICI6N 


La serie 


l 


a n es absolutamente convergente si la serie 



es converges 


n = 1 n — 1 

te. Mas formalmente, la sucesion { a „} es absolutamente sumable si la suce¬ 
sion {|<*»|} es sumable.) 


Aunque no tenemos ningun derecho a esperar que esta definicion pueda ser 
de interes, resulta ser sumamente importante. El teorema que sigue indica que 
por lo menos la definicion no es del todo inutil. 

TEOREMA 5 

Toda serie absolutamente convergente es convergente. Ademas, una serie es ab¬ 
solutamente convergente si y solo si la serie formada con sus terminos positivos 
y la serie formada con sus terminos negativos son ambas convergentes. 
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DEMOSTRACI6N 

m 

Si ^ |a„| converge, entonces, segun el criterio de Cauchy, 

»-i 

lim |<in+i| + • * * + |«m| = 0. 

m,n—no 


A1 ser 


se sigue que 


|u»+l + * ‘ * 4- a m \ < |<2*+l| + * * * + 


lim a R+ i 4- * * * + a m = 0, 


m.n—► • 


«0 

lo cual indica que ^ a n converge. 

»«1 

Para demostrar la segunda parte del teorema, sea 

<2», si a n > 0 

0, si a n < 0, 

a nf si a n < 0 


fln + = 


an — 


0, si a n > 0, 

«o to 

de modo que ^ a n + es la serie formada con los terminos positivos de ^ a n , 

m n-l »»1 

y ^ a n ~~ es la serie formada con los terminos negativos. 

n — 1 • • 

Si £ a n + y ^ a n ~ convergen ambas, entonces 

n*l n“1 

f M = 2 ~ * X ° n+ “ S 

ti«l n — 1 n ** 1 it*! 

m 

tambidn converts, de modo que V a n converge absolutamente. 

„ ■ ' n-l 

Por otra parte, si (a n j converge, entonces, segun acabamos de demostrar. 
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^ a n tambien converge. Por lo tanto, 

n = 1 


l 


<2 n 


+ 



n = 1 



CL n 


) 


y 



n = l 


00 



n« 1 


CO 



convergen ambas. | 

Se sigue del teorema 5 que toda serie convergente de terminos positivos puede 
utilizarse para obtener una infinidad de series convergentes, poniendo sencilla- 
mente signos menos al azar. Sin embargo, no todas las series convergentes pue- 
den ser obtenidas de esta manera —existen series que son convergentes, pero no 
absolutamente convergentes (tales series reciben el nombre de condicionalmente 
convergentes). Para demostrar esta afirmacion necesitamos una prueba de con¬ 
vergence que se aplique espedficamente a series con terminos positivos y negativos. 

TEOREMA 6 

(TEOREMA DE LEIBNIZ) 

Supongase que 


a\ > d2 > az >. ’ 4 4 > 0 , 


y que 


lim a n — 0. 

n—♦« 


Entonces la serie 


^ (— l) n+1 a n — ai — a 2 + a 3 — a A + a 6 — 4 4 4 

n = 1 


converge. 
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DEMOSTRACI6N 

La figura 3 ilustra las relaciones entre las sumas parciales que vamos a establecer: 

(1) ^2 < S 4 < St < * * * , 

(2) si > Si > Si > * * * , 

(3) Sk <'si si k es par y / impar. 

—I-1-1—H—I-H—I—I-1-1- 

St St S$ St Sit Sit SuSt Si S | St S i 

FIGURA 3 

Para demostrar las dos primeras desigualdades, observese que 

(1) J2n+2 = Si„ + «2»+l ^2» 

> Sini puesto que a in +i > « 2 »; 

(2) J2n+3 ~ Sin+1 — <*2n+2 "I" 02n+3 

^ S2n+u puesto que otn+t ^ <**»+*• 

Para demostrar la tercera desigualdad, observese primero que 


Sin **' Stn -1 ~ ^2n 

< Sin—i) al ser a tn > 0. 

Esto demuestra s61o uu caso particular de (3), pero en conjuncibn con (1) y (2), 
elcaso general es fdcil: si k es par y l impar, elljase n tal que 


entonces 


2 n > k y 2n — 1 > /; 


Sk — ^2n — Si n ~-l ^ 


lo cual demuestra (3). 

Ahora bien, la sucesibn {$•,»} converge, porque es no decreciente y acotada su 
periormente (por si para cualquier l impar). Sea 
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a = sup {i 2n } = lim r 2n . 

n—* «© 


Anilogamente, sea 


jS = inf {Jjin-f-i} = lim J 2 n +i- 

n—► • 

Se sigue de (3) que a < ft ; al ser 


•f 2 »+i — S 2 n — a 2n +i y lim a n — 0 

»—> 00 


se cumple efectivamente que a = /3. Esto demuestra que a = /3 = lim s w . | 

«-**> 

El ejemplo tipico derivado del teorema 6 es la serie 

1—i + £ “1 + i ~ ‘ * * » 


la cual es convergente, pero no absolutamente convergente (ya que 2, V* 110 

n — 1 

converge). Si la suma de esta serie se designa por jc, las siguientes manipulaciones 
Uevan a un resultado completamente paradojico: 

x = 1 — ^ J i + i+ * * * 

= 1 — £ — i + i — i + i - A - A + ^”A — A + ' * * 

(La regia seguida aqui consiste en tomar un termino positivo seguido de 
dos negativos.) 

= (i — i) — } + (i - i) — £ + (£ - A) _ A + (I — A) — A 

+ * • • 

= + i — i + A - A + i 1 t“A + 

= iO ~ i + + + — * * *) 

= h, 


de modo que * = jc/2, lo cual implica que jc = 0. Por otra parte, es ftcil ver 
que jc ^ 0 : la suma parcial s 2 es igual a y la demostraci 6 n del teorema de 
Leibniz indica que jc >s 2 . 
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Esta contradicci 6 n obedece a un paso en el cual se da por supuesto que las 
operaciones vilidas para sumas finitas tienen necesariamente operaciones ani- 
logas vilidas para sumas infinitas. Es verdad que la sucesidn 

(M - ~h —h ~ ~~h — A> —A> ' * * 

contiene todos los numeros de la sycesion 


{ a n ) = 1, — i, — h i, —i, h ~~h — A> A “A * ' * • 


Efectivamente, {b n } es una reordenacidn de {u n } en el siguiente sentido preciso: 
cada b n = a f(n) , donde / es una cierta funci on que apermuta# los numeros natu- 
rales, es decir, todo numero natural n es /(n) para precisamente un n. En nuestro 
ejemplo, 

/(2m + 1) = 3m + 1 (los terminos 1. i. i, ••• van a los lugares l.°, 4.°, 

7.o, •••), 

/( 4 m) = 3 m (los terminos —J-, — —A> ♦ • • van a los lugares 

3.°, 6 .o, 9.o, •••), 

/(4m + 2) = 3m + 2 (los terminos — — A • • • van a los luga¬ 

res 2.°, 5.°, 8 .°, * • •)• 


No obstante, no existe razon alguna para suponer que ^ b n deba ser igual 

<B n " 1 

a ; a n : estas sumas son, por definicidn, lim b 1 + • • • + b n y lim a x + • • • + a», 

Lj n—+ • n—♦ oo 


n«l 


de modo que el orden particular de los terminos puede importar. La serie 


| (-D“ + V 
11*1 


n no es particular a este respecto; en efecto, su comportamiento 


es tfpico de series que no son absolutamente convergentes —el siguiente resul- 
tado (en realidad mis un gran contraejemplo que un teorema) indica lo descon- 
certantes que son las series condicionalmente convergentes. 


TEOREMA 7 

m ♦> 

Si 2 ] a n converge, pero no converge absolutamente, entonces para cualquier nu- 

n — 1 « 

i^rdf a i^iste jpa reordenacidn {b n ) de {<*»} tal que ^ b n = a. 
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DEMOSTRACI6N 

00 * 

Sea y p n la serie formada con los terminos positivos de {o^} y sea Y q n la 

n=1 n=l 

serie de los terminos negativos. Se sigue del teorema 4 que por lo menos una de 
estas series no converge. De hecho, deben dejar de converger las dos, ya que si 
una de ellas tuviese sumas parciales acotadas, y la otra tuviese sumas parciales 


no acotadas, entonces la serie original 


l 


a n tendria tambien sumas parciales no 


n = 1 

acotadas, en contradiction con la hipotesis de ser convergente. 

Sea ahora a un numero cualquiera. Supongase, para mayor sencillez, que 
a > 0 (la demostracion para a < 0 sera una sencilla modification). Por ser la 


sene 


2 p* 


n = 1 


no convergente, existe un numero N tal que 


N 



> 


a. 


Elegiremos como el N mas pequeno con esta propiedad. Esto significa que 


Entonces si 


tenemos 



N i-l 

( 1 ) 

y pn < at. 


n = 1 


N i 

pero ( 2 ) 

y pn> at. 


n = 1 


N\ 

Si = 

Ip™ 


n = 1 

Si - 

at < pN r 


Esta relation, que queda clara por la figura 4, se sigue inmediatamente de la 
ecuacion (1): 
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fix, 


H—I—f- 


-(_ 

+ fin ,-1 


0 />, + 

FIGURA 4 


Pi + 


+ PS ,-1 + ps , 


iSFi — 1 

- a < Si - ^ pn = pN 

n» I 

A la suma Si anadimos ahora precisamente tantos terminos negativos como sean 
necesarios para obtener una nueva suma T\ que sea menor que a. En otras pa- 
labras, elegimos el entero M\ mas pequefio para el cual 

Mi 

Ti = Si + X ?»< «• 

-"*) n »1 

Como antes, tenemos 

a — T\ < —qu x . 


Continuamos ahora indefinidamente este procedimiento, obteniendo altema- 
tivamente sumas mds grandes y mas pequenas que a, eligiendo cada vez el N k 
o M fc mds pequeno posible. La sucesidn 

Ph • • ■ j qi, ... , qM» pN x +\, . . • , />jv„ ... 

es una reordenacidn de {a»}. Las sumas parciales de esta reordenacidn aumen- 
tan hasta S lt despues decrecen hasta 7\, despuds crecen hasta S 2 , despuds decre- 
cen hasta T it etc. Para completar la demostracidn observaremos simplemente 
que \Sk — a| y \T k — a| son menores o iguales que p Nk o — q Uut respectivamente 
y que estos tdrminos, al ser miembros de la sucesidn original {uw}, deben decre- 

so 

cer hacia 0, puesto que ^ a n converge. | 

«“ 1 

Junto con el teorema 7, el teorema prdximo establece definitivamente la dis- 
tincidn entre series condicionalmente convergentes y absolutamente convergentes. 
TEOREMA 8 

m 

Si J a n converge absolutamente, y {£„} es una reordenacidn cualquiera de {a*}, 
»■* 1 
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entonces ^ b n tambien converge (absolutamente), y 

71 =1 


2 a * = 2 4 ~ 
n “ 1 n — 1 

DEM OST R ACION 


Designemos por s n las sumas parciales de { a n } y por t n las de {&„}. 

OP 

Supongase que e > 0. Ar ser ^ a n convergente, existe algun N tal que 

n = 1 



n=»l 


Ademas, al ser 


I 


\a n I convergente, podemos tambien elegir N tal que 


^ |a«| — (|ai| + * ' * + |<zat|) < £, 

n — 1 


es decir, tal que 


|aAr+i| + |aAr +2 | + \< zn +3\ + * * * < S. 

Elijamos ahora M tan grande que cada uno de los a lt .... a N aparezca entre 
los b x , b M . Entonces siempre que sea m > M, la diferencia t m — s N es la 
suma de ciertos a it donde a lr .... a N quedan definitivamente excluidos. En con- 
secuencia. 


| t m — Sn I < + |<2V+2| + I^AT+sl + * 

Asi pues, si m > M, entonces 

00 00 

^ a» “* tm | = | ^ a n — sn + t m — sn 


n-l 


n ■» 1 
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+ | t m — J-jv| 

n = 1 
< £ + £. 

00 00 

A1 cumplirse esto para todo £ > 0, la serie converge hacia ^ a n . 

°o n = 1 n = 1 

Para demostrar que b n converge absolutamente, observese que {|&n|} es 

n=\ 

00 ®° 

una reordenacion de {|a n |}. A1 converger absolutamente ^ |<z n |, ^ |^n| con- 

| n « I n = 1 

La convergencia absoluta es tambien importante cuando de lo que se trata es de 
multiplicar dos series infinitas. A diferencia de lo que ocurre con la suma, para 
la que se tiene la simple formula 

^ S O-n + S bn = ( a n 4* ^n), 

n=l n=l »= 1 

no existe un analogo tan sencillo para el producto 

S a n*j ' ~ 0*1 4' + • • *) • (^1 + bz + • • •). 

Parece que tendriamos que sumar todos los productos a,bj. La dificultad estriba 
en que estos constituyen no una sucesion, sino un arreglo bidimensional: 



a\b\ 

aibi 

a\bz 

aib\ 

aibi 

ci^bz 

Qzb\ 

dzbi 

dzbz 


No obstante, los elementos de este arreglo se pueden ordenar para que formen 
una sucesion. La figura que sigue ilustra una de las infinitas maneras de hacerlo: 
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Supongase que {c„} es una sucesion de este tipo, que contiene exactamente una 
vez cada uno de los productos abj. Podriamos esperar entonces ingenuamente que 
se tuviera 


oo 




n 


S a n 


n=l 


OO 


•2>n- 


Esto sin embargo no es asi (vease el problema 8) lo cual tampoco es mucho de 
extranar ya que nada hemos dicho de la manera segun la que se han ordenado 
los terminos. El teorema que sigue demuestra que el resultado es valido siempre 
que la espedfica ordenacion de los terminos sea irrelevante. 

TEOREMA 9 


Si a « y S b n convergen absolutamente y {c n } es una sucesion cualquiera 

n=l n= 1 

que contiene los productos aibj para cada par (/, j), entonces 

oo oo oo 

C n — 2D a n ' bn- 

n=l n= 1 n=l 


DEMOSTRACION 

Observese en primer lugar que la sucesion 

Pl = X) W • S l^il 

i*» 1 j= 1 

converge, ya que {a n } y son absolutamente convergentes y el limite de un pro- 
ducto es el producto de los limites. Asi pues \pl\ es una sucesion de Cauchy, lo 
cual quiere decir que para cualquier s > 0, si L y L ' son suficientemente gran- 



Series infinitas 


665 


des, entonces 

£ kl •£ kl - £ kl •£ kl 

t=l j— 1 i“l J—1 

Se sigue que 

(1) £kl-kl<|<«- 

*.y>x. Z 

Supongase ahora que N es un numero cualquiera lo suficientemente grande como 
para que los terminos c„ con n < N incluyan a cada termino a,bj, con i, j < L. En¬ 
tonces la diferencia 

N L L 

S C n — S a i ' 2 bj 

71=1 t=*l j— 1 ' : 

esta formada por terminos abj con ij > L, de modo que 

(2) Sf.-S»rS»/ < £ kl-kl 

n“=l *=1 i**l i,j>L 

< £ por (1). 

Pero habida cuenta que el limite de un product© es el producto de los limites, te- 
nemos tambien 

(3) s “i • £ h < E 

t=i y=i »= i y=i 

para un Z, suficientemente grande. En consecuencia, si tomamos L, y despues N, 
suficientemente grandes, tendremos 

±< S • f) *y - S • S h 

»=i y=i »= i »=i y=i t=i y=i 

L L N 

+ S a i *'■ S ^y ~ ^ 

• »=i y=i 7i=i 

< 2e por (2) y (3) 

lo cual demuestra el teorema. | 

Este resultado nos dice algo en relation con los valores que toman las sumas. 
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a diferencia de los teoremas anteriores que solo hadan referenda a la sumabili- 
dad. Hablando de un modo general, no existe razon alguna para suponer que una 
suma infinita dada pueda «calcularse» en terminos sencillos. Sin embargo, mu- 
chas expresiones sencillas pueden igualarse a sumas infinitas utilizando el teore- 
ma de Taylor. El capitulo 19 ofrece muchos ejemplos de funciones para las cuales 

/(*) = ^ l - A“l (* _ a y _{_ R n a ( x ), 


donde lim R n . a ( x ) = 0- Esto equivale precisamente a 


fix) 


lim y m {x _.)«, 

n— L( i\ 

i = 0 


lo cual significa a su vez que 




» = 0 


Como ejemplos particulares tenemos 


jr 3 , x 7 . 

sen x = x --h ‘ ' * 

3! 5! 7! 

x 2 x* x 6 

cosx = + . . • 
** = 1 + i- + ^ + ^ 3 + — + 

1! 2! 3! 4! 

X 3 X 5 X 7 

arctg * = + 

log(l + x) = x — — + -- - -(- — + 

6V ; 2 3 4 5 


\x\ < 1, 

— 1 < X < 1 . 


(Observese que las series para arctg x y log(l + x) ni siquiera convergen para 
|jc| > 1; ademas, cuando x = —1, la serie para log(l + x) se convierte en 
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la cual no converge). 

Se obtienen algunos resultados bastante impresionantes al dar valores particu- 
lares a x: 


0 = 

e = 

x _ 
4 " 

log 2 = 


X 3 X 5 X 7 

,r "3! + M _ 7I + 

1 + ri + ^ + Ji + 

■-H-S+- 


y 


y 


Se pueden anticipar desarrollos mas significativos si comparamos las series 
para sen x y cos x con algo mas de cuidado. La serie para cos x es precisamente 
la que hubiesemos obtenido si, llevados de nuestro entusiasmo, hubiesemos de- 
rivado termino a termino ambos miembros de la ecuacion 


sen x = x 



olvidando el hecho de que nunca hemos demostrado nada acerca de derivadas de 
sumas infinitas. Del mismo modo, si derivamos ambos lados de la formula para 
cos jc formalmente (es decir, sin justificacion), obtenemos la formula para cos' (*) = 
= —sen x, y si derivamos la formula para c* obtenemos exp' (*) = exp ( x ). En 
el proximo capi'tulo veremos que tal derivacion termino a termino de sumas infi¬ 
nitas es efectivamente valido en ciertos casos importantes. 


PROBLEMAS 

1. Decidir si son convergentes o divergentes cada una de las siguientes series 
infinitas. Los instrumentos que se necesitaran son el teorema de‘Leibniz y las 
pruebas de comparacion, del cociente, y de la integral. Unos pocos ejemplos 
han sido elegidos intencionadamente con malicia; dos series de aspecto muy 
parecido pueden requerir pruebas diferentes (y tambien puede no ser asi). 
La indicacion que sigue dice que pruebas pueden usarse. 
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(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(vii) 
(viii) 

(ix) 

(x) 

(xi) 

(xii) 
(xiii) 
(xiv) 


00 

V' sen 
W n 

n = 1 


nd 


1-£+i-++ 


i * 1 
00 

X vV - 1 

■t — 2 
00 

X \/n*+\ 

1 = 1 
oo 

Z n 2 
n\ 


(La suma empieza con n — 2 sencillamente para 
evitar el termino sin sentido que se obtiene para 
n = l.) 


V log n 

JLi n 

n * 1 
00 

Y—• 
M log * 

oo 

Y-L-, 

Z-/ (log n)* 

n«2 

00 

X (log n) n 


n- 1 




(-I)" 


(log h ) 1 


S n 2 

n 3 + 1 

1*1 

oo 

V 1 

> sen -• 
£-4 n 
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00 


(xv) 

y 1 • 

L 4 n log n 

n « 2 

(xvi) 

00 

X «(log n ) 2 

n = 2 

(xvii) 

y 1 

Lj n 2 (log n) 

n — 2 

(xviii) 

Y n\ 

Lt 

n = 1 

(xix) 

Y 2 n n\' 
n n 

n = 1 

(xx) 

Y 3 n «! 

Iff' 

n - \ 


Indication: Apliquese la prueba de compaction para (i), (ii), (v), (vi), (ix), 
(x), (xi), (xiii), (xiv), (xvii); la prueba del cociente para (vii), (xviii), (xix), (xx); 
la prueba de la integral para (viii), (xv), (xvi). 


Los dos problemas siguientes examinan, con indications, algunas series infi¬ 
nitas que requieren analisis mas delicados que los del problema 1. 

*2. (a) Si se ha conseguido resolver los ejemplos (xix) y (xx) del problema 1, 


habrd quedado claro que 2 a n n\/n n converge para a <. e y diverge para 

n«l “ 

a > e. Para a — e la prueba del cociente falla; demostrar que ^ e n n \/n n 


en realidad diverge, aplicando el problema 21-13. 

ao 

(b) Decidir cu4ndo converge ^ n n /a n ri\ recurriendo de nuevo al proble- 

n * 1 

ma 21-13 cuando falle la prueba del cociente. 
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*3. 


El problema 1 presento las dos series ^ (log n) k y ^ (log n ) n , de las 

n =2 n = 2 

cuales la primera diverge mientras que la segunda converge. La serie 


00 

l 


1 

(log n) log n> 


que esta entre estas dos, se analiza en las cartes (a) y (b). 

oo 

(a) Demostrar que (°° e v /y v dy existe, considerando la serie ^ (e/n) n . 

J n = 1 

(b) Demostrar que 


1 


X (log n) logn 


converge, aplicando la prueba de la integral. Indicacidn: Utilizar una 
sustitucion adecuada y la parte (a). 

(c) Demostrar que 



1 

(log n) log(logn) 


diverge, aplicando la prueba de la integral. Indicacion: Utilizar la mis- 
ma sustitucion que en la parte (b), y demostrar directamente que la in¬ 
tegral resultante diverge. 

00 1 

4. Decidir si converge o no converge la serie X) ~TpLTn ’ 


5. (a) Sea {ow} una sucesion de enteros con 0<a„<9. Demostrar que 

00 

y a n 10 _n existe (y esta entre 0 y 1). (fiste es, por supuesto, el nu- 

A 

mero que por lo general designamos por 0,a 1 a 2 a 3 a 4 ...). 

(b) Supdngase que 0 < * < 1. Demostrar que existe una sucesion de ente- 
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ros {aw} con 0<a»<9y ^ a n 10 n = x. Indlcaci6n: Por ejemplo, 

n — 1 

a, = [10*] (donde [y] dcsigna cl mayor entero que cs < y). 

(c) Demostrar que si {aw} se repite, es decir, es de la forma a x , a 2 . 

m 

Ok, a lt a 2 , .... a k , a lf a 2 , .... entonces ^ a»10 -n es un numero racional 

n “ 1 

(y hallarlo). El mismo resultado se cumple naturalmente si {aw} se 
repite eventualmente, es decir, si la sucesidn {a N +k} se repite para algun N. 

oo 

(d) Demostrar que si * = l o»10- " n es racional, entonces {aw) se repite 

n *• 1 

eventualmente. (Basta observar el proceso de hallar el desarrollo decimal 
de p/q, dividiendo p por q mediante division larga.) 

6. Supdngase que {ow} satisface la hipdtesis del teorema de Leibniz. Utilizar 
la demostracidn del teorema de Leibniz para obtener la estimacidn siguiente: 

«o 

| ^ ( —l) w+1 a n — [a x — a% -f * * * ± ajv] | < a N . 

n — 1 

m 

7. Demostrar que si aw ^ 0 y lim V / a n = r, entonces V a n converge si r < 1, 

n ~* * n -1 

diverge si r > 1. (La demostracidn es muy parecida a la de la prueba del 

cociente). Este resultado se conoce como «prueba de la raiz». Es fdcil cons- 
truir* series para las cuales falla la prueba del cociente, mientras que da 
resultado la prueba de la raiz. Por ejemplo, la prueba de la raiz indica que 
la serie 


i + i + (£) 2 + (i) 2 + (i) 3 4- (i) 8 + • • • 

converge, aun cuando los cocientes de tdrminos sucesivos no tienden hacia 
ningun limite. La mayor parte de los ejemplos son de este tipo bastante ar- 
tificial, pero la prueba de la raiz es, no obstante, un instrumento tedrico 
muy importante, y si la prueba del cociente da resultado, tambien lo da la 
prueba de la raiz (segun el problema 21-18). Es posible eliminar limites de 
la prueba de la raiz; una sencilla modificacion de la demostracidn indica 
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oo 

que ^ a n converge si existe algun s < 1 tal que todos los \^a n excepto un 

n — 1 x 

numero finito son < s, y que ^ a n diverge si existe un numero infinito 


n * 1 


de Va n > 1. Este resultado se conoce como aprueba fina de la raiz» (existe 
analogamente una prueba fina del cociente). Se sigue, utilizando la notacidn 

ao 

del problema 21-27, que Y a * converge si lim < 1 y diverge si 

n^l n “* 00 

lim y/a n > l;no se saca ninguna conclusion si lim V a n = 1. 


8. Para dos sucesiones {a n } y {&„}> sea c n — Xj o.kb n -k- (Entonces c„ es la suma 

i 

de los terminos de la diagonal «-esima del cuadro de la pdgina 664.) La se- 

OO °Q CP 

rie c n recibe el nombre de producto de Cauchy de y X) b n - Si 

n=l n=l 

a„ = b n = (-1)" \fn, demostrar que | cj > 1, de modo que el producto de 
Cauchy no converge. 

9. Se dice que una sucesion {a^} es sumable Cesaro, y que la suma de Cesaro 
es / si 


lim 

n—* ao 


Jl + ’ * ' + s n 
n 


= l 


(donde Sk = a Y + ... + a k ). El problema 21-16 indica que una sucesi6n su¬ 
mable es automaticamente sumable Cesaro, y que su suma es igual a su suma 
de Cesaro. Hallar una sucesion que no sea sumable, pero que sea sumable 
Cesaro. 

10. Supongase que a„ > 0 y que { a n } es sumable Cesaro. Supongase tambien que 

oo 

es acotada la sucesion {na n }. Demostrar que la serie Xj a n converge. Ayu- 

n*=l 

» 1 * n 

da: Si ai y &n = ~ 2-i demostrar que s n — ~ , 1 <7-„esta aco- 

i—i n 1=1 n ~r i 

tado. 

11. Este problema da a grandes rasgos una demostracion altemativa del teore- 
ma 8 no basada en el criterio de Cauchy. 
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(a) Supdngase que a» 0 para cada n. Sea {b n } una reordenacidn de {a»}, 
y sea sw = «! + ... 4- On y t n = b x +... + b n . Demostrar que para cada n 
existe algun m con < t m . 


oo 

(b) Demostrar que ^ a n < ^ b n . 


n - 1 n - 1 


(c) Demostrar que ^ a n — ^ b n . 

»“ i «— i „ 

(d) Sustituir ahora la condicidn a* > 0 por la hipotesis de que ^ a n con¬ 
verge absolutamente, utilizando la segunda parte del teorema 5. 

12. (a) Demostrar que si ^ a n converge absolutamente, y {£>„} es una subsu- 

n = l 

cesion cualquiera de {a,,}, entonces £ b n converge (absolutamente). 

n » 1 
oo 

(b) Demostrar que esto es falso si ^ a n no converge absolutamente. 


»-i 


*(c) Demostrar que si ^ «» converge absolutamente, entonces 

n — 1 

OO 

^ a n — (a i + «3 + a* + * * *) + (at + + a$ + • • •). 

n — 1 f. 

WO 

13. Demostrar que si ^ a n cs absolutamente convergente, entonces | ^ a n 

< i ki. 


n* l 


»*1 


»• 1 


*14. El problema 18-55 indica que j Q (sen x)Jxdx converge. Demostrar que 
|(sen x)jx\ dx diverge. 

*15. Hallar una funcidn / con f(x) > 0 para todo x, tal que J f{x) dx existe. 


pero no existe lim fix). 

# 0 © 
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*16. Sea f{x) = x sen l/x para 0 < x < 1, y sea /(0) = 0. Recuerdese la defini- 
cion de /(/, P) del problema 13-26. Demostrar que el conjunto de todos los 
P), siendo P una particion de [0, 1] no es acotado (asi pues, / tiene 
una «longitud infinita»). Indicacion: Pruebense particlones de la forma 


P = 


0 , 


JL I 1 i i 

2 n n 2 (n — 1) n — 1 2 


17. 


Sea / la funcion indicada en la figura 5. Hallar J /, y tambien el area de 
la region sombreada de la figura 5. 



*18. En este problema vamos a establecer la «serie binomial® 
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oo 

0 + x)° = ^ ^ **, \x\ < 1 , 

* = 0 


para un a cualquiera, demostrando que lim jR». u (jc) == 0. La demostracion 

n— 

consta de varies pasos, y utiliza las formas de Cauchy y de Lagrange halla- 
das en el problema 19-7. 

00 

(a) Utilizar la prueba del cociente para demostrar que la serie X0" 

*=o 

efectivamente converge para |r| < 1 (esto no equivale necesariamente a de- 

cir que converge hacia (1 +r) a ). Se sigue en particular que lim [)r n = 0 
para |r| < 1. «—\«/ 

(b) Supongase primero que 0<.* < 1. Demostrar que lim R n . 0 ( x ) =: 0, uti- 

w-»«> 

lizando la forma de Lagrange del resto, y observando que (l+/)« _w_1 < 1 
para n +1 > a. 

(c) Supongase ahora que —1 < x < 0; el numero t en la forma del resto 
de Cauchy satisface —1 < x < / < 0. Demostrar que 

\x(l + < | x\M, donde M = max(l, (1 + x)“ -1 ), 


x — t 

TT* 




Utilizando la forma del resto de Cauchy, y el hecho de que 

(a+,) C O’ 

demostrar que lim R n ,o(x) = 0. 

n —* « 

19. (a) Supongase que las sumas parciales de la sucesion { a n } son acotadas, y 
que ( b n } es una sucesion decreciente con lim b n = 0. Demostrar que 

Tl-OOO 

OO 

^ a n b n converge. Se conoce esto con el nombre de prueba de Dirichlet. 

n * 1 
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Ayuda: Aplicar el lema de Abel (problema 18-48) para verificar el crite- 
rio de Cauchy. 

(b) Deducir de este resultado el teorema de Leibniz. 

oo 

(c) Demostrar, utilizando el problema 15-33, que la serie ^ (cos nx)/n con- 

n = 1 

verge si x no es de la forma 2k tt para un entero k (en cuyo caso clara- 
mente diverge). 

CD 

(d) Demostrar la prueba de Abet Si X a n converge y {&„} es una sucesion 

71=1 

o bien no creciente o bien no decreciente y ademas acotada, entonces 

oo 

X a nb n converge. Ayuda: Considerar b„ - b, siendo b = lim b n . 

n ~ 1 7l-*00 


*20. Supongase que { a n } es decreciente y que lim a* = 0. Demostrar que si ) a n 

n — \ 

00 

converge, entonces ^ 2”ao„ tambien converge («el teorema de condensa- 

n — 1 

oo 

cion de Cauchy®). Observese que la divergencia de ^ 1/n es un caso par- 

n = 1 

00 so 

ticular, pues si ^ \/n convergiera, entonces ^ 2 n (l/2 n ) tambien Conver¬ 
ts = 1 n = 1 

gerfa; esta observacion puede servir de ayuda. 

•0 00 00 

*21. (a) Demostrar que si I a " 2y I 2 convergen, entonces ^ a n b n converge. 


n = 1 n = 1 


(b) Demostrar que si ^ <z n 2 converge, entonces ^ a n /n converge para todo 

. n = 1 n = 1 

a > T- 

*22. Supongase que {dn} es decreciente siendo cada cin, > 0. Demostrar que si 

oo 

) a n converge, entonces lim na n = 0. Indicacion: Escribase el criterio de 

n * 1 

Cauchy y utih'cese el hecho de que {o„) es decreciente. 
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*23. Si ) a n converge, entonces las sumas parciales s n son acotadas, y lim a* = 0. 

W n-+<*o 

n »1 

Se esta tentado a conjeturar que la acotacion de las sumas parciales, junto 

oo 

con la condition lim a* = 0, implica la convergence de ) a n . Esto no es 


n »1 


verdad, pero para hallar un contraejemplo hace falta algo de ingenio. Como 
ayuda, observese que alguna subsucesion de las sumas parciales tendra que 
converger; de alguna manera habrd que conseguir esto sin dejar que la su- 
cesion misma converja. 


24. Demostrar que si u n > 0 y a n diverge, tambien diverge entonces 

» a n n “ 1 

2-j T~T —• Ayuda: Comparar las sumas parciales. <,Vale la reclproca? 

n«*l a “T Un 

00 

25. Sea b n > 0. Decimos que el producto infinito b n converge si la sucesion 

n n—1 

pn — II bi converge. 

oo ■ . 

(a) Demostrar que si II (1 + u«) converge, entonces a„ tiende hacia 0. 

n*“l 


(b) Demostrar que II (1 + a n ) converge si y solo si converge 

S l°g(l + «n) . 

””’ 1 OO oo 

(c) Demostrar que II (1 + a n ) converge si y solo si converge «n. 

n*»l »-l 

Ayuda: Para una de las implicaciones aplicar el problema 24 y para la 
implication reciproca hacer una simple estimation de log(l + a). 

26. (a) Calcular ft 

(b) Calcular XT (1 + * 2n ) para |x| < 1. 

1 


27. La divergencia de } es una consecuencia particular del siguiente hecho 

n- 1 

destacable: Cualquier niimero racional positivo x puede escribirse como 
suma finita de numeros distintos de la forma l/«. La idea de la demostra- 
ci6n la tenemos en el siguiente cdlculo para 19/15: Puesto que 



678 


Sucesiones infinitas y series infinitas 


H-i-U 

U<i 

tenemos 

H = ^ + i + + -g 3 ^. 


Observese que los numeradores 23, 13, 11, 1 son decrecientes. 

(a) Demostrar que si \/n < x < 1 /(« + 1) para algun n, entonces el nume- 

rador en este tipo de calculo tiene que ser siempre decreciente; con- 
cluir que x puede expresarse como suma finita de numeros distintos 
\/k. 

(b) Demostrar ahora el resultado para un x cualquiera utilizando la diver- 

CP 

gencia de ^ \/n. 

»-i 



CAPITULO 


23 

CONVERGENCIA UNIFORME 
Y SERIES DE POTENCIAS 


Las consideraciones del final del capitulo anterior sugieren una manera completa- 
mente nueva de considerar las series infinitas. Nuestra atencion se trasladara ahora 
de las sumas infinitas particulares a ecuaciones tales como 


** = 1 + — + — + 
1! 2! 


referentes a sumas de cantidades que dependen de x. En otras palabras, estamos 
interesados en funciones definidas mediante ecuaciones de la forma 

/(*) = fi(x) + / 2 (*) + fz{x) + * * • 

[en el capitulo anterior f n (x) = x n ~ x !{n — 1)!]. En tal situacion {/„} serd cierta 
sucesion de funciones; para cada x obtenemos una sucesion de numeros {/^(jc)}, 
y /(jc) es la suma de esta sucesidn. Para analizar tales funciones hard falta cierta- 
mente recordar que cada suma 

fi(x) + hix) 4 + • • • 

es, por definicion, el limite de la sucesidn 

fl(x), fl(x) + fiix), fi(x) +fi(x) + f 3 (x), .... 
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Si definimos una nueva sucesion de funciones {.s n } mediante 

•*■» =/l + * ‘ ‘ + /n 5 

entonces podemos expresar mas sucintamente este hecho escribiendo 

fix) = lim s n (x). 

n—♦ oo 

Por algun tiempo nos concentraremos, por lo tanto, en funciones definidas 
como limites. 


fix) = lim f n (x), 

n—► oo 



mas bien que en funciones definidas como sumas infinitas. Todos los resultados 
acerca de tales funciones pueden resumirse muy facilmente: nada de lo que era 
de esperar que se cumpliera, se cumple en realidad; disponemos, por el contra- 
rio, de una esplendida coleccion de contraejemplos. El primero de estos indica 
que aun siendo continua cada /,„ puede no serlo la funcion /. Contrariamente a 
lo que se podria esperar, las funciones f n seran muy sencillas. La figura 1 muestra 
las graficas de las funciones 


/«(*) = 


0 < x < \ 

1 , ^ > 1 . 


Estas funciones son todas continuas, pero la funcion f(x) = lim f n (x) no es con- 

n-»<» 

tinua; en efecto. 
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r f < \ 0, 0 < x < 1 

lim fn{x) = 1 > , 

71—► «o M A ^ 1. 


Otro ejemplo de este mismo fenomeno se ilustra en la figura 2; las funciones f n 
estan definidas por 



* <- 

n 

- 1 <X <1 


- < X. 

n 



En este caso, si x < 0, entonces f n (x) es eventualmente (es decir, para n suficiente- 
mente grande) igual a —1, y si x > 0, entonces /„(Jt) es eventualmente 1, mientras 
que fJO) = 0 para todo n. Asi pues, 

( —-I, x < 0 
lim /„(*) = { 0 , x = 0 

ll, * > 0; 

de modo que, una vez mas, la funcion /(*) = lim f n (x) no es continua. 
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Redondeando las esquinas en los ejemplos anteriores es incluso posible cons- 

truir una sucesion de funciones derivables {/„} para las cuales la funcion f(x) — 

= lim f n (x ) no es continua. Tal sucesion es facil de definir explfcitamente: 

*»-»«> 



Estas funciones son derivables (figura 3), pero todavfa tenemos 

i —1, x < 0 

lim/ n (x) = | 0, x = 0 

11 , ^ > 0 . 



FIGURA 3 


La continuidad y la derivabilidad no son, adem&s, las unicas propiedades para las 
cuales se presentan problemas. Otra dificultad es ilustrada por la sucesion {/»} 
indicada en la figura 4; sobre el intervalo [0, 1 /n\ la grdfica de f n forma un tridn- 
gulo isosceles de altura n, mientras que f n (x) = 0 para x > 1 jn. Estas funciones 
pueden definirse explfcitamente como sigue: 
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2 n 2 x. 


0 <x< — 
2 n 


f n (x ) = l 2n — 2n 2 x, — < x < - 
‘ 2 n n 


0 , 


- <x <1. 
n 



FIGURA 4 

A1 variar esta sucesion de manera tan erratica en la proximidad de 0, nuestros 
instintos matematicos primitivos podrian sugerirnos que lim / w (x) no siempre existe. 

No obstante, este limite existe para todo x, y la funcion f(x) = lim f n (x) es incluso 

■»-**> 

continua. Efectivamente, si x > 0, entonces /„(*) es eventualmente 0, de modo 
que lim / n ( x) = 0; adem£s, / w (0) = 0 para todo n, de modo que tenemos cierta- 

■n—»«> 

mente lim /„(0) = 0. En otras palabras, fix) = lim f n (x) = 0 para todo x. Por otra 

w—*®o «-♦» 

parte, la integral revela rapidamente el comportamiento extrano de esta sucesidn; 
tenemos 


fo fn(x) dx = £, 
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pero 

/; /(*) dx = 0 . 


Asf pues, 

lim r f n {x) dx j* r lim f n (x) dx. 

n— ♦ oo J u ^ ^ n—► oo 


Esta sucesion particular de funciones se comporta de manera que nunca hu- 
biesemos podido imaginar cuando empezamos a considerar funciones definidas 
por Si bien es verdad que 

f(x) = lim f n (x) para cada x de [0, 1], 

n—► oo 


las graficas de las funciones f n no se «acercan» a la grafica de / en el sentido de 
estar proximas a ella ; si, como en la figura 5, dibujamos una banda alrededor 



FIGURA 5 
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de / de anchura total 2e (dando una anchura de e por encima y por debajo), 
entonces las grificas de f n no quedan completamente dentro de esta banda, pox 
grande que hagamos n. Por supuesto, para cada jc existe algun N tal que el pun- 
to (x, f n {x)) queda dentro de esta banda para n > N ; esta afirmacidn equivale 
ai hecho de que lim f n (x) — f(x). Pero hace falta elegir unos N cada vez mas 

■B-H.OO 

grandes a medida que elegimos los jc mis prdximos a 0, y no habri ningun N 
que de resultado para todos los jc a la vez. 

La misma situacion se presenta en realidad, aunque no tan descaradamente, 
para cada uno de los otros ejemplos dados anteriormente. La figura 6 ilustra este 
punto para la sucesion 

- 1 : i ;*' 



Se ha trazado una banda de anchura total 2e a lo largo de la grafica de /(jc) = 
= lim f n (x). Si e < esta banda se compone de dos partes, las cuales no contie- 

n—*oo 

nen ningun punto con segunda coordenada igual a \; puesto que cada nna de las 
funciones f n toma el valor la grafica de cada f n deja de estar dentro de esta 
banda. Una vez mis, para cada punto jc existe algun N tal que (jc, /„( jc)) queda 
dentro de esta banda para n > N ; pero no es posible elegir un N que de resultado 
a la vez para todos los jc. 

Es ficil comprobar que la misma situacion exactamente se presenta para cada 
uno de los demis ejemplos. En cada caso tenemos una funciOn f, y una sucesidn 
de funciones {/„}, definidas todas sobre algun conjunto A, tales que 

/(jc) ~ lim f n (x) para todo jc de A. 



686 


Sucesiones infinitas y series infinitas 


Esto signifies que 

para todo c > 0, y para todo x de A, existe algun N tal que si n > N, en- 
tonces \f(x) — f n (x)\ < s. 

Pero en cada caso deben elegirse unos N distintos para distintos x, y no se cum- 
ple que 

para todo e > 0 existe algun N tal que para todo x de A, si n > N, en- 
tonces |/0) — /»0)| < e. 

Aunque esta condicion difiere solamente de la primera en un pequeno desplaza- 
miento de la frase «para todo x de At, tiene un significado completamente dis- 
tinto. Si una sucesidn {/ n } satisface esta segunda condicion, entonces las gr&ficas 
de f n quedan eventualmente prdximas a la gr&fica de f, segun queda ilustrado en 
la figura 7. Esta condicion resulta ser precisamente la que hace posible el estudio 
de las funciones lfmite. 


DEFINICI6N 


Sea {/ n } una sucesion de funciones definidas sobre A, y sea / una funcion tam- 
bidn definida sobre A. Entonces / recibe el nombre de limite uniforme de {/ w } 
sobre A si para todo e > 0 existe algun N tal que para todo x de A, 

si n> N, entonces |/(x) — /»(*)| < e. 

Decimos tambien que {/„} converge unifonnemente hacia / sobre A, o que 
f n tiende hacia / uniformemente sobre A. 


Como contraste con esta definicion, si solamente sabemos que 
f(x ) = lim f n (x) para todo x de A, 

n— 

entonces decimos que {/„} converge puntualmente hacia / sobre A. Evidente- 
mente, la convergencia uniforme implica la convergencia puntual (pero no reci- 
procamente). 
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FIGURA 7 

No es diffcil reunir evidencia acerca de la utilidad de la convergencia unifor¬ 
me. Las integrales representan un tema particularmente facil; por la figura 7 
resulta casi evidente que si {/„} converge uniformemente hacia f, entonces la 
integral de f n puede hacerse tan proxima como se quiera a la integral de /. Expre- 
sado con mas precision, tenemos el siguiente teorema. 


TEOREMA 1 


Supongase que {/»} es una sucesion de funciones integrables sobre [a, b] y que 
{/»} converge uniformemente sobre [a, b ] hacia una funcion / que es integrable 
sobre [a, b]. Entonces 




DEMOSTRACI6N 

Sea e > 0. Existe algun N tal que para todo n> N tenemos 
I f(x) —/„(*) | < 6 para todo ;c de [a, b]. 

1 

Asf pues, si n> N tenemos 

| ///(*) dx ~ f a b fn(*) dx \ = \ IK*) ~ fn(x)] d X 

~ J b | fix) - fn{x)\ dx 

— fa edX 

= e(b — a). 
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A1 cumplirse esto para todo e > 0, se sigue que 




Solamente algo mas difi'cil resulta el tratamiento de la continuidad, el cual 
supone un «razonamiento e/3», una estimacion en tres pasos de | f(x )— f(x + /i)|. 
Si {/„} es una sucesion de funciones continuas que converge uniformemente ha- 
cia f, entonces existe algun n tal que 


(1) I/O) — /.Ml < I’ 

(2) \f(x + h) -/„0 + A)| <|- 


Ademas, al ser f n eontinua, para h suficientemente pequeno tenemos 

(3) |/»(*) ~ U(X + 4)1 < |- 


Se seguira de (1), (2) y (3) que |/( jc ) — f{x + h)\ < e- Para obtener (3), debemos 
restringir, sin embargo, el tamano de |4| en un modo que no puede predecirse 
hasta una vez elegido n ; es por lo tanto completamente esencial que exista algun 
n fijo que haga que se cumpla (2), por pequeno que sea \h\ ; es precisamente en 
este punto donde entra en la demostracion la convergencia uniforme. 

TEOREMA 2 

Supongase que {/„} es una sucesion de funciones continuas sobre [a, b ] y que {/ n } 
converge uniformemente hacia / sobre [a, b]. Entonces f es tambien eontinua 
sobre [a, b ]. 

DEMOSTRACION 

Para todo x de [a, b] debemos demostrar que / es eontinua en x. Trataremos sola¬ 
mente el caso en que jc esta en (a, b) ; los casos x = a y x = b requieren las sen- 
cillas modificaciones usuales. 

Sea e > 0. Al converger {/ n } uniformemente hacia / sobre [a, b], existe algun n 
tal que 
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£ 

1/00 —fn(y) | < - para todo y de [a, b]. 

En particular, para todo h tal que x + h esta en [a, b], tenemos 

(1) |/(*) -fn(*)\ < |» 

(2) I f(x + h) - f n (x + A)| < |* 

Ahora bien, f n es continua, de modo que existe algun 8 > 0 tal que para \h\ < 8 
tenemos 

(3) |/»M -/.(* + A)| <|- 

J 

Asf pues, si J/z] < 8, entonces 

I/(* + h) - /(*)l 

= l/(* + h) - /,(* + k) + /„(* + h) - /,(*) + /.(*) - /Ml 
< |/(* +'A) - /,(* + A)| + |/ n (* + h) — /.Ml + l/.M - /Ml 


= e. 


Esto demuestra que / es continua en x. | 

Despues de los dos notables exitos ofrecidos por los teoremas 1 y 2, el asunto 
de la derivabilidad resulta muy decepcionante. Si cada f n es derivable, y si {/„} 
converge uniformemente hacia f, todavia no se cumple necesariamente que / sea 
derivable. Por ejemplo, la figura 8 indica que existe una sucesidn de funciones 
derivables {/„} que converge uniformemente hacia la funcion f(x) — |jc|. Aunque 
sea f derivable, puede no ser verdad que 

f(x) = lim /„'(*); 

n—*« 

Esto no es en ningiin modo sorprendente si tenemos en cuenta que una funcion 
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suave puede ser aproximada por funciones de oscilacion muy rapida. Por ejem- 
plo (figura 9), si 

/»(*) = -sen(n 2 *), 
n 

entonces {/„} converge uniformemente hacia la funcion /( x) — 0, pero 

f n '(x ) = n cos (n 2 x), 

y lim n cos (n 2 jc) no existe siempre (por ejemplo, no existe si x — 0). 



FIGURA 9 
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A pesar de estos ejemplos, el teorema fundamental del calculo infinitesimal 
garantiza practicamente que se podra deducir del teorema 1 algun tipo de teorema 
acerca de derivadas; la hipotesis crucial es que {f n '} converja uniformemente (ha- 
cia alguna funcion continua). 

TEOREMA 3 

Supongase que {/„} es una sucesion de funciones derivables sobre [a, b], y que 
{/«} converja (puntualmente) hacia /. Supongase, ademas, que {/„'} converja uni¬ 
formemente sobre [a, b ] hacia alguna funcion continua g. Entonces / es derivable y 

/'(*) = lim /»'(*)• 

71—> oo 


DEMOSTRACION 

Aplicando el teorema 1 al intervalo [a, x], vemos que para todo x se tiene 

/.'* - lim Ilf- 

n~~* 

= lim [f n {x) - f n (a)] 

= T(x) - /(a). 

Al ser g continua, se sigue que f\x) = g(x) = lim f n (x) para todo x del inter- 
valo [a, b]. | 

Una vez establecidos ahora los hechos fundamentales acerca de los lfmites tlni- 
formes, resulta claro como tratar las funciones definidas como sumas infinitas, 

fix) = fi(x) +Mx) + fs(x) + • • • . 

Esta ecuacion significa que 

fix) = lim fi(x) + • * • +/„(*), 

n—> oo 

nuestros teoremas anteriores son aplicables cuando la nueva sucesidn 

fhfl + f 2> /i + /2 + /s, ... 
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converge uniformemente hacia /. Puesto que este es el unico caso que va a ser de 
interes para nosotros, lo destacamos con una definicion. 

DEFINICION 

«0 

La serie ^ /» converge uniformemente (con mas formalidad: la sucesion {/„} 

n = l 

es uniformemente sumable) hacia f sobre a, si la sucesion 

fh f\ + f*, fi + ft + /a, . • . 

converge uniformemente hacia f sobre A. 


Podemos aplicar ahora cada uno de los teoremas 1, 2 y 3 a series uniforme¬ 
mente convergentes; los resultados pueden enunciarse en un corolario comun. 

COROLARIO 

oo 

Sea ^ f n uniformemente convergente hacia / sobre [a, b]. 

n — 1 

(1) Si cada /„ es continua sobre [a, b], entonces / es continua sobre [a, b]. 

(2) Si / y cada f n son integrables sobre [a, b], entonces 

/>= i /> 

n — 1 

00 ao 

Ademas, si ^ f n converge (puntualmente) hacia / sobre [a, b ], y ^ /„'converge 

n — 1 n = 1 

uniformemente sobre [a, b] hacia alguna funcion continua, entonces 

oo 

(3) f'(x) = ^ /„' {x) para todo jc de [a, b ]. 

n = 1 

DEMOSTRACI6N 

(1) Si cada /„ es continua, entonces tambien lo es cada /i + y / es 

el limite uniforme de la sucesion f u j x + f 2 , U + f 2 + f 3 .de modo 

que / es continua segun el teorema 2. 
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(2) Puesto que f lt / x + f 2 , U+f 2 + U .converge uniformemente hacia f, 

se sigue del teorema 1 que 

/.‘ /= “”/.‘ (/l+ “ ' +/ ’ ) 

= U ifi + • • • + M 

= I, /> 

(3) Cada funcion f 1 + ... + f n es derivable, con derivada // + ... +/»', 

y //. fi + /*'. fi + // + .... converge*por hipotesis uniformemente 

hacia una funcion continua. Se sigue del teorema 3 que 

/'(*) = lim [fi(x) + • * • -f f n '(x)] 

n—► oo 
eo 

- £/.'(*)• I 

n — 1 

Por el momento este corolario no resulta muy util, puesto que parece muy 
diffcil predecir cudndo la sucesion / x , / x + / 2 , / x + U + /s. va a converger uni¬ 

formemente. La condicion mas importante que asegura tal convergencia uniforme 
es ofrecida por el siguiente teorema ; la demostracion resulta ser casi una trivia- 
lidad debido al ingenio con que han sido elegidas las muy sencillas hipdtesis. 

TEOREMA 4 

(PRUEBA M DE WEIERSTRASS) 

Sea {/»} una sucesidn de funciones deflnidas sobre A, y supdngase que {M n } es 
una sucesidn de numeros tales que 

|/ w (jc)| < M n para todo x de A. 

m 

Supdngase, ademas, que ^ converja. Entonces para todo x de A la serie 

n * 1 

I f n (x) converge (de hecho, converge absolutamente), y £ /„ converge unifor- 

n-1 n-1 
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memente sobre A hacia la funcion 

oo 

fix) = 2 AM- 

n = 1 


DEMOSTRACI6N 

00 

Para cada x de A la serie ^ |/„ (*) | converge, segun la prueba de comparacion; 

n = 1 

00 

en consecuencia ^ / n (*) converge (absolutamente). Ademas, para todo x de A 

n = 1 

tenemos 

oo 

1/00 — [/lW + • ' ‘ + /n(*)]| = | Y /nW 

n = jV +1 

oo 

^ y 1/nWl 

n = iV + l 

oo 

< I M n . 

n = tf +1 

oo OO 

A1 ser ^ A/ n convergente, el numero S M n puede hacerse tan pequeno como 

n = 1 n = N +1 

se quiera, eligiendo N suficientemente grande. | 



FIGURA 10 
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La siguiente sucesion {/„} ilustra una aplicacion sencilla de la prueba M de 
Weierstrass. Sea {*} la distancia de x al entero mas proximo (la grafica de /(jc)={x} 
puede verse en la figura 10). Definase ahora 

/.(*) = — 1 
J K J jQn ' } 

Las funciones /, y f 2 pueden verse en la figura 11 (pero para simplificar los dibu- 
jos, se ha sustituido 10 ,! por 2"). Esta sucesion de funciones ha sido definida de tal 
manera que la prueba M de Weierstrass es automaticamente aplicable: eviden- 
temente 

I/»(*)! < para todo 


/,(x) = ||4*| 

i 

(a) (b) 

FIGURA 11 

00 « 

y ^ 1/10” converge. Asi pues, ^ f n converge uniformemente; al ser cada /„ 

n = 1 n = 1 

continua, el corolario implica que la funcion 

oo oo 

kx )=v /.w=y 

n = 1 n = 1 

es tambien continua. En la figura 12 puede verse la grafica de las primeras sumas 
parciales /, + ... 4- f n . Cuando n aumenta, las graficas se hacen cada vez mas 

oo 

diffciles de dibujar y la suma infinita ^ /„ es absolutamente no dibujable, segun 

n-l 

demuestra el siguiente teorema (incluido principalmente a modo de interesante 
ilustracion, que el lector puede pasar por alto, si se le hace demasiado difi'cil). 




/ iW = i I 2 a- | 
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TEOREMA 5 

La funcion 



n = 1 


es continua por todas partes y derivable en ninguna. 

DEMOSTRACI6N 

Acabamos de demostrar que / es continua; esta es la unica parte de la demostrai- 
cion en que se aplica la convergencia uniforme. Demostraremos que / no es deri¬ 
vable en a, cualquiera que sea a, por el metodo directo de exhibir una sucesion 
particular {h tH } que tiende hacia 0, para la cual 

lim ^ a + hm ^ ~ ^ 
m—► » h m 

no existe. Basta evidentemente considerar solo aquellos numeros a que satisfa- 
cen 0 < a < 1. 

Supongase que el desarrollo decimal de a es 


a — 0,<2i<22fl3<24 . . . . 


Sea h, n — 10 si a m ^4 6 9, pero pongamos h m = —10 _w si a m — 4 6 9 (la razon 
de estas dos excepciones aparecera pronto). Entonces 


/(a + h„) - f(a) _ Y J_ |10»(a + h„)\ - (10M 
h m 10" ±10”” 

n 



+ 10” - "[{10 n (a + hm)) 


- (10 B a)]. 


Esta serie finita es en realidad una suma finita, ya que si n > m, entonces 
es entero, de modo que 
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{10"(<2 4- h m )} - |10"a) = 0. 

Por otra parte, para n < m podemos escribir 

10 n <2 = entero + 0.a n+l a n+2 a n+z . . . a m . . . 

1 0 n (<2 + h m ) = entero + 0.a n +xa n + 2 a n+ z ...(«» ± 1) .. . 

(para que se cumpla la segunda ecuacion es esencial elegir h m = —10“ w cuando 
a m = 9). Supongase ahora que 

0»tfn-f-ltfn+2#ft+3 • • • ^ "i"* 

Entonces tenemos tambien 

0,a n+ ia n+2 a n +3 • • • ( a m ±1) • • • < i 

(en el caso especial m = n + 1 la segunda ecuacidn se cumple porque elegimos 
h m = —10~ w cuando a m — 4). Esto significa que 

{10 n (a + AJ} - {10 n fl} = ±10’ l_,n , 

y exactamente la misma ecuacion puede deducirse cuando 0 
Asi, para n < m tenemos 

10 w -n[{10 n (a + h m )} ~ {10 n a}] = ±1. 

Dicho de otro modo, 

/(a + h m ) - f(a ) 
hm 

es la suma de m — 1 numeros, cada uno de los cuales es ±1. A1 sumar ahora 
+1 o —1 a un numero se cambia la paridad de este. La suma de m — 1 numeros 
cada uno de ellos igual a ± 1 es, por lo tanto, un entero par si m es impar, y 
un entero impar si m es par. En consecuencia, la sucesion de cocientes 

f(a 4- h m ) ~ f(a) 
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FIGURA 12 
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no puede converger, puesto que es una sucesion de enteros alternativamente im- 
pares y pares. | 

Ademas del papel que desempena en el teorema anterior, la prueba M de 
Weierstrass constituye un instrument© ideal para analizar funciones de cierta 
regularidad. Pondremos atencion especial a funciones de la forma 

ao 

/(*) = ^ a n (x — a) n , 

n = 0 


las cuales pueden ser tambien descritas mediante la ecuacion 


/w = y 
k 


para f n (x) = a n (x — a)' 1 . Una tal suma de funciones que dependen solamente de 
potencias de (x — a), recibe el nombre de serle de potencias centrada en a. Por 
razon de sencillez, nos concentraremos por lo general en series de potencias 
centradas en 0, 


oo 

/(*) = ^ a n x n . 

n=0 


Un grupo especialmente importante de series de potencias son las de la forma 

“ / (n) («) 


n —0 


donde / es alguna funcion que tiene derivadas de todos los ordenes en a\ esta 
serie recibe el nombre de serie de Taylor para / en a. Por supuesto, no se cum- 
ple necesariamente que 


>•> 

n = 0 


esta ecuacion se cumple solamente cuando los restos satisfacen lim R n . a (x) = 0. 

n -»<>o 
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Sabemos ya que una serie de potencias ^ a n x n no converge necesariamente 


n = 0 


para todo x. Por ejemplo, la serie de potencias 


y3 y 5 y 7 

+j-y+ 


converge solamente para |jtj < 1, mientras que la serie de potencias 


* . * , 

x ---r ‘ ' * 

2 3 4 5 

converge solamente para —1 <*<1. Es incluso posible obtener una serie de 
potencias que converja solamente para x = 0. Por ejemplo, la serie de potencias 


^ n!* n 


n-0 


no converge para x ^ 0; efectivamente, los cocientes 

(n + 1) !(x n+l ) 


n\x 


! y n 


= (n + 


no estdn acotados, cualquiera que sea x=/=0. Sin embargo, si una serie de po- 

oo 

tencias ^ a n x n converge para algun x 0 ^ 0, entonces pueden decirse muchas co- 

n *0 

00 

sas acerca de la serie ^ a n x n para jx| < \x 0 \. 


n-0 


TEOREMA 6 


/0o) ^ OnXo 11 

n — 0 


Supongase que la serie 
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converja, y sea a un numero cualquiera con 0 < a < |jc 0 |. Entonces sobre [— a, a] 
la serie 

to 

/(*) = X 

n »0 

converge uniformemente (y absolutamente). Ademas, se cumple lo mismo para 
la serie 


g(x) = 


to 



na n x n 


1 


Finalmente, f es derivable y 

oo 

/'(*) = ^ na n* n ~ l 

n * 1 


para todo x con \x\ < |jt 0 j. 
DEMOSTRACION 


A1 ser y a n x 0 n convergente, los terminos a n x 0 n tienden hacia 0. Est&n por lo 

n = 0 

tanto acotados: existe algun numero M tal que 

|<2«*o w | = kn| * \*o n \ < M para todo n. 

Ahora bien, si x estd en [— a, a], entonces |jc| < |a|, de modo que 


\a n x n \ - \a n \ * 

< \a n \ ‘ |>j 

= |a n | * |* 0 | n ’ 

< M - 

Xo 


Xo 


(dste es el paso ingenioso) 


Pero |a/x 0 | < 1, de modo que la serie (geometrica) 
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converge. Eligiendo M’\ajx 0 \ n como el numero M n de la prueba M de Weierstrass, 

oo 

se sigue que ) a n x n converge uniformemente sobre [— a, a]. 

n = 0 

00 

Para demostrar lo mismo para g(x) = ^ na n x n ~ l observese que 

n = 1 


\na n x 


= n\a n \ • |* n : | 
< n\a n \ • |a n_1 


\a. 


a 


M 

- n n 

\a\ 


• |Ar 0 j n 
a 

x 0 


A1 ser |a/jc 0 | < 1, la serie 


oo 



M 

a | n 

M \ 


rr n 

_ l 

~ - 

> n - 

\*\ 

Af 0 1 

\a | l 

-/ ^0 


n = 1 


converge (este hecho se demostro en el capitulo 22 como aplicacion de la prueba 
del cociente). Recurriendo de nuevo a la prueba M de Weierstrass se demuestra 
00 

que ^ na n x n ~ l converge uniformemente sobre [— a, a ]. 

n = 1 

Finalmente, nuestro corolario demuestra, en primer lugar, que g es continua, 
y despues que 

oo 

f{x) = ^(at) = ^ na n x n ~ l para x en [— a, a]. 

n = 1 


Puesto que hubiesemos podido elegir cualquier numero a con 0 < a < jx 0 |, este 
resultado se cumple para todo x con |jc| < |at 0 |-I 
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Estamos ahora en condiciones de manejar comodamente las series de poten¬ 
cias. La mayor parte de las manipulaciones algebraicas resultan ser consecuencias 
bastante directas de teoremas generales referentes a series infmitas. Por ejemplo, 

oo oo 

supongamos que /(*) = X y g(x) = X b nX n , siendo convergentes las 

n=0 n=0 

dos series para algun xo. Tenemos entonces para |x| < |*o| 

XJ a n x n . -h X b n x n ~ ^2(a n x n + b n x n ) = X ( fl n + b n )x n . 

n=0 n=0 n=0 n=0 


Asi pues, la serie h(x) = X ( fl » + b n )x n converge tambien para |x|<|x 0 |,y para 

71=0 

tales x es h =/ + g. 

El tratamiento de los productos es solo un poco mas complicado. Sabemos 

oo oo 

que si |x| < |x 0 |, las series X a n x n y X b n x n convergen absolutamente. De aqui 

n=0 n—0 oo oo 

se sigue por el teorema 22-9 que el producto X a *x n • X b n x n viene dado por 

n=0 n—0 

oo oo 

XJ X QiX'bjX’, 

*=o y=o 

donde los elementos dix‘bjX J pueden ir dispuestos en cualquier orden. En particu¬ 
lar se puede elegir el orden 

a 0 bo + (dob i + aib 0 )x -f- (tfo^2 “b d\b\ + a-ib^x 2, + • • • 
que se puede poner en la forma 

oo ^ 

X) c„x n siendo c n = X akbn-k- 

71=0 fc=o 

Este es el «producto de Cauchy» introducido en el problema 22-8. Asi pues, el pro- 

oo 

ducto de Cauchy h(x) = Xj c nX n converge tambien para |x| < |xo| y para tales 

0 

xes/i =fg. 

oo 

Podemos suponer finalmente que f(x) = Xj a nX n , siendo do ^ 0, de modo 

oo 

que J[0) = ao ^ 0. Tratamos ahora de hallar una serie de potencias X b n x n que 

n»0 

represente a 1//. Significa esto que queremos tener 
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-J±b n x n = 1 = 1 + 0-x + 0-x 2 + •••• 

n “0 »“0 

Puesto que el primer miembro de esta ecuacion viene dado por el producto de 
Cauchy, tendremos que tener 

<2o^O = 1 

Gobi ”f* CL i^o = 0 

Gobi G\b\ -f- d%bo = 0 


A1 ser u 0 ^ 0 podemos despejar bo de la primera de estas ecuaciones. Despues po- 
dremos despejar b\ de la segunda, etc. Por supuesto queda todavia por demostrar 

oo 

que la serie S b n x n converge efectivamente para algun x^O. Esto se deja como 

n **0 

ejercicio (problema 17). 

Para las derivadas, el teorema 6 nos proporciona toda la information que ne- 
cesitamos. En particular, al aplicar el teorema 6 a la serie infinita 


x 6 X s * x 1 x 8 

sen x = x--1- 

3! 5! 7! 9! 


> A A. A, At 

COS X = 1--- 

2! 4! 6! 8! 

, * X 2 X 3 , X 4 , 

= H---+-b 

1! 2! 3! 4! 


obtenemos precisamente los resultados esperados. Cada una de estas converge para 
cualquier xo, de donde las conclusiones del teorema 6 son aplicables para cual- 
quier x : 


,, >. 3x 2 5x 4 

sen (x) = 1--- • 

3! 5! 

>( \ 2x 4x 8 6x 5 

2! 4! 6! 

2x 3x 2 

«P'M - 1 + % + jr + ■ • • 


= cos x, 

• • = — sen 

= exp(x). 


Para las funciones arctg y /(x) = log(l + x), la situation es solo algo mas com- 
plicada. Al ser la serie 
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y3 y7 

arctg 

convcrgcnte para x 0 = 1, cs tambiin convergente para \x\ < 1, y 

i 

arctg'(x) * 1 — x % 4 x* — x 6 4 * * * * - paralxl < 1. 

1 4 x* 

En este caso, ocurrc que la serie converge tambiin para x = — 1 , Sin embargo, 
la fbrmula para la derivada no es correcta para x = 1 o x = —1; en efecto, la 
serie 

1 — X* 4 x i — X 9 4 ’ * ’ 

diverge para x = 1 y x~ —1. Obsdrvese que esto no contradice al teorema 6, 

el cual demuestra que la derivada viene dada mediante la formula esperada sdlo 
para \x\ < |x 0 |. 

Al set la serie 


log(l 4- x) 



convergente para x 0 = 1, es tambi^n convergente para \x\ < 1, y 
1 


1 4 x 


m log'(l 4 x) *** 1 — x 4 x* — x 9 4 


para|*| < 1. 


En este caso, la serie original no converge para * =* —1; ademds, la serie deri¬ 
vada no converge para x = l. 

Todas las consideraciones que son aplicables a series de potencies serin auto- 
miticamcnte aplicables a sus derivadas, en los puntos en que la derivada esti 
representada mediante una serie de potencies, Si 

fix) m 2 a n x* 

f »»0 

converge para tod© x de algtin interval© (— R, R), entonces ei teorema 6 im- 
plica que 
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f'(x) = ^ n °nX n 1 

n = 1 

para todo x de (— R, R ). Aplicando de nuevo el teorema 6 encontramos que 

oo 

f"{x) = ^ »(« - l)a n * n-2 , 

n “2 

y procediendo por induccion encontramos que 

oo 

f k) (x) = £ n(n — 1) • • • (n — k + 1 )a n x n ~ k . 

n—k 

Asf pues, una funcion definida mediante una serie de potencias que converja en 

algun intervalo (— R, R), es automaticamente infinitamente derivable en este in- 
tervalo. Ademas, la ecuacion anterior implica que 

0 ) = k!a t , 


de modo que 


/(*> (0) 

CLk — -* 

k\ 

Dicho de otro modo, una serie de potencias convergente centrada en 0 es siem- 
pre la serie de Taylor en 0 de la funcion que define. 

Llegados a este punto feliz podrfamos dar por terminado aqui nuestro estudio 
de series de potencias y de series de Taylor. Sin embargo, un examen cuidadoso de 
nuestra situacion va a revelar algunos hechos todavia inexplicados. 

Las series de Taylor de sen, cos y exp son tan satisfactorias como se pueda 
desear; convergen para todo x, y pueden ser derivadas termino a termino para 
todo x. La serie de Taylor de la funcion f(x) = log (1 + x) es algo menos com- 
placiente, ya que converge solamente para —1 < 1, pero esta deficiencia es 

una consecuencia obligada de la naturaleza b&sica de las series de potencias. Si 
la serie de Taylor para / convergiera para cualquier * 0 con |jc 0 | > 1, entonces 
convergeria sobre el intervalo (—|jc 0 |, |jc 0 |); y sobre este intervalo la funcidn que 
define seria derivable, y por lo tanto continua. Pero esto es imposible, ya que no 
esta acotada sobre el intervalo (—1, 1), donde es igual a log (1 + x). 
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La serie de Taylor para arctg es mas diffcil de comprender —parece no 
haber excusa posible para que esta serie deje de converger cuando |jc| > 1. Este 
misterioso comportamiento queda ejemplificado de modo todavfa mds sorpren- 
dente por la funcion f(x) = 1/(1 + x 2 ), funcidn infinitamente derivable que es lo 
mejor que se puede obtener fuera de una funcidn polinomica. El polinomio de 
Taylor de / viene dado por 

/(*) = 7~r 2 = 1 - x 2 + * 4 - * 8 + x s - • • • . 

Si |.*| > 1, la serie de Taylor no converge en absoluto. ^Por que? ^Qud obstdculo 
invisible impide que la serie de Taylor se extienda mds alld de 1 y —1? Resulta 
siempre peligroso hacer preguntas de este tipo, ya que es posible que la respuesta 
resulte poco grata: sucede porque sucede; las cosas son asi. En este caso, existe 
una explicacion, pero esta explicacion es imposible darla ahora; si bien se trata 
de una cuestion acerca de numeros reales, solamente tiene solucion adecuada 
cuando se coloca en un contexto mas amplio. Sera por lo tanto necesario, antes 
de completar nuestro estudio de las series de Taylor en el capitulo 26, dedicar 
dos capitulos a una materia completamente nueva. 

PROBLEMAS 

1. Para cada una de las sucesiones { f n } siguientes, determinar el lfmite pun- 
tual de {/„} (si existe) sobre el intervalo indicado, y decir si (/„} converge 
uniformemente hacia esta funcion. 

(i) /«(*) = Vx, sobre [0, 1]. 

(ii) /«(*) = i’ x < n SQ ^ re j- fl ^ y S obre R. 

( x — n, x > n, 

e x 

(iii) fn(x) = —» sobre(l, ».). 

x n 

(iv) f(x) — e~ nx \ sobre [—1, 1]. 

6 ~ x% 

( v ) fi x ) — — » sobre R. 

n 

2. En este problema se pide lo mismo que en el problema 1, pero las funciones 
no son tan fdciles de analizar. A1 final se ofrecen algunas ayudas. 
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(i) 

/»(*) 

— x n — x 2n en 

[0, 1]. 



(ii) 

/«(*) 

nx 

1 + n + x 

en [0, 

°o). 


(iii) 

fn{x) 

= yjx 2 + ^ en [a, qo 

), a 

> 0. 

(iv) 

fn(x) 

= J** + i en R. 



(v) 

fn{x) 

\ n 

\/x en 

h 

°o), a > 0. 

(vi) 

/»(*) 

= 'I* + l~ 

y/x en 

R. 


(vii) 

fn(x) 

= "W x + 1 

- Vs) 

| en 

[a, oo) 5 a > 0 

(viii) 

/»(*) 

= «( N /x + 1 

-vs) 

1 en 

[0, 00 ). 


Ayudas: (i) Para cada n, hallar el maximo de \f-f\ en [0, 1]. (ii) Para cada 
n, considerar [/(*) -/ n (x)| para valores grandes de n. (iii) Expresar f{x) -/ n (x) 
en forma de fraccion y estimar [/(x) - / n (x)| para x > a. (iv) Hacer otra esti¬ 
mation de [/(x) -/„(x)| para valores pequenos de |x|. (vii) Aplicar (v). 
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4- Hallar cada una de las siguientes sumas infinitas. 


y* v y> 4 

(i) 1-* + -- - + - 

2! 3! 4! 


(ii) 1 — x z + x* — x s + • • • . Indication: i,Que es 1— x+x 2 — x 3 -\ -? 

x^ x^ x** 

(iii) — — -—- + -— -h * * * para \x\ < 1. Indicacibn: Derf- 

2 3 • 2 4*3 5 • 4 


5. Calcular las siguientes sumas infinitas. (En la mayoria de los casos la suma 
es de la forma f{a) siendo a un numero que surge con evidencia y viniendo 
/(x) dado mediante una serie de potencias. Para calcular las distintas series 
de potencias, manipulese con ellas hasta que salgan series de potencias bien 
conocidas.) 


(i) 


~ (-l) n 2 2 n 7 r 2n 
h (2n)l 


(ii) 


yj _-— 

^0 ( 2 «)!' 


(iii) 


_/iy n+i 

n^o 2n + 1 \2/ 


(iv) 


£ 


n=0 


n 

2 ** 


(v) x 


1 


nt^3 »(n + 1)' 



X 


n=0 


2n + 1 
2 n n ! ' 


6. Si fix) — (sen x)jx para y f{ 0) = 1, hallar f k \0). Indicacibn: Hallar 

la serie de potencias para f. 


7 . 


En este problema deducimos la serie binomial (1 + x) a 



|x| < 1 sin recurrir a todo el trabajo del problema 22-18, aunque utilizando 
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un hecho establecido en la parte (a) de aquel problema: la serie f(x ) 


m 


x n converge para |x| < 1. 


n = 0 

(a) Demostrar que (1 + x)f(x) = txf(x ) para |xj < 1. 

(b) Demostrar ahora que cualquier funcion f que satisfaga. la parte (a) es 
de la forma f(x ) = c(l + x) a para alguna constante c, y utilizar este 
hecho para establecer la serie binomial. Indication: Considerese g(;c) = 
= /(*)/( l +xp. 


8. Demostrar que la serie 


1 + nx 2 ) 


converge uniformemente en R. 

9. (a) Demostrar que la serie 


oo 


V. 2" sen 

n—O 


3 n x 


converge uniformemente en [a, 00 ) para a > 0. Ayuda: 

lim (sen/z)/A = 1. 
h-> o 

(b) Considerando la suma desde N hasta 00 para x = 2/(7t 3 n ), demostrar 
que la serie no converge uniformemente en (0, °° ). 

10. (a) Demostrar que la serie 


5 i + 

converge uniformemente en \a, 00 ) para a > 0. Ayuda: Hallar prime- 
ro el maximo de nx/{ 1 + nx 2 ) en [0, 00 ). 

(b) Demostrar que 



y haciendo uso de la integral para estimar la suma, demostrar que 
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Concluir que la serie no converge uniformemente en R. 

(c) <,Que ocurrira con la serie 

X"' ^ 7 

H 1 + « 5 * 2 * 

11. (a) Utilizar el problema 15-33 y la prueba de Dirichlet (problema 22-19) 
para demostrar que la serie 


oo 


s 


sen nx 
n 


converge uniformemente en [e, In - e], e > 0. 
(b) Para x = n/N, siendo N grande, demostrar que 


2 N 

Y sen kx 

k—N 


Concluir que 


X sen kx 


k =0 




2^ sen kx 

k=N K 




y que la serie no converge uniformemente en [0, 27 t]. 

«o 

12. (a) Supongase que f(x) = ^ a n x n converge para todo x de algun inter- 

n =0 

valo (— R, R ) y que f(x) = 0 para todo x de (— R, R). Demostrar que 
cada On — 0. (Esto es facil si se recuerda la formula para a n .) 

(b) Supongase que solo sabemos que f(x n ) = 0 para alguna sucesidn {a: w } 
con lim x n = 0. Demostrar de nuevo que cada = 0. Indicacion: De- 

n-»oc r 

mostrar primero que /(0) = = 0; despues que /'(0) = a x == 0, etc. 

Este resultado indica que si f(x) —e~ 1/x ' sen \jx para x=£0, entonces 
f no puede expresarse como serie de potencias. Demuestra tambien que 
'una funcion definida mediante una serie de potencias no puede ser 0 
para x<0 y distinta de 0 para x > 0; de este modo, una serie de po- 
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tencias no puede describir el movimiento de una partfcula que ha per- 
manecido en reposo hasta el tiempo 0 y despues se pone en movimiento. 

to to 

(c) Supongase que f(x) = £ a n x n y g(x) - convergen para todo 

n = 0 n = 0 

x de algun intervalo que contiene 0 y que f(t, n ) = g(t „,) para alguna su- 
cesion { t m } que converge hacia 0. Demostrar que a n — b n para todo n. 
En particular, una funcion tiene una representation unica como serie de 
potencias centrada en 0. 

ao 

13. Demostrar que si /(*)= Y a n x n es una funcion par, entonces a n — 0 para n 

n = 0 

impar, y si / es una funcion impar, entonces a„ = 0 para n par. 

14. Demostrar que la serie de potencias para f(x) = log(l — x) converge sola- 
mente para —1 <jc< 1, y que la serie de potencias para gO) = logarit- 
mo[(l + Jt)/(1 —j:)] converge solamente para los x de (—1, 1). 

*15. Recuerdese que la sucesion de Fibonacci {tf„} esta definida por = a 2 ~ 1. 

fl n+1 a n *F fln-i- 

(a) Demostrar que a n+ Ja n < 2. 

(b) Sea 


f(x) = ^ a n x n 1 = 1 + x + 2x 2 + 3x 3 4- • • 


n ='1 


Utilizar la prueba del cociente para demostrar que f{x) converge si 

W < !/ 2 - 

(c) Demostrar que si \x\ < 1/2, entonces 


fix) = 


-1 


x 2 + x - \ 


Indicacion: Esta ecuacion puede escribirse como f(x) — xf(x) — x 2 f{x)=l. 

(d) Utilizar la descomposicion en fracciones simples para lj(x 2 +x 1), y 
la serie de potencias para 1 /(jc — a), para obtener otra serie de poten¬ 
cias para f. 

(e) Se sigue del problema 12 que las dos series de potencias obtenidas para 
/ deben ser identicas. Utilizar este hecho para demostrar que 
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a n = 

CD 

16 . Sea f(x) — Xj a n x n y g(x) = Xj b n x n . Sup6ngase que sabemos unicamente 

n«“0 n”0 

que para ciertos c n es f(x)g(x) = Xj CnX n , pero que no sabemos como se 

n=0 

multiplican las series en general. Utilizando la formula de Leibnitz (proble- 
ma 10-18) demostrar directamente que esta serie parang tiene efectivamente 
que coincidir con el producto de Cauchy de las series para / y para g. 

17. Supongase que f{x) = x22 a n x n converge para algun xo y que ao ^ 0; para 

n“ 0 

mayor sencillez supondremos ao = 1. Sea {b n } la sucesidn definida de manera 
recursiva por 

b o = 1 

n—1 

bn ~ ” X i bkO-n— it- 

oo 

Este problema tiene por objeto demostrar que XI converge tambien 

»=o 

para algun x ^ 0, de modo que representa \/f para valores suficientemente 
pequenos de |x|. 

(a) Si todos los |a„xo | < M, demostrar que 

M’l < M T, |4***|. 

k*=0 

(b) Tomar \fl con todos los \a n Xo \ ^ M. Demostrar que 

\bnXo n \ < M 2n . 



(c) Concluir que X] b n x n converge para valores de |x| suficientemente pe- 

n =0 

quenos. 

18. Demostrar que la serie 

^.2n+i 

2 n -|- 1 2 n -j- 2 
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converge uniformemente hacia Vi log(x + 1) en [-a, a] para 0 < a < 1, pero 
que en 1 converge hacia log 2. 


ao oo 

*19. Supongase que ^ a n converge. Sabemos que la serie f(x) = ^ a n x n debe 

n = 0 n = 0 

converger uniformemente sobre [— a, a ] para 0 < a < 1, pero puede no con¬ 
verger uniformemente sobre [—1, 1]; de hecho, puede incluso no converger 
en el punto —1 (por ejemplo, si /(x) = log(l + x)). Sin embargo, un ele¬ 
gante teorema de Abel demuestra que la serie converge uniformemente so¬ 
bre [0, 1], En consecuencia, / es continua sobre [0, 1] y, en particular, 


^ a n = lim S a n x n . Demostrar el teorema de Abel observando que si 

n = 0 x ~* ^ n = 0 

\a m + ... + On\ < e, entonces j a m x m + ... + OnX n \ < e, segun el lema de Abel 
(problema 18-48). 


20. Se dice que una sucesion {a n } es sumable Abel si existe lim > a n x n \ el 

x-*l- 


problema 19 indica que una sucesion sumable es necesariamente sumable 
Abel. Hallar una sucesion que sea sumable Abel, pero que no sea sumable. 
Indicacion: Repasar la lista de las series de Taylor hasta que se encuentre 
una que no converja en 1, aunque la funcion que representa sea continua en 1. 


21. (a) Utilizando el problema 19, hallar las siguientes sumas infinitas: 


(i) ~ -— + —- L 

2-1 3*2 4*3 5*4 

(ii) 1 - T + T ~ TTT + * * * • 


+ • • • . 


(b) Sea S c n el producto de Cauchy de dos series convergentes ^2 a n y 

00 n=0 00 n —0 

X) b n , y supongase unicamente que X) c n converge. Demostrar que 

71=0 71=0 

converge efectivamente hacia el producto ^ a n • b„. 

71 = 0 71 = 0 

22. (a) Supongase que {/„} es una sucesion de funciones acotadas (no necesa¬ 
riamente continuas) sobre [a, b ] que converge uniformemente hacia / so¬ 
bre [a, b ]. Demostrar que / es acotada sobre [a, b], 

(b) Hallar una sucesion de funciones continuas sobre [a, b] que converja 
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puntualmente hacia una funcion no acotada sobre [a, b]. 

*23. Supongase que / es derivable. Demostrar que la funcion f es el limite pun- 
tual de una sucesion de funciones continuas. (Puesto que ya conocemos 
ejemplos de derivadas discontinuas, esto ofrece otro ejemplo en que el limite 
puntual de funciones continuas no es una funcion continua.) 

24. Hallar una sucesion de funciones integrates {/„} que converja hacia la fun- 
cion (no integrable) / que toma el valor 1 para los numeros racionales y 
0 para los irracionales. Indicacion: Cada f„ sera 0 excepto en unos pocos 
puntos. 

25. (a) Demostrar que si / es el limite uniforme de \f n ) en [a, b ] y cada f„ es 

integrable en [a, b ], entonces tambien lo es /. (Siendo esto asi, una de 
las hipotesis del teorema 1 era innecesaria.) 

(b) En el teorema 3 postulabamos solamente la convergencia puntual de 
{ f „} hacia/. Demostrar que las hipotesis restantes aseguran que \f n ] con¬ 
verge de hecho uniformemente hacia /. 

(c) Supongase que en el teorema 3 no se toma como hipotesis que {f n } con¬ 
verge hacia una funcion /, sino que se dice solamente que f„(x o) con¬ 
verge para algun xo de [a, b]. Demostrar que /„ converge de hecho (uni¬ 
formemente) hacia un cierto / (con /' = g). 

(d) Demostrar que la serie 

(~l) n 

n=i x -}- n 


converge uniformemente en [0, 00 ). 

26. Supongase que f„ son funciones continuas en [0, 1] que convergen uniforme¬ 
mente hacia f Demostrar que 



^Se sigue cumpliendo esto si la convergencia no es uniforme? 

27. (a) Supongase que {f n } es una sucesion de funciones continuas en [a, b\ 
que tienden puntualmente hacia 0. Supongase ademas que tenemos/„(*) 
— /n+i(x) ^ 0 para todos los n y todos los x de [a, b ]. Demostrar que 
{/'n} de hecho tiende hacia 0 uniformemente en [a, b]. Ayuda: Supo- 
niendo lo contrario, elijase una sucesion adecuada de puntos x„ de [a, 
b ] y aplicar el teorema de Bolzano-Weierstrass. 

(b) Demostrar el teorema de Dini: Si \f„} es una sucesion no creciente de 
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funciones continuas en [a, b ] que tienden puntualmente hacia la fun- 
cion continua /, entonces \f n } tiende tambien uniformemente hacia / en 
[a, b ]. (Vale el mismo resultado si \f „} es una sucesion no decreciente.) 

(c) ^Se cumple el teorema de Dini si / no es continua? iQue ocurre si se 
sustituye {a, 6] por el intervalo abierto (a, b)l 

28. (a) Supongase que {/„} es una sucesion de funciones continuas en [a, b ] 

que converge uniformemente hacia /. Demostrar que si x n tiende hacia 
x, entonces / n (x„) tiende hacia /(x). 

(b) ^Sigue siendo verdad este aserto si se prescinde de la hipotesis de ser 
las /„ continuas? 

(c) Demostrar la reciproca de (a): Si / es continua en [a, b ] y {/„} es una 
sucesion con la propiedad de que /„(x„) tiende hacia j{x) siempre que 
x„ tiende hacia x, entonces /„ converge uniformemente hacia /en [a, b]. 
Ayuda: De no ser asi, existiria un e > 0 y una sucesion x n con 
\fn(Xn) ~f{Xni > e. Aplicar entonces el teorema de Bolzano-Weierstrass. 

29. Este problema describe a grandes rasgos un enfoque completamente distinto 
de la integral; no seria por lo tanto justo hacer uso de hec hos a cerca de in¬ 
tegrates sabidos con anterioridad. 

(a) Sea s una funcion escalonada en [a, b], de ta|l modo que s es constan- 
te en /,) para una cierta particion {?o, ..., t n } de [a,b\. Definir 

b n 

J a s como ^ Si(ti — ti-i) siendo s , el valor (constante) de s en (/,■- 1 , 

»* l 

t,). Demostrar que esta definicion no depende de la particion {to, ..., t n }. 

(b) De una funcion / se dice que es reglada en [a, b ] si es el limite unifor¬ 
me de funciones {j„} escalonadas en [a, b]. Demostrar que en este caso, 
para cada e > 0 existe un N tal que para m, n> N tenemos |s„(x) - 
- s m (x)\ < e para todos los x de [a, b]. 

(c) Demostrar que la sucesion de numeros [j b s n ) sera una sucesion de 
Cauchy. 

(d) Supongase que {/„} es otra sucesion de funciones escalonadas en [a, b ] 
que converge uniformemente hacia /. Demostrar que para todo e > 0 
existe un N tal que para n> N tenemos |s n (x) - r„(x)| < e para x en 
[a, b]. 

f b • f b 

(e) Concluir que lim s n = lim / t n . Esto significa que podemos de- 

n—*» J a n—» » J a 

finir J a f como el limite lim f* s n para cualquier sucesion {.?„} de fun- 

n—* « J 
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ciones escalonadas que converjan uniformemente hacia /. Lo unico que 
queda ahora por aclarar es ^cuales son las funciones regladas? Vamos 
a dar a esto una respuesta parcial. 

*(f) Demostrar que toda funcion continua es reglada. Ayuda: Para hallar 
una funcion escalonada s en [a, b ] con |/(x) - j(x)| < e para todos los 
x de [a, b], considerar todos los y para los que existe una tal funcion 
escalonada en [a, y]. 

*30. Hallar una sucesion {/*„} que tienda uniformemente hacia ft n [0, 1] y para 
la que lim (longitud de f„ en [0, 1]) ^ longitud de / en [0, 1]. (La longitud 

n—♦ » 

viene definida en el problema 13-26, pero el ejemplo mas sencillo incluira fun¬ 
ciones cuyas graficas tendran longitudes que apareceran claras.) 



CAPITULO 

24 

NtJMEROS COMPLEJOS 


Con excepcion de los ultimos parrafos del capi'tulo anterior, este libro no ha ce- 
sado de proclamar las excelencias de los numeros reales. Sin embargo, los nu- 
meros reales tienen una gran deficiencia: la de que no toda funcion polinomica 
tiene una rafz. El ejemplo mas sencillo y notable es el hecho de que no existe 
ningun numero x que satisfaga jc 2 -+-1=0. Esta deficiencia es tan grave que, 
desde hace mucho tiempo, los matematicos han sentido la necesidad de «inventar» 
un numero i con la propiedad de que i 2 + 1 = 0. Por mucho tiempo la situa¬ 
tion del «numero» / fue misteriosa del todo: al no existir ningun numero x que 
satisfaga x 2 + 1 = 0, no tiene sentido decir «sea i el numero que satisface 
i 2 + 1 = 0». No obstante, la admision del numero «imaginario» / en la familia 
de los numeros parecfa simplificar grandemenle muchos calculos algebraicos, es- 
pecialmente cuando se admitfan los «numeros complejos» a 4- hi (para a y b 
en R), y se suponfan validas todas las leyes del calculo aritmetico enumeradas 
en el capi'tulo 1. Por ejemplo, toda ecuacion cuadratica 

ax 2 + bx + c = 0 (a / 0) 
puede resolverse de mantra formal dando 

— b -f y/b 2 — 4 ac —b — y/b 2 — Aac 

* ■ X — - —•* - O X =-* 
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Si b 2 — 4 ac > 0, estas formulas proporcionan ias soluciones correctas; cuando 
se admiten numeros complejos las formulas parecen tener sentido en todos los 
casos. Por ejemplo, la ecuacion 


x s + x + 1 =0 

carece de rai'ces reales, puesto que 

x 2 + x + 1 = (* H~ iO 2 4- £ > 0, para todo x. 

Pero la formula para las raices de una ecuacion cuadratica sugiere las «soluciones# 

-1 + -1 - V --3 

2 3 2 

si interpretamos \/— 3 como \/3 (—1) = -/T- \/—1 = 3 i, entonces estos nume¬ 
ros serian 


1 V3 . 1 VI , 

2 1 y 2 ~Y U 

No es diffcil comprobar que estos numeros, por el momento puramente formales, 
satisfacen efectivamente la ecuacidn 

x 2 + * + 1 =0. 

Es incluso posible «resolver# ecuaciones cuadrdticas cuyos coeficientes son a su. 
vez numeros complejos. Por ejemplo, la ecuacion 

x 2 -\-x-\-\-\-i = 0 


deberia tener las soluciones 

_ -1 ± V\ - 4(1 -f 0 _ -1 ± V-3 - 4 1 
x 2 2 ’ 

donde el sfmbolo —3 — 47 significa un numero complejo a + (2i cuyo cuadrado 

es —3 — 4/. Para obtener 
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(a + (3i) 2 = a 2 - (3 2 + 2a(3i = -3 - 4 i 

necesitamos que sea 

a 2 - (3 2 = - 3 , 

2a(3 = — 4. 

Estas dos ecuaciones pueden resolverse facilmente para a y /3 reales; efectiva- 
mente, existen dos soluciones posibles: 

a = 1 a = —1 

(3 = -2 y 0 = 2. 

Asf, las dos «rafces cuadradas» de —3 — 4/ son 1 — 2i y —1 +2/. No existe 
ninguna manera razonable de decidir cual de estas debe ser designada por 
— 3 — 4 i, y cual por — \/— 3 — 47; el uso convencional de ^/T tiene solamente 
sentido para x > 0 reales, en cuyo caso sfx designa la raiz (real) no negativa. 
Por esta razon, la solucion 


x 


— 1 + V-3 - 4 i 
_ - 


debe entenderse como abreviacion de: 


x 


-1 + T 

-, 

2 


donde r es una de las rafces cuadradas de —3 — 4/. 


Con este convenio llegamos a las soluciones 


x 


x 


1 4 “ 1 — 2 1 


= —t. 


-1 -1+2 i 


-1 + i ; 


como facilmente puede comprobarse, estos numeros suministran efectivamente so¬ 
luciones formales para la ecuacion 


a: 2 + a: + 1 + * = 0. 
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Los numeros complejos son igualmente utiles para ecuaciones cubicas. Toda 
ecuacion cubica 


ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 (a ^ 0) 

con coeficientes reales a, b, c y d, tiene, segun sabemos, una raiz real a, y si 
dividimos ax 3 + br + cx + d por x — a obtenemos un polinomio de segundo 
grado cuyas raices son las raices restantes de ax 3 + bx * 4- cx + d — 0; las raices 
de este polinomio de segundo grado pueden ser numeros complejos. Asi, una 
ecuacion cubica tendra o bien tres raices reales o bien una raiz real y dos raices 
complejas. La existencia de la raiz real queda garantizada por nuestro teorema 
de que toda ecuacion de grado impar tiene una raiz real, pero en realidad no hace 
falta apelar a este teorema (el cual es totalmente inaplicable si los coeficientes 
son complejos); en el caso de una ecuacion cubica podemos encontrar en reali¬ 
dad, con destreza suficiente, una formula que nos de todas las raices. La siguiente 
deduccion de tal formula la presentamos aqui no solo como una demostracion 
interesante del ingenio de matematicos antepasados, sino como prueba de la im- 
portancia de los numeros complejos (sean estos lo que sean). 

Para resolver la ecuacion cubica mas general, basta evidentemente considerar 
solo ecuaciones de la forma 


x 3 + bx 2 + cx + d — 0. 

Es incluso posible eliminar el termino en x~, mediante una manipulacion bastante 
directa. Si ponemos 

b 

x = y-> 

7 3 


entonces 


*3 = y 3 _ by 2 _|_ 

x 2 — y 


b^y _ b*_ 

T zf 

2 by b 2 

T + 9’ 


de modo que 
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0 = x 3 + bx 2 + cx + d 



El segundo miembro no contiene ahora ningun termino en y 2 . Si podemos des- 
pejar y en la ecuacion podremos hallar x. Esto demuestra que es suficiente con- 
siderar en primer lugar solamente ecuaciones de la forma 

x 3 + px + q — 0. 

En el caso particular p = 0 obtenemos la ecuacion x 3 = — q . Veremos mas ade- 
lante que todo numero complejo que tiene una rafz cubica, en realidad tiene tres, 
de modo que tiene tres soluciones. El caso p =£ 0, por otra parte, exige un paso 
artificioso del todo. Pongamos 

(*) * = - - = rl-y x * o) : 



Esta ecuacion puede escribirse 

27(w 3 ) 2 + 27 q(u> 3 ) - p* *= 0, 

la cual es una ecuacion cuadratica en w 3 ( !!). 

Asf pues. 
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-27 q ± V(27) V + 4 • 27/? 3 
2 • 27 



Recuerdese que esto significa en realidad: 


w 


3 _ 



donde r es una rafz cuadrada de 



P\ 

27 


Podemos escribir, por lo tanto. 


w = 



esta ecuacidn significa que w es alguna rai'z cubica de —q/2 4- r, donde r es al- 
guna rafz cuadrada de q l \4 4- p 3 /27. Esto da lugar a seis posibilidades para w, 
pero al sustituir estas en (*), dando 



resulta que se obtienen solamente tres valores distintos para x. Una caracteris- 
tica todavia mds sorprendente de esta solucion surge al considerar una ecuacion 
cubica cuyas rafces son todas reales ; la formula antes deducida puede, a pesar 
de todo, contener numeros complejos en forma esencial. Por ejemplo, las rafces de 

* 3 - 15* - 4 = 0 


son 4, —2 + sfT y —2 — sfZ. Por otra parte, la formula antes deducida (con 
p — —15, q — —4) da como una de sus soluciones 


_ -15 

3 ' ^2 + V4 - 125 


x = ^2 + V4 - 125 “ 
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Ahora bien. 


= y/l + 11* + 


15 

3 * V 2 + Hi 


(2 + i) 3 = 2 3 + 3 * 2 2 / + 3 • 2 • / 2 + i 3 
= 8 + 122 - 6-1 
- 2 + lli, 


de modo que una de las raices cubicas dc 2 + 11/ es 2 + /. Asi pues, obtenemos 
como una de las soluciones de la ecuacion 


x 


2 + 2 + 
2 + 2 + 
2 + 2 + 


15 

6 + 3 2 
15 6 - 3 2 

6 + 3/ 6 — 3i‘ 
90 - 45i 
36 + 9 


- 4 (!)_ 


Las restantes raices pueden tambien obtenerse si son conocidas las demds raices 
cubicas de 2 4- 11/. El hecho de que se pueda obtener incluso una de estas rai¬ 
ces reales a partir de una expresion que depende de numeros complejos es sufi- 
cientemente impresionante para dar a entender que cl uso de los numeros com¬ 
plejos no puede ser totalmente absurdo. De hecho, las formulas que dan las solu¬ 
ciones de las ecuaciones cuadraticas y cubicas pueden interpretarse enteramente 
en terminos de numeros reales. 

Supongase que convenimos, por el momento, en escribir todos los numeros 
complejos en la forma a + bi, escribiendo el numero real a como a + 0/ y el 
numero / como 0 + 1/. Las leyes ordinarias de la aritmetica y la relacidn i* = —1 
demuestran que 


(a + bi) + (c + di) — (a + c) + {b + d)i, 

(a + bi) * (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i. 

Asi pues. una ecuacion tal como 
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(1 + 20 • (3 + 10 = 1+7* 

puede ser considerada sencillamente como abreviacion para las dos ecuaciones 

1 • 3 - 2 • 1 = 1, 

1 • 1 + 2 • 3 = 7. 


La solucion de la ecuacion cuadratica ox' 2 + bx + c = 0 con coeficientes reales 
puede parafrasearse como sigue: 


f u 2 — v 2 = b 2 — 4ac, 
l uv = 0, 

(es decir, si (u + vt) 2 = b 2 — 4 ac) y 


+ c - 0, 


entonces 


(• 


•im'-fer] 


es decir,entonces 


No resulta muy dificil comprobar esta afirmacion acerca de numeros reales 
sin escribir ningun «/», pero las complicaciones del mismo enunciado deben con- 
vencer al lector que vale la pena introducir ecuaciones acerca de numeros com- 
plejos como abreviaciones para pares de ecuaciones acerca de numeros reales. (Si 
el lector todavia no esta convencido, interne parafrasear la solucion de la ecuacion 
cubica.) Sin embargo, si pretendemos de verdad utilizar los numeros complejos 
de manera consecuente, va a ser necesario presentar alguna definicion razonable. 

En toda esta discusion ha estado implicita una posibilidad. Todas las propie- 
dades matematicas de un niimero complejo a + hi estan completamente determi- 
nadas por los numeros reales ay h: cualquier objeto matematico con esta misma 
propiedad puede ser utiiizado razonablemente para definir un numero complejo. 
El candidato que tenemos mas a mano es el par ordenado (a, b) de numeros rea¬ 
les ; definiremos, en consecuencia, un numero complejo como un par de numeros 
reales y del mismo modo definiremos el significado que sc ha de dar a la suma 
y a la multiplicacion de numeros complejos. 
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DEFINICION 


Un numero complejo es un par ordenado de numeros reales; si z = (a, b) es 
un numero complejo, se dice entonces que a es la parte real de z, y que b es la 
parte unagioaria de z. El conjunto de todos los numeros complejos es desig- 
nado por C. Si (a, b) y (c, d) son dos numeros complejos, definimos 

(«, b) + {c, d) = (a + c y b + d) 

(a, b) • (c, d) = {a • c — h • d, a * d Hh b • c), 

(El + y el • que aparecen en la izquierda son si'mbolos nuevos que se estdn 
definiendo, mientras que el + y el * que aparecen en la derecha representan la 
suma y la multiplicacion conocidas de los numeros reales.) 


Cuando se introdujeron por primera vez los numeros complejos, se entendia 
que los numeros reales eran, en particular, numeros complejos; esto no es asi si 
tomamos en serio nuestra definicion: un numero real no es, despues de todo, 
lo mismo que un par de numeros reales. Esta dificultad es, sin embargo, s61o un 
estorbo de menor importancia. Observese que v ,/ 

(a, 0) + .(b, 0) = (a + b, 0 + 0) = (a + 0), 

(a, 0) • (A, 0) = (a • b — 0 • 0, a • 0 + 0 • b) = (a * 6 , 0); 

esto indica que los numeros complejos de la forma (a, 0) se comportan respecto 
a la suma y a la multiplicacion de numeros complejos, exactamente de la misma 
manera en que lo hacen los numeros reales respecto a su suma y multiplicacion 
propias. Por esta razon convendremos en desi^tar (a, 0) simplemente por a. La 
notacion corriente a + bi de los numeros complejos puede obtenerse ahora me- 
diante otra definicion. 

DEFINICION ■ 


i = (0, 1). 


Observese que i~ = (0, l)-(0, 1) = (-—1, 0) =%•—1 (el ultimo signo de igualdad 
se justifica por nuestro convenio). Ademas 
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{a, b) = (a, 0) + (0, b) 

= (*, 0) 4 (b, 0) • (0, 1) 

— a bi. 

El lector puede haber recibido la impresion de que nuestra definicidn era s61o 
un artificio complicado para definir numeros complejos como «expresiones de la 
forma a + bi*. Esto es esencialmente correcto; constituye un prejuicio firme- 
mente establecido de la matematica moderna el que los objetos nuevos deben 
definirse como algo especi'fico, no como «expresiones». Sin embargo, es interesante 
observar que hasta que se propuso la definicion moderna, los matematicos se sen- 
tfan molestos en su fuero interno cuando utilizaban los numeros complejos. Ade¬ 
nitis. la definicion precisa hace resaltar otro punto importante. Nuestro objetivo 
al introducir los numeros complejos fue el de evitar la necesidad de parafrasear 
enunciados acerca de numeros complejos en terminos de sus partes real e imagi- 
naria. Esto quiere decir que pretendemos trabajar con numeros complejos de la 
misma manera en que trabajamos con numeros racionales o reales. Por ejemplo, 
la solucion de la ecuacion cubica requeria escribir x — w — pi 3w, de modo que 
queremos saber que \/w tiene sentido. Ademas, w 2 se obtuvo resolviendo una 
ecuacion cuadratica, lo cual exige muchas otras manipulaciones algebraicas. En 
resumen, es probable que tengamos que utilizar, en un momento o en otro, cual- 
quier manipulacion con numeros reales. Ciertamente no queremos detenernos cada 
vez para justificar todos los pasos. Esto afortunadamente no es necesario. Puesto 
que todas las manipulaciones algebraicas efectuadas con numeros reales pueden 
justificarse mediante las propiedades enumeradas en el capitulo 1, solo hace falta 
comprobar que estas propiedades se cumplen tambien para los numeros complejos. 
En la mayor parte de los casos esto es muy sencillo, y estos hechos no van a ser 
establecidos como teormas formales. Por ejemplo, la demostracion de PI, 

[0, b) + (c, (/)] + 0,/) = (a, b) + [(r, d) + 0,/)] 

exige solamente la aplicacion de la definicion de sumas para numeros complejos. 
El primer miembro se convierte en 

{[a + c] + [b + d] + /). 

y el segundo miembro se convierte en 


{a -f- (/• 4 <4 b 4 [d 4 /]); 
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los dos son iguales porque PI se cumple para numeros reales. Conviene compro- 
bar P2-P7 y P9. Observese que los numeros complejos que desempenan el papel 
de 0 y 1 en P2 y P6 son, respectivamente, (0, 0) y (1, 0). No es dificil imaginar 
cdmo ha de ser — (a, b ), pero el inverso de (a, b) exigido en P8 resulta algo mis 
artificioso: si (a, b ) ^ (0, 0), entonces a? + b 2 =£0 y 

^ C 2 4- b 2 a 2 + b 2 ) ~ 

Se hubiese podido predecir este hecho de dos maneras. Para hallar (x, y) con 

(a, b) • ( x,y ) = (1, 0) 

basta resolver las ecuaciones 


ax — by = 1, > 

bx -f -ay — 0, 

Las soluciones son jc = a/{a~ + b 2 ), y = — bj{d 2 + b 2 ). Es tambien posible razo- 
nar que si l/(a + bi) ha de significar algo, entonces debe cumplirse que 

1 1 a — bi _ a — bi 

a + bi a + bi a — bi a 2 -f- b 2 

Una vez demostrada la existencia de inversos (despues de obtener de alguna ma- 
nera cl inverso), se sigue que esta manipulacion es efectivamente valida; es la mis 
ficil de recordar cuando se busca el inverso de un numero complejo; fue este 
precisamente el artificio que utilizamos para calcular 

15 _ 15 

6 -h 37 ” 6 + 3* 6 - 3i 
_ 90 — 45 i 
36 + 9 ' 

Contrariamente a lo que ocurre con P1-P9, -las reglas P10-P12 carecen de 
anilogas: es ficil demostrar que no existe ningun conjunto P de niimeros com- 
plejos tal que P10-P12 se cumplan para todos los numeros complejos. En efecto, 
si un tal conjunto existiese, entonces P tendria que contener 1 (puesto que 1 = l 2 ) 
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y tambien —1 (puesto que —1 = i 2 ), lo cual estaria en contradiction con P10. La 
ausencia de P10-P12 no tendril consecuencias desastrosas, pero significa efectiva- 
mente que no podemos definir z <w para z yw complejos. Puede tambidn recor- 
dar el lector que para los numeros reales, P10-P12 se utilizaron para demostrar 
que 1 + 1^0. Afortunadamente, el hecho correspondiente para los numeros 
complejos puede reducirse a este: evidentemente (1, 0) + (1, 0)^(0, 0). 

Si bien escribiremos por lo general los numeros complejos en la forma a + bi, 
vale la pena recordar que el con junto de todos los numeros complejos C no es 
mds que la coleccion de todos los pares de numeros reales. Hace mucho que esta 
coleccion fue identificada con el piano, y por esta razdn el piano recibe m uchas 
veces el nombre de <plano complejo*. El eje horizontal, que consiste en todos 
los puntos (a, 0) para a en R, recibe muchas veces el nombre de eje real, y el eje 
vertical recibe el nombre de eje imaginario. Dos importantes definiciones estdn 
tambien relacionadas con esta representation geometrica. 

DEF1NICI6N 


Si z = x + iy es un niimero complejo (con x e y reales),entonces el conjngado z 
de z se define como 

z = x - iy, 

y el valor absolute o mddulo \z\ de z estd definido por 

\z\ = V x 2 + y 2 . 

(Obsdrvese que x? + y 2 > 0, de modo que s/x 1 + y 2 estd definido sin ambi- 
guidad; designa la rafz cuadrada real no negativa de x* + y 2 .) 



Geomdtricamente, z es sencillamente la reflexion de z respecto al eje real, 
mientras que |z| es la distancia de z a (0, 0) (figura 1). Obsdrvese que la notacidn 
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para el valor absoluto de los numeros complejos es consistente con la de los nu¬ 
meros reales. La distancia entre dos numeros complejos z y w puede definirse 
muy facilmente como |z — w|. El siguiente teorema enumera todas las propieda- 
des importantes de conjugados y valores absolutos. 

TEOREMA 1 

Sean z y w numeros compuestos. Entonces 

(1) z = z. 

(2) z — z si y solo si z es real (es decir, es de la forma a + Of, para algun 
numero real a). 

(3) z + w — 2 -|" W. 

(4) = “'(*)• 

(5) z ' w = z * u). 

(6) 7^ = (z)~\ ii z*0. 

(7) \z\ 2 — z ■ z. 

(8) \z • w\ = \z\ * M- 

(9) \z + w\ < \z\ + \w\. 

DEMOSTRACION 

Los enunciados (1) y (2) son evidentes: Las ecuaciones (3) y (5) pueden compro- 
barse mediante calculos directos y (4) y (6) pueden despues demostrarse mediante 
un artificio: .. 


0 = 0 = z + (— z) — z H-z, de modo que —z = — (z), 

1 = 1 = z • (z -1 ) = z • z~ l y de modo que z -1 = •(z) _1 . 

Las ecuaciones (7) y (8) pueden tambien demostrarse mediante c^lculo directo. La 
unica parte dificil del teorema es (9). En realidad, esta desigualdad ya se ha pre- 
sentado (problema 4-9) pero repetiremos aqui la demostracion utilizando una 
terminologi'a Jigeramente distinta. 

Estd claro que en (9) se cumple la igualdad si z = 0 6 w = 0. Es tambien 
facil ver que (9) se cumple si z == Aw para cualquier numero real A (considerense 
por separado los casos A > 0 y A< 0). Supongase, por otra parte, que Aw 
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para un numero real cualquiera A, y que w =£ 0. Entonces, para todos los numeros 
reales A, 


(*) 0 < \z — Xz^| 2 = (z — Xw) • (z — Aif) 

= (z — X w) • (z — Xw) 

= zz + X^ww — X(wz + zw) 

= X 2 |if| 2 + jz| 2 — X(ifz + zw). 

Observese que wz + zw es real, puesto que 


WZ 4“ zw — WZ + ZW = WZ + ZW = IfZ -f- Zlf. 


De este modo el segundo miembro de (*) es una ecuacion cuadratica en A con 
coeficientes reales y sin soluciones reales; su discriminate debe ser, por lo tanto, 
negativo. Asi pues. 


(wz + zw)~ — 4|it>| 2 • |zj 2 < 0; 

se sigue, al ser wz + zw y |w| - |z| numeros reales, y |w|-|z|>0, que 

(wz + zw) < 2\w\ ■ \z\. 


De esta desigualdad se sigue que 


\z + lt>j 2 = (z + w) • (z + w) 

= |z| 2 4- |it;| 2 4“ (wz 4" zw) 
< jzj 2 4- |if | 2 4- 2\w\ " \z\ 

= (kl + H) 1 , 


lo cual implica que 

\z 4- w\ < \z\ 4- \w\. | 

Las operaciones de suma y multiplicacion de numeros complejos tienen ambas 
importantes interpretaciones geometricas. La representacion de la suma es muy 
sencilla (figura 2). Dos numeros complejos z — (a, b) y w = (c, d) determinan un 
paralelogramo, dos de cuyos lados son el segmento rectilineo de (0, 0) a z, y el 
segmento rectillneo de (0, 0) a w; el vertice opuesto a (0, 0) es z + w. (La demos- 
tracion de este hecho geometrico se deja para el lector.) 
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La interpretation de la multiplication es mds complicada. Si z = 0 6 w = 0, 
entonces z-w = 0 (puede darse una demostracion de una linea, pero ni siquiera 
esta es necesaria; se ha demostrado ya que la afirmacion es consecuencia de P1-P9), 
de modo que podemos limitar nuestra atencion a numeros complejos no nulos. 
Empezamos poniendo cada numero complejo no nulo en forma especial. (Com- 
paremos con lo expuesto en el apendice al capitulo 4.) 

Para cualquier numero complejo z=£0 podemos escribir 



en esta expresidn |z| es un numero real positivo, mientras que 


de modo que zl\z\ es un numero complejo de valor absoluto 1. Ahora cualquier 
numero complejo a = x + iy con 1 = \a\ = x 2 + y 2 puede escribirse en la forma 

a = (cos d, sen 6) = cos 6 -j- i sen ,6 

para algun numero 6. Asi todo numero complejo z no nulo puede escribirse 

z — r {cos 6 + i sen 6) 

para algun r > 0 y algun numero 6. El numero r es unico (es igual a |z|), pero 6 
no es unico; si una posibilidad es 0 O , entonces las demas son 6 0 + 2kn para k : en Z; 
cualquiera de estos numeros recibe el nombre de argumento de z. La figura 3 
hace ver z en terminos de r y 6. (Para hallar un argumento 6 de z = x + iy pode¬ 
mos observar que la ecuacion 
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x + iy = z = \z\ (cos 0 + i sen 0) 


significa que 


* = |z|cos 0, 
y = \z\ sen 0. 

Si x =£ 0 podemos tomar por lo tanto 0 = arctg yfx, y si x — 0 podemos tomar 
0 — n/2 cuando y > 0 y 0 = 3 tt/ 2 cuando y < 0.) 

El producto de dos numeros complejos no nulos 

z = r( cos 0 + i sen 0), 
w = s(cos (f) + i sen (f>), 


es ahora 

z • w = rj(cos $ + i sen 6) (cos <f> + * sen (f >) 

= rj[(cos 0 cos <f) — sen 6 sen (f>) + z (sen d cos <f> + cos 6 sen </>)] 

— rj[cos (9 + <t>) + i sen (9 + 0)]. 

Asi pues, el valor absoluto de un producto es el producto de los valores absolutos 
de los factores, mientras que la suma de cualquier argumento para cada uno de 
los factores sera un argumento para el producto. Para un numero complejo no nulo 

z — r( cos 0 + i sen 0) 

es ahora cosa facil demostrar mediante induccion la siguiente formula muy im- 
portante (conocida a veces como teorema de De Moivre): 

z n = jz|“ (cos n& + i sen n0), para un argumento cualquiera 0 de z- 

Esta formula describe z n tan exph'citamente que es facil decidir cuando es precisa- 
mente z n = w : 

TEOREMA 2 

Todo numero complejo no nulo tiene exactamente n raices n-esimas complejas. 
Con mas precision, para cualquier numero complejo y cualquier numero 
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natural n, existen precisamente n numeros complejos distintos z que satisfacen 
Z H — w. 

DEMOSTRACION 

Sea 


w = s( cos <f> -f- i sen <j>) 

para s = \w\ y algiin numero 0 . Entonces un numero complejo 

z = r(cos 6 -+• i sen 6) 


satisface z n — w si y solo si 


r"(cos nd + i sen n6 ) = jr(cos <j> + i sen <^>), 
lo cual sucede si y solo si 

r 11 — s , 

cos nd + i sen nd = cos </> + i sen (f>. 

De la primera ecuacion se sigue que 

n /“ 

r = V s, 

n 

donde */¥ designa la rafz enesima real positiva de s. De la segunda ecuacion se 
sigue que para algun entero k tenemos 

e = e k = * + ^ 

n n 

n 

Recfprocamente, si elegimos r — y 6 = 6 k para algun k, entonces el numero 
z — ric os 0 + i sen (f) satisfara z" = w. Para determinar el numero de rakes n-esi- 
mas de w, basta por lo tanto determinar cudles de estos z son distintos. Ahora bien, 
cualquier entero k puede escribirse 


k = nq + k' 
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para algiin entero q, y algiin entero k' entre 0 y n — 1. Entonces 

cos Qk -f i sen 0* = cos 6k' + i sen 6k'. 

Esto indica que todo z que satisface z n = w puede escribirse 

z = Vj (cos 6 k + i sen 6k) k = 0, . . . , n — 1. 

Ademas, es facil ver que estos numeros son todos distintos, ya que dos 6 k cuales- 
quiera para k = 0, .... n — 1 difieren en menos de 27r. | 

En el curso de la demostracion del teorema 2 hemos desarrollado, en realidad, 
un metodo para hallar las raices n-esimas de un numero complejo. Por ejemplo. 



para hallar las raices cubicas de i (figura 4) observese que \i\ — 1 y que jt/ 2 es un 
argumento para i. Las raices cubicas de i son por lo tanto 


1 • j^cos — + i sen — J> 



~ 

fir 


27t\ 


fir 

27r\" 

57T 

57r 

1 * 

cos 1 

- 

~b 

— 

' + i sen | 

- + 


= cos-h 

i sen—’ 


_ 

\6 


3/ 


^6 

3/J 

6 

6 


- 

( 7T 


4r\ 


(t 

47r\" 

3t 

37T 

1 • 

cos I 

- 

+ 

— 

1 + i sen | 

7 + 

— 

= cos-r 

i sen — 



\6 


3 ) 


\6 

3/J 

2 

2 


Puesto que es 
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COS — = — 
6 2 

5tt 


Vi 


t r 1 

sen — = -> 
6 2 

Sir 1 


cos— - - sen — = -> 

6 2 6 2 


3x 

cos — = 0, 
2 


37T 

sen — = — 1, 
2 


las rafces cubicas de i son 


VI + i - V3 + * 


■> —i. 


En general, no se pueden esperar siempre resultados tan sencillos. Por ejemplo, 
para hallar las rafces cubicas de 2 + 11/, obsdrvese que |2 4* 11/| = */2 a + 11* = 
= 125 y que arctg es un argumento para 2 + 11 i. Una de las rafces cubicas 

de 2 4- 11/ es por lo tanto 

VIE [ cos +sen 

= Vi [cos ( “^ * ) + i sc. ( ^ * )]• 


Observamos antes que 2 + / es tambi£n una raiz cubica de 2 4- Ilf. A1 ser 
|2 4- /| = >/2 a + V = 4/37y puesto que arctan \ es un argumento de 2 + i, po- 
demos escribir esta raiz cubica como 

2 4*/“ Vs (cos arctg b + i sen arctg b)- 


Estas dos rafces cubicas son en realidad el mismo numero, porque 


arctg 

3 



1 

2 


(el lector puede comprobar esto utilizando la fdrmula del problema 15-9), pero 
esto es de las cosas que hubiese sido diffcil observar a primera vista. 

El hecho de que todo numero complejo tiene una raiz n-£sima, cualquiera 
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que sea n no es sino un caso particular de un teorema muy importante. En su 
origen el numero i fue introducido para suministrar una solucion de la ecuacion 
X s + 1 = 0. El teorema fundamental del algebra afirma el hecho notable de que 
esta introduction suministra automaticamente soluciones para todas las demas 
ecuaciones polinomicas: toda ecuacion 

z n + a n —\Z n 1 + ■ • * + flo = 0 ao, . . . > <2„_i en C 
tiene una rafz compleja. 

En el proximo capitulo vamos a dar una demostracion casi completa del 
teorema fundamental del algebra. La pequena laguna que se deja en el texto 
puede ser llenada como ejercicio (problema 25-5). La demostracion del teorema 
se basara sobre varios conceptos nuevos que surgiran de un modo completamente 
natural en una investigacion mas a fondo de los numeros complejos. 

PROBLEMAS 


1. Hallar el valor absoluto y el argumento de cada uno de los siguientes numeros. 

(i) 3 -f 4 i. 

(ii) (3 + 40" 1 . 

(iii) (1 + Q 5 . 

(iv) V 3 + 4 i. 

(v) 13 + 4i\. 

2. Resolver las ecuaciones siguientes 


(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 


x 2 + ix + 1 = 0. 
x 4 + x 2 + 1 =0. 
x 2 + 2 ix —1=0. 

I ix - (1 + i)y = 3, 

\ (2 + i)x + iy = 4. 
x 3 — x 2 — x — 2 = 0. 


3. Describir el conjunto de todos los numeros complejos z tales que 

(i) z = —z. 

(ii) z = z~ l . 
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(iii) \z — a\ — \z — b |. 

(iv) \z — a\ -f \z — b\ = c. 

(v) |*| < 1 —parte real d tz. 

4 . Demostrar que \z\ — \z\, y que la parte real de z es (z + Z)12, mientras que 
la parte imaginaria es (z — z)/2L 

5. Demostrar que |z + w\ 2 + |z — w|* = 2(|z| 2 4- |w| 2 ), e interpretar geom&rica- 
mente este enunciado. 

6. £Cu£ 1 es la relacidn entre z y s/T'ZsJ —i en la representaeion grdfica? Indi- 
cacion: ^Cudl es la recta que se transforma en el eje real al multiplicar 
por si — /? 

7. (a) Demostrar que si a 0 , ...» a n _ 1 son reales y a + bi (siendo a y b reales) 

satisface la ecuacion Z* + + ... 4- a 0 = 0, entonces a — bi satis- 

face tambien esta ecuacion. (Asi pues, las raices no reales de una tal 
ecuacion se presentan siempre por pares, y el numero de estas raices es 
par.) 

(b) Concluir que Z n +a n _ 1 z B_1 4 ... 4- a 0 es divisible por z 2 — 2az+(a 2 +b 2 ) 
(cuyos coeficientes son reales). 

*8. (a) Sea c un entero que no sea el cuadrado de ningun otro entero. Si a y b 

son enteros, definimos el conjugado de a+b s/cl designado por a+b sfc, 
como a — b s/cl Demostrar que el conjugado esti bien definido haciendo 
ver que un numero puede expresarse en la forma a + b s/cl para ente¬ 
ros ay b, solamente de una manera. 

(b) Demostrar que para todo a y P de la forma a + b sfc, tenemos a = a, 

a. — a si y sdlo si a es un entero, a + (3 — a. + — a = — a, 

a-/? = a-fi, y or 1 = (a) -1 si a^O. 

(c) Demostrar que si a 0 , .... On^ son enteros y z = a + b sfc satisface la 

ecuacidn Z* + 4 ... + a 0 = 0, entonces z = a — b sfc satisface 

tambien esta ecuacion. 

9. Hallar todas las raices cuartas de i; expresar la que tenga un argumento 
mis pequeno sin hacer intervenir ninguna funcion trigonomdtrica. 

*10. (a) Demostrar que si o> es una raiz n-esima de 1, entonces tambien lo es co\ 

(b) Se dice que un numero to es una raiz primitiva n-esima de 1 si {1, w, w 2 , 
..., <w n_1 } es el conjunto de todas las raices /i-esimas de 1. i,Cuantas 
raices enesimas primitivas de 1 existen para n = 3, 4, 5, 9? 

n— 1 

(c) Sea u> una raiz H-esima de 1, con 1. Demostrar que £ co* — 0. 

*-o 

*11. (a) Demostrar que si z x . Zk quedan del mismo lado que alguna recta que 

pase por 0, entonces z x 4- ... + z*f0. Indication: Esto es evidente 
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partiendo de la interpretacion geometrica de la suma, pero tambien 
puede darse facilmente una demostracion anah'tica: El enunciado es evi- 
dente si la recta es el eje real, y el caso general puede reducirse a dste 
mediante un artificio. 

(b) Demostrar, ademas, que z^ 1 , .... ZaT 1 quedan todos del mismo lado de 
una recta por 0 , de mode* que z x ~ l + ... + z * -1 7 ^ 0 . 

*12. Demostrar que si |z x | = |z 2 | = |z 3 | y z l + z 2 + z 3 = 0, entonces z x , z 2 y z 3 
son los vertices de un triangulo equildtero. Indicacion: Convendra suponer 
que z x es real, y esto puede hacerse sin restringir la generalidad. ^Por que? 



CAPITULO 



FUNCIONES COMPLEJAS 


El lector probablemente no se sorprenderd al darse cuenta de que una investiga- 
ciOn mas profunda de los numeros reales ha de basarse necesariamente en el 
concepto de funciOn. Hasta ahora una funcion era (intuitivamente) una regia que 
asignaba numeros reales a ciertos otros numeros reales. Pero no existe razOn 
alguna para que no se pueda extender este concepto; se puede considerar igual- 
mente una regia que asigne numeros complejos a ciertos otros mimeros comple- 
jos. La definicion rigurosa no presenta problemas (ni siquiera le vatnos a conceder 
los honores de una definicidn formal): una funciOn es una colecciOn de pares de 
mimeros complejos que no contiene dos pares distintos con el mismo primer ele- 
mento. Puesto que consideramos los niimeros reales como ciertos numeros com¬ 
plejos, la definicion antigua es en realidad tin caso particular de la nueva. Sin 
embargo recurriremos algunas veces a una terminologia particular para poner en 
claro el contexto en que se esta considerando una funcion. Una funcion / se dice 
que es de valores reales si fiz) es un numero real para todos los z del dominio de f, 
y de valores complejos para destacar que no es necesariamente de valores reales. 
Anilogamente estableceremos por lo general explfcitamente que una funci6n / 
estd definida sobre [un subconjunto de] R en aquellos casos en que el dominio 
de / es [un subconjunto de] R; en otros casos mencionaremos a veces que / estl 
definida sobre [un subconjunto de] C para destacar que f(z) est£ definida para 
valores tanto reales como complejos de z, 

Entre la multitud de funciones definidas sobre C, algunas son particularmente 
importantes. Entre 6stas se encuentran en primer lugar las funciones de la forma 
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/to = + an-i*"- 1 +•■•+«* 


donde a 0 . a n son numeros complejos. Estas funciones son llamadas, lo mismo 

que en el caso real, funciones polindmicas; incluyen la funcidn f{z) = z (la « fun¬ 
cidn identidad») y las funciones de la forma f(z) = a para algiin numero complejo a 
(«funciones constantes»). Otra importante generalizacidn de una funcidn cono- 
cida es la «funcidn valor absoluto» f(z) = |z| para todo z de C. 

Dos funciones de particular importancia para los numeros complejos son Re 
(la « funcidn parte real*) e Im (la « funcidn parte imaginaria»), definidas por 


Re(* + iy) = *, 
Im(jf + iy) = y , 


para x e y reales. 


La «funcidn conjugada* est4 definida por 


f(z) = z = Re( 2 -) — ilm ( 2 ). 

Las conocidas funciones reales definidas sobre R pueden combinarse de mu- 
chas maneras para dar lugar a nuevas funciones de valores complejos definidas 
sobre C; un ejemplo es la funcidn 


f{x + iy) = e v sen(* — y) + ix* cos y. 

La fdrmula para esta funcidn particular hace ver una descomposicidn que siempre 
es posible. Cualquier funcidn / de valores complejos puede escribirse en la forma 


/ = u + iv 


para algunas funciones u y v de valores reales; defmase simplemente u(z) como 
la parte real de f(z), y v(z) comb la parte imaginaria. Esta descomposicidn es litil 
muchas veces, pero no siempre; por ejemplo, no serfa conveniente describir una 
funcidn polindmica de esta manera. 

Otra funcidn va a desempenar un papel importante en este capitulo. Recudr- 
dese que un argumento de un numero complejo 'z no nulo es un niimero (real) 0 
tal que 

z = |z|(cos 0 + i sen 0). 

Existen infinitos argumentos para z, pero sdlo uno que satisface 0 < 6 < 2n. Si 
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designamos por &(z) a este argumento unico, entonces 6 es una funcion (de valores 
reales, la a funcion argumento*) sobre {z en C: z =£ 0}. 

Las «grificas» de las funciones de valores complejos definidas sobre C, al 
estar en el espacio de cuatro dimensiones, son, como se puede suponer, poco utiles 
para la visualization. Puede utilizarse en vez de la representation altemativa 
de una funcidn mencionada en el capitulo 4: trazamos dos copias de C, y flechas 
desde z en una de las copias, a f(z) en la otra (figura 1). 



FIGURA 1 


La representacidn grdfica mis comun de una funcion de valores complejos se 
obtiene rotulando un punto del piano con el valor f(z), en vez de con z (el cual 
puede estimarse por la position del punto en la figura). La figura 2 indica este 
tipo de representacidn para varias funciones distintas. Ciertas caracteristicas de 
la funcidn quedan ilustradas muy claramente mediante esta agrdfica*. Por ejem- 
plo, la funcidn valor absoluto es constante sobre tirculos concentricos alrededor 
de 0, las funciones Re e Im son constantes sobre los ejes vertical y horizontal, 
respectivamente, y la funcion f(z) = z 2 envuelve dos veces el circulo de radio r 
alrededor del circulo de radio r 2 . 

A pesar de los problemas planteados por la visualizacidn de funciones de va¬ 
lores complejos en general, es todavfa posible definir propiedades anilogas de 
propiedades importantes definidas con anterioridad para funciones de valores rea¬ 
les sobre R, y en algunos casos estas propiedades pueden ser mis ficiles de visua- 
lizar en el caso complejo. Por ejemplo, la nocion de limite puede definirse como 
sigue: 

lim f{z) = / significa que para todo niimero (real) e > 0 existe un numero (real) 

*-*° 

8 > 0 tal que, para todo z, si 0 < |z — a\ < 8, entonces \f(z) — /| < e. 

Aunque la definicidn es exactamente la misma que antes, la interpretacion es 
algo diferente. Al ser \z — >v| la distancia entre los numeros complejos z y w, la 
ecuaci6n lim f{z) = l significa que los valores de f(z) puede conseguirse que queden 
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dentro de cualquier tirculo dado alrededor de l, sicmpre que sc restrinja z a estar 
dcntro de un circulo suficientemcntc pequcflo alrededor de a. Este enunciado es 
prdcticamente fAcii de visualizar utilizando la representation de «dos copias» de 
ana fanciOn (figure 3). 
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Ciertos hechos acerca de 1 unites pueden demostrarse exactamente lo mismo 
que en el caso real. En particular. 


lim c = c, 

z—*a 

lim z = < 2 , 

lim [f(z) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z), 

z —»a z—*a z—*a 

lim/C?) ’ g{z) = lim f{z) • lim g(z), 

z—*a z—*a *—»o 

1 1 

lim si lim g{z) ^ 0 . 

*—*a g(z) lim g(z) z—*a 

z—*a 

La propiedad esencial de los valores absolutos sobre la cual estan basados estos 
resultados es la desigualdad jz + wj < |z| + \w\, y esta desigualdad se cumple 
para numeros complejos lo mismo que para numeros reales. Estos hechos sumi- 
nistran ya bastantes lfmites, pero se pueden obtener muchos mas del siguiente 
teorema. 

TEOREMA 1 

Sea f(z) = u{z) + iv(z) para funciones de valores reales u y v, y sea l = a + ifi 
para numeros reales ay|3. Entonces lim f{z) — l si y solo si 

M-+a 

lim u{z) = a, 

z—+a 

lim v(z) = 

z—*a 


DEMOSTRACI6N 

Supongase en primer lugar que lim f(z) = /. Si e > 0, existe 8 > 0 tal que para 

•-►a 

todo z. 
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La segunda desigualdad puede escribirse 

\[u{z) - a] + i[v(z) — 0]| < e, 

o 

[u(z) — a] 2 + [; v{z) — /8] 2 < e 2 . 

A1 ser u{z) — a y v(z) — ft mimeros reales, sus cuadrados son positivos; esta 
desigualdad implica por lo tanto que 

[u(z) — a] 2 < e 2 y [v(z) — @] 2 < 6 2 , 

lo cual implica que 

I u{z) — a\ < e y | v(z) — /3| < e. 

A1 cumplirse esto para todo e > 0, se sigue que 

lim u{z) = a y lim v(z) = 

z—*a z —>a 


Supongase ahora que se cumplen estas dos ecuaciones. Si e > 0, existe un 
S > 0 tal que, para todo z, si 0 < \z — a\ < S, entonces 


\u(z) - a\ < | y | v(z) - a\ < % 

lo cual implica que 

l/M - /| = |[«M - «] + i'OM - 0 ]\ 

< I u(z) - a| + |i| • I v(z) - 0\ 


Esto demuestra que lim f{z) = /. | 
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Para aplicar con fruto el teorema 1, observese que, puesto que ya conocemos 
el limite lim z = a, podemos concluir que 

lim Re(z) = Re (a), 

z—+a 

lim Im(^) = Im(a). 

z—*a 


Un limite tal como 


lim sen(Re(.e)) = sen (Re (a)) 

z —>a 

se deduce facilmente, utilizando la continuidad de sen. Aplicaciones reiteradas de 
„ F iincipios demuestran limites tales como los siguientes: 

lim 2 = 5, 

Z— 

lim \z\ = |a|, 

z —>a 

lim e v sen x + cos y = e h sen a + ia % cos b. 

{x + iy)—>a + bi 

Una vez que hemos extendido ahora el concepto de limite a funciones com- 
plejas, puede extenderse tambien el concepto de continuidad: / es contfnua en a 
si lim f(z) = f(a), y / es continua si f es continua en a para todo a del dominio 

de f. Lo visto anteriormente acerca de limites demuestra que son continuas todas 
las funciones siguientes: 

f(z) = a n z n + a n -iz n ~ l + * * • + a 0 , 

f(z) = z, 

/O) = kl, 

f{x + iy) — e v sen x + ix z cos y. 

Es fdcil obtener ejemplos de funciones discontinuas, y algunas de ellas surgen 
de modo muy natural. Un ejemplo en particular decepcionante es la «funci6n ar- 
gumentoa 0, la cual es discontinua para todos los numeros reales no negativos 
(vdase la «grafica» en la figura 2). Variando convenientemente la definicidn de 0 
es posible cambiar las discontinuidades; por ejemplo (figura 4), si ^(z) designa 
el argumento unico de z con jt/2 < &'(z) < 5nj2, entonces O' es discontinua en ai 
para cualquier numero real no negativo a. Pero, de cualquier manera que se vuelva 
a definir 6, se presentardn siempre algunas discontinuidades. 
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La discontinuidad de 0 tiene una relacion importante con el problema de 
definir una tfuncidn rafz cuadradas, es decir, una funcidn f tal que (/(z)) 2 = z 
para todo z. Para los numeros reales la funcidn tiene como dominio solamente 
los numeros reales no negativos. Si se admiten los numeros complejos, entonces 
todo numero tiene dos rafces cuadradas (excepto 0, que tiene s61o una). Aunque 
esta situacidn parezca ser mejor, resulta ser peor en algun aspecto; al ser las 
rafces cuadradas de z numeros complejos, no existe ningtin criterio claro para 
seleccionar una de las rafces como /(z), con preferencia a la otra. Una manera de 
definir f es la siguiente. Ponemos /(0) = 0, y para z ^ 0 ponemos 

f{z) = V\z\ ^cos + i sen 

Evidentemente (Kz))* — z, pero la funciOn / es discontinua, ya que 6 es discon* 
tinua. De hecho es imposible encontrar una / continua tal que (ftz)) 3 = z para 
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todo z. De hecho, es incluso imposible defmir/(z) para todo z con |z| = 1. Para 
demostrarlo por contradiccion, podemos suponer que/(l) = 1 (puesto que siem- 
pre podemos reemplazar / por —/). Entonces para todo 0, con 0 < 0 < 2tt, te- 
nemos 

0 0 

(*) /(cos 0 + i sin 0) = cos - + i sin — 

El razonamiento de esta igualdad lo dejamos para el lector (es una discusion cla- 
sica de menor cota superior). Pero (*) implica que 

lim /(cos 0 + i sin 0) = cos it + i sin ir 

9 -* 2» 

= -1 

^ /( 0 ), 

incluso aunque fuera cos 0 + i sen 0 — 0 con 0 — 2ir. En consecuencia, hemos lle- 
gado a una contradiccion. Razonamientos parecidos demuestran que es imposible 
definir «funciones raiz /i-esima» continuas cualquiera que sea n>2. 

Para funciones continuas complejas existen importantes teoremas analogos de 
ciertos teoremas que describen el comportamiento de funciones de valores reales 
sobre intervalos cerrados. Lo analogo del intervalo [a, b ] es el conjunto de los 
numeros complejos z = x + iy con x < b y c^y^d (figura 5). Este con- 
junto recibe el nombre de rectangulo cerrado, y se designa por \a, b] X [c, d]. 



FIGURA 5 
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Si / es una funeion continua de valores complejos cuyo dominio es 
[a, b ] x [c, d], entonces parece razonable, y ademas se cumple, que f es acotada 
sobre [a, b ] X [c, d]. Es decir, existe algun numero real M tal que 

\f{z)\ < M para todo z de [a, 6] X [c, d\. 

No tiene sentido decir que f tiene un mdximo y un mmirno sobre [a, b ] X [c, d[, 
puesto que no existe el concepto de orden para los numeros complejos. Sin em¬ 
bargo, si / es una funeion de valores reales, entonces esta afirmacion tiene sentido 
y es verdad. En particular, si f es una funeion continua cualquiera de valores 
complejos sobre [a, b ] X [c, d], entonces |/| es tambien continua, de modo que existe 
algun z 0 en [a, b ] X [c, d] tal que 

|/0o)| < \f{z)\ para todo z de [a, b] X [c, d]; 

un enunciado andlogo se cumple con la desigualdad invertida. Se dice a veces 
que «/ alcanza sus modulos maximo y mmirno sobre [a, b ] X [c, d]». 

No demostraremos aqui los distintos hechos mencionados en el parrafo ante¬ 
rior, si bien indicaremos algunas demostraciones en el problema 5. Sin embargo, 
aceptando estos hechos, podemos dar ahora una demostracion del teorema funda¬ 
mental del algebra, el cual es verdaderamente muy sorprendente, ya que hasta 
el momento hemos dicho pocas cosas que distingan funciones polinomicas de 
otras funciones continuas. 

TEOREMA 2 

(TEOREMA FUNDAMENTAL 
DEL ALGEBRA) 

Sean a 0 , .... a n i numeros complejos cualesquiera. Entonces existe un numero 
complejo z tal que 

z n + a n -\z n ~ l + a n - 2 Z n ~ z + * * * + a 0 — 0. 

DEMOSTRACION 


f{z) = z n -f- a n -iZ n 1 + * * • + a 0 . 


Sea 
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entonces / es continua, y tambien lo es la funcidn |/| definida por 

S/| (z) — \f(z)\ = |z n + a n -\z n ~ l -f ' * ' + «o|. 

Nuestra demostracion esta basada en la observacion de que un punto z 0 con 
= o tiene que ser evidentemente un punto mi'nimo para |/|. Para demostrar 
el teorema haremos ver primero que |/| tiene efectivamente un valor mi'nimo 
sobre todo el piano complejo. La demostracion va a ser casi identica a la de¬ 
mostracion, del capi'tulo 7, de que una funcion polinomica de grado par (con 
coeficientes reales) tiene un valor mi'nimo sobre todo R;, las dos demostraciones 
se basan en el hecho de que si \z\ es grande, entonces \f(z)\ es grande. 
Empezamos poniendo, para z /= 0, 



de modo que 

l/MI = W- i + —+ • • • 

Z z 

Pongamos 

M = max(l, 2n|a„_i|, . . . , 2n|ao|)- 
Entonces para todo z con |z| > M, tenemos |z*| ^ \z\ y 

|#n— k\ < |<2n—fc| ^ |<3w —k \ _ 1 ^ 

\z k \ ~ |z| — 2n\a n -k\ 2 n 
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Esto significa que 

1/0)1 > ~~ para 0| > M. 

En particular, si \z\ ^ M y tambien \z\ > V2|/(0)|, entonces 

1/0)1 > l/(0)|. 

Sea ahora [a, 6] X [c, d] un rectangulo cerrado (figura 6) que contiene 
[z: \z\ < ma x(M, v^2|/(0)|)(, y supongase que el mmirno de |/| sobre 
[a, b] X [c, d] es alcanzado en z () , de modo que 

(1) |/0o)| < 1/0)1 para^ en [a, b ] X [ic , d]. 

Se sigue, en particular, que |/(z„)j ^ |/(0)|. As i pues, 

(2) si |z| > max (A/, V^2|/(0)|), entonces |/0) I > 1/0)1 > l/0o) |- 

Combinando (1) y (2) vemos que |/(z 0 )j < |/(z)| para todo z, de modo que |/| al- 
canza en z {) su valor mi'nimo sobre todo el piano complejo. 



FIGURA 6 

Para completar la demostracion del teorema demostramos ahora que f(z 0 ) = 0. 
Resulta convenient© introducir la funcidn g definida por 
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g{z) = f(z + *o). 

Entonces g es una funcion polinomica de grado n, cuyo valor absoluto mi'nimo 
se presenta en 0. Queremos demostrar que g(0) = 0. 

Supongamos, por el contrario, que £(0) = a =/= 0. Si m es la potencia mas 
pequena de z que se presenta en la expresion de g, podemos escribir 

g{z) = a + f3z m + c m+ iz m+l + * ' * + c n z n , 

donde (3^0. Ahora bien, segun el teorema 24-2, existe un numero complejo y 
tal que 



Poniendo entonces d k = c k y k , tenemos 


WrOI - 1“ + + i m +iz m+l + ■ • • + d„z n 

= |a - az m + d m+l z m+ ' + • • 

= | a ^1 - z m + ^ z m+1 

= a(l + • ' -])| 

= \a\ - \ \ - z m + z m F<=±!, + •••II- 


Esta expresion, tan trabajosamente obtenida, nos permitird llegar rapidamente 
a una contradiction. Observese primero que, eligiendo |z| suficientemente pe- 
queno, tendremos 


dm -\-1 , 

- Z + • • • 

a 


< 1. 


Si elegimos, entre todos los z para los que se cumple esta desigualdad, algun z 
que sea real y positivo, entonces 


dm- f-1 , 

-— z + 



= z m . 
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En consecuencia, si 0 < z < 1 tenemos 


1 - z m + z m [±»z + ■ ■ 

•]k 

- ^ m | + 

\ d ^±l z+ .. .1 

L a 


L « J 


= 1 

-z m + 

im+l z + ■ ■ -1 




OL J 1 


< 1 - z m + z m 
= 1 . 


fista es la contradiction deseada: para un tal numero z tenemos 


\g{y*)\ < H 


en contradiction con el hecho de que |a| es el mmimo de |g| sobre todo el piano. 
Por lo tanto, la suposicion original tiene que ser incorrecta, y g(0) = 0. Esto im- 
plica, finalmente, que f(z u ) = 0. | 

Aun teniendo en cuenta nuestra omision de las demostraciones de los hechos 
basicos acerca de funciones complejas continuas, esta demostracion ha verificado 
un hecho profundo con sorprendentemente poco trabajo. Parece natural esperar 
que surjan otros interesantes desarrollos si seguimos. buscando las analogas de 
las propiedades de las funciones reales. El proximo paso obligado es el de definir 
derivadas: una funcion / es derivable en a si 


lim 

z—*0 


f(a + z) - f(a ) 


existe. 


en cuyo caso el lfmite es designado por f(a). Es facil demostrar que 

f{a) = 0 si/O) = c , 
f{a) = 1 si f{z) - z, 

(/ + g)'(a) = /'(«) + g'(a), 

(/ ’ g)'( a ) =f'(a)g(a ) +f(a)g'(a), 

0 (a)= SM sig(a) *°> 

(f°g)'(<*)=f / (g(a))‘g'(a); 


las demostraciones de todas estas formulas son exactamente las mismas que antes. 
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Se sigue, en particular, que si f(z) = z“, entonces f(z) = nz n_1 . Sin embargo, 
estas formulas demuestran solamente la derivabilidad de funciones racionales. Hay 
muchas funciones que no son derivables, contrariamente a lo que podria parecer 
a primera vista. Supongase, por ejemplo, que 

f(x + iy) = x — ty (es decir, f(z) = z). 

Si / ha de ser derivable en 0, entonces debe existir el limite 


lim 

(x + i;/)—>0 


fix + iy) - /(0) 
x -\- iy 


= lim 


x — iy 


(x + iy)—> o*-f iy 


Observese, sin embargo, que 


x — iy 

siy = 0,entonces— —, = 1, 
* + iy 


y 

x — iy 

si * = 0, entonces-r = — 1; 

* + iy 

por lo tanto, este limite no puede existir, puesto que el cociente alcanza ambos 
valores 1 y —1 para ,r + iy arbitrariamente proximos a 0. 

A la vista de este ejemplo, no esta claro en absoluto de donde van a proceder 
otras funciones derivables. Recordando las definiciones de sen y exp, se vera que 
no existe ninguna esperanza de poder generalizar estas definiciones a numeros 
complejos. Por el momento las perspectivas son sombrias, pero pronto se veran 
resueltos todos nuestros problemas. 

PROBLEMAS 

1. (a) Para cualquier numero real y, definase a(*) = x + iy (de modo que a 

es una funcion de valores complejos definida sobre R). Demostrar que 
a es continua. (Esto se sigue inmediatamente de un teorema de este ca- 
pitulo.) Demostrar analogamente que fi(y) = x 4- iy es continua. 

(b) Sea / una funcion continua definida sobre C. Para y hjo, sea y(x) = 
— f(x + iy). Demostrar que y es una funcion continua (definida sobre R). 
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Demostrar andlogamente quc My) — f(x 4- iy) es continua. Indicacidn: 
Utilizar la parte (a). 

2. (a) Supdngase que f es una funcidn continua de valores reales definida sobre 

un rectdngulo cerrado [a, b] x [c, d). Demostrar que si f toma los va¬ 
lores f(z) y f(w) para z y w en [a, b] X [c, d], entonces f toma tambidn 
todos los valores comprendidos entre f(z) y /(w). Indication: Considti 
rese g(t) — f(tz + (1 — t)w) para t en [0, 1]. 

*(b) Si / es una funcidn continua de valores complejos definida sobre 
[a, b] x [c, d], el enunciado de la parte (a) ya no tiene sentido, puesto 
que no podemos hablar de niimeros complejos entre /(z) y f(w). Po- 
driamos conjeturar que / toma todos los valores del segmento rectilfneo 
entre /(z) y /(w), pero incluso esto es falso. Hallar un ejemplo que lo 
demuestre. 1 

3. (a) Demostrar que si a 0 , .... a n _ 1 son numeros complejos cualesquiera, en¬ 

tonces existen niimeros complejos z x . z* (no necesariamente distin- 

tos) tales que 

» 

4* a»-i*" -1 + * ‘ * + <*o = n (*-*»)• 

i-1 

(b) Demostrar que si a 0 , .... son reales, entonces Z* + o*_iZ* -1 4 ... + a 0 
puede escribirse como producto de factores lineales z + a y factores 
cuadrdtioos z? + az + b cuyos coeficientes son todos reales. (Utilizar el 
problema 24-7.) 

4. En este problema vamos a considerar solamente polinomios con coeficientes 
reales. Un polinomio de este tipo recibe el nombre de soma de cnadrados 
si puede escribirse en la forma h x 2 4 ... + h n 3 para polinomios A* de coefi¬ 
cientes reales. 

(a) Demostrar que si / es una suma de cuadrados, entonces f(x) > 0 para 
todo jc. 

(b) Demostrar que si / y g son sumas de cuadrados, entonces tambidn lo 
es /•*. 

(c) Supdngase que f{x) > 0 para todo x. Demostrar que f es una suma de 
cuadrados. Indicacidn: Escribase primero fix) = x*g(x), donde g(x) 0 
para todo x. Entonces k debe ser par (£por qud?), y g(x) > 0 para todo x. 
Utilizar ahora el problema 3 (b). 

5. (a) Sea A un conjunto de niimeros complejos. Lo mismo que en el caso 

real, un niimero z recibe el nombre de panto de acamalacida del con- 
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junto A si para todo e (real) > 0, existe un punto a en A con |z a\ < e 
pero a. Demostrar la version bidimensional del teorema de Bolzano- 
Weierstrass. Si A es un subconjunto infinito de [a, b ] X [c, d], entonces 
A tiene un punto de acumulacion en [a, b] X [c, d]. Indication: Divi- 
dase primero [a, b] X [c, d\ por la mitad mediante una recta vertical 
como en la figura 7 (a). Puesto que A es infinito, por lo menos una de 
las dos mitades contendra infinitos puntos de A. Dividase esta por la 
mitad mediante una recta horizontal, como en la figura 7 (b). Continuese 
de esta manera, dividiendo alternativamente mediante rectas verticals 
y horizontales. 


(a) (b) 


FIGURA 7 

(HI argumento de bisection bidimensional indicado aqui es tan clasico 
que el titulo «Bolzano-Weierstrass» sirve muchas veces para describir el 
metodo de demostracion, ademas del teorema mismo. Vease, por ejemplo, 
H. Petard, «A Contribution to the Mathematical Theory of Big Game 
Hunting», Amer. Math. Monthly, 45 (1938), 446-447.) 

(b) Demostrar que una funcion continua (de valores complejos) sobre 
[a, b] X [c, d\ es acotada sobre [a, b] X [c, d\. (Imitar el problema 21-31.) 

(c) Demostrar que si / es una funcion continua de valores reales sobre 
[a, b] X [c, d], entonces / toma un valor maximo y uno minimo so¬ 
bre [a, b] X [c, d], (Se puede usar el mismo artificio que da resultado 
para el teorema 7-3.) 

*6. La demostracion del teorema 2 no puede considerarse como completamente 
elemental porque la posibilidad de elegir y con y m = —a 1(3 depende del teo¬ 
rema 24-2, y por lo tanto de las funciones trigonometricas. Presenta, por lo 
tanto, cierto interes proporcionar una demostracion elemental de que existe 
una solucion para la ecuacion z n — c = 0. 

(a) Hacer un calculo explicito para demostrar que lab soluciones de 
z 2 — c = 0 pueden hallarse, cualquiera que sea el numero complejo c. 

(b) Explicar por que la solucion de z n — c = 0 puede ser reducida al caso 
de ser n impar. 
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(c) Sea z 0 el punto en que la funcion f(z) = z n — c alcanza su valor abso¬ 
lute mi'nimo. Si z 0 =£ 0, demostrar que el entero m de la demostracion 
del teorema 2 es igual a 1; puesto que podemos encontrar ciertamente y 
con y 1 = — cc/fi, el resto de la demostracion va bien para f. Basta por 
lo tanto demostrar que el valor absoluto minimo de f no se presenta en 0. 

(d) Supongase por el contrario que / alcanza un valor absoluto minimo en 0. 
A1 ser n impar, los puntos ±8, ±8i se aplican por / en —c ± 8", 
—c ± 8"f. Demostrar que para 8 pequenos, por lo menos uno de estos 
puntos tiene un valor absoluto menor que el de — c, obteniendo asf una 
contradiccion. 

7. Sea f{z) = (z - z l ) mi • • • (z - z k ) m \ 

k 

(a) Demostrar que f'(z) =(z — zi) Wl • • • (z — z k ) mk • ^ m k (z — Zk)~K 

«=i 

k 

(b) Sea g{z) = ^ m k (z — z k )~ l . Demostrar que si g(z :) = 0, entonces 

«=i 

Zi, .... z k no pueden estar todos sobre el mismo lado de una recta por z. 
Indicacion: Utilicese el problema 24-11. 

(c) Se dice que un subcon junto K del piano es convexo si K contiene el seg- 
mento rectilfneo que une dos cualesquiera de sus puntos (figura 8). Para 
un conjunto cualquiera A existe un conjunto convexo minimo que lo 
contiene, el cual recibe el nombre de envoltura convexa de A (figura 9); 




(b) subconjunto no convexo del piano 


FIGURA 8 

si un punto P no esta en la envoltura convexa de A, entonces todo A 
estd contenido en un mismo lado de alguna recta por P. Utilizando esta 
informacion, demostrar que las rafces de f'(z ) = 0 estan dentro de la en- 
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voltura convexa del conjunto [z 1 , z*}. (Se encontraran mas detalles 

acerca de conjuntos convexos en la referenda 19 de la bibliografia.) 

8 . Demostrar que si / es derivable en z, entonces / es continua en z. 

*9. Supdngase que / = u + iv, donde u y v son funciones de valores reales. 

(a) Para y 0 fijo sea g(x) — u{x + iy 0 ) y h(x) = v(jc + iy 0 ). Demostrar que si 
f'(x 0 + iy 0 ) — a + ip para a y fj reales, entonces g'(x) = ay h\x 0 ) = /?. 

(b) Supdngase, por otra parte, que k(y) = u(x 0 + iy) y l(y) = v(x 0 + iy). De¬ 
mostrar que l'(y 0 ) — ay k'(y 0 ) = — (3. 

(c) Supongase que f'(z) — 0 para todo z. Demostrar que f es una funcidn 
constante. 

10. (a) Utilizando la expresion 


/w = 


1 

1 + x 2 


2 1 \x — i 


-LA 

x + i) 


haiiar f k \x) para todo k. 

(b) Utilizar este resultado para hallar arctg (A:) (0) para todo k. 




CAPITULO 

26 

SERIES COMPLEJAS DE POTENCIAS 


Si cl lector no ha adivinado ya de ddnde van a proceder las funciones complejas 
dcrivables, el ti'tulo de este capitulo deberia descubrir el secreto: pretendemos 
definir funciones por medio de series infinitas. Para esto hard falta un estudio de 
sucesiones infinitas de numeros complejos, y de sumas de tales sucesiones, pero 
(como en el caso de los limites y de la continuidad) las definiciones bdsicas son 
casi exactamente las mismas que para sucesiones y series reales. 

Formalmente, una sucesidn infinita de numeros complejos es una funcidn de 
valores complejos cuyo dominio es N; la adecuada notacidn con subindices de las 
sucesiones de numeros reales serd tambien utilizada para las sucesiones de nume¬ 
ros complejos. La mejor representation de una sucesidn {a*} de numeros complejos 
se obtiene rotulando los puntos a n en el piano (figura 1). 
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La sucesion indicada en la figura 1 converge hacia 0, estando definida la «con¬ 
vergence® de numeros complejos exactamente de la misma manera que para 
sucesiones reales: la sucesion { a n } converge hacia l, en simbolos 

lim CLjl ly 
n —►» 


si para todo e > 0 existe un numero natural N tal que, para todo n, 
si n > N, entonces|a n — l\ < £. 

Esta condition significa que cualquier drculo trazado alrededor de / contendrd a n 
para todo n suficientemente grande (figura 2 ); expresado de modo mas coloquial, 
la sucesion queda eventualmente dentro de cualquier ci'rculo trazado alrededor de /. 



La definicion de convergencia de sucesiones complejas no solo abarca las su¬ 
cesiones reales, sino que incluso puede reducirse a este caso conocido. 

TEOREMA 1 

Sea 


a n — b n + ic n para b n y c n reales. 


y sea 


l — ft + iy para /i y 7 reales. 
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Entonces lim a„ = / si y solo si 

»-»oc 


lim b n = (3 y lim c n = y. 

n —► «o n—* « 

DEMOSTRACI6N 

La demostracion se deja como ejercicio. Si queda alguna duda acerca de c6mo 
proceder, consultese el analogo teorema 1 del capitulo 25. | 

La suma de una sucesion {an} se define, una vez mds, como lim s n , donde 

= a\ + * * * + a n . 

Las sucesiones para las cuales este limite existe se llaman sumables; podemos 
decir tambien que la serie infinita ^ a n converge si este limite existe, y diverge 

n = 1 

en caso contrario. No hace falta desarrollar nuevas pruebas de convergencia de 
series infinitas, gracias al siguiente teorema. 

TEOREMA 2 

Sea 


«n = b n + ic n para b n y c n reales. 

00 OO 00 

Entonces ^ a n converge si y solo si 1 b * y l c * convergen ambas, y en 

n = 1 n = l n = 1 

este caso 

2 2 ^+*(2 -)• 

n — 1 n = l n = 1 

DEMOSTRACION 

Esto es una consecuencia inmediata del teorema 1 aplicado a la sucesion de su- 
mas parciales de { a *}. | 

Para las series complejas existe tambien el concepto de convergencia absoluta: 
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oo w 

la serie ^ a n converge absolutamente si la serie ^ |a n | converge (esta es una 

n = 1 " = 1 

serie de numeros reales, a la cual son, por lo tanto, aplicables nuestras pruebas 
anteriores). El siguiente teorema ya no es tan facil como el anterior. 


TEOREMA 3 


cin — b n + ic n para b n y c n reales. 


00 CO 00 

Entonces Y a n converge absolutamente si y solo si ^ b n y ^ c n convergen 

n = 1 n-1 n = 1 


ambas absolutamente. 


DEMOSTRACION 


oo oo 

Supdngase primero que ^ i n y ^ c n convergen ambas absolutamente, es de- 

00 00 n = 1 n = 1 00 

cir, que ^ |6 n | y ^ |c n | convergen ambas. Se sigue que ^ \b n \ + |r n | conver- 


n = 1 n =“ 1 


ge. Ahora bien. 


|#n| | b n “I - lC n | ^ |^n| ""t" |c»|* 


De la prueba de comparacion se sigue que ^ |a n ! converge (los numeros |am 

n = 1 oo 

y |h w | + |c n | son reales y no negativos). Asi pues, ^ a n converge absolutamente. 

- n = 1 

Supongase ahora que ^ |<z n | converge. A1 ser 


\a n \ = V 6 n 2 + ^n 2 , 


j£«| < k„| y M < |«n|. 


estd claro que 
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Una vez m£s, la prueba de comparacion demuestra que 2, |^»| y Y k«| con- 
vergen. | n = i 


n = 1 


Son en particular dignas de mencion dos consecuencias del teorema 3. Si ^ a n 

• • n “ 1 

converge absolutamente, entonces ^ b n y ^ c n convergen tambien absoluta- 


n = 1 


n = 1 


mente; en consecuencia, ^ b n y V convergen, segun el teorema 22-4, de 

“ «— 1 n = l 

modo que ) a n converge segun el teorema 2. Dicho de otro modo, la convergencia 


n = 1 

absoluta implica la convergencia. Razonamientos analogos demuestran que cual- 
quier reordenacion de una serie absolutamente convergente tiene la misma suma. 
Estos hechos se pueden demostrar tambien directamente, sin aplicar los teoremas 
correspondientes para los numeros reales, estableciendo primero un analogo del 
criterio de Cauchy (vease problema 12). 

Una vez establecidos estos preliminares, podemos considerar ahora series de 
potencias complejas, es decir, funciones de la forma 


f{z) = ^ a n (z — a) n = a 0 ai(z — a) + a 2 {z — a) 2 + * • • 

n-0 


Aqm' los numeros a y a* pueden ser complejos, y como es natural estamos inte- 
resados en el comportamiento de f para z complejo. Lo mismo que en el caso 
real, consideraremos generalmente series de potencias centradas en 0, 

oo 

f(z) = l a n z 

n =0 

en este caso, si f(z 0 ) converge, entonces f(z) tambien converger^ para \z\ < |z 0 |- 
La demostracion de este hecho sera parecida a la demostracion del teorema 23-6, 
pero, por razones que pronto se veran, no vamos a utilizar todo el aparato de la 
convergencia uniforme y de la prueba M de Weierstrass, a pesar de que todo esto 
tiene su analogo en el campo complejo. Nuestro proximo teorema generaliza por 
lo tanto s61o una pequena parte del teorema 23-6. 

TEOREMA 4 


Supongase que 
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^ a n z 0 n — a Q -f aiz 0 + a 2 z 0 2 + ' ■ * 


n — 0 


converge para algun z 0 =£0. Entonces si \z\ < |z 0 |, las dos series 

oo 

/ a n z n = a 0 -f Q\Z + diz" 1 + • • • 

n = 0 
oo 

^ na n z n ~ l = a\ + 2 a 2 z + 3a 3 z 2 + * * * 


convergen ambas absohitamente. 

DEMOSTRACION 

Lo mismo que en la demostracion del teorema 23-6, necesitaremos solamente el 
hecho de que el conjunto de los numeros a n z 0 n es acotado: existe un numero M 
tal que 


\a n z Q n \ < M para todo n. 


Tenemos entonces 


\0. n Z 


Z 

Z 0 


< M 


y, para z^O, 


I na n z n J | = — n\a n z 0 n \ 
z 


z 
Z 0 


M 

< 7~t n 
\z\ 


z 
Z 0 


A1 ser convergentes las series ^ \z/z Q \ n y ^ n\z/z 0 \ n , esto demuestra que tanto 


n =0 


n = 1 
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^ a n z n como ^ na n z n 1 convergen absolutamente. (El razonamiento para 
1*0 «* 1 

m- 

^ na n z n ~ l suponia que z=£ 0, pero ciertamente esta serie converge tambien 


n *1 


para z = 0.) | 

El teorema 4 restringe evidentemente en gran manera la extensidn del conjnnto 


W- J converge}. 


n = 0 



Por ejemplo, el conjunto sombreado A de la figura 3 no puede ser el conjnnto 

to 

de todos los z en que ^ a n z n converge, puesto que contiene z, pero no el nu- 

n*0 

mero w que satisface |w| < \z\. 

Parece poco probable que el conjunto de los puntos en que una serie de po¬ 
tencias converge pueda ser otra cosa que el conjunto de los puntos interiores a un 
cfrculo. Si admitimos acirculos de radio 0» (en los que la serie de potencias con¬ 
verge solamente en 0) y acirculos de radio oo» (cuando la serie de potencias con¬ 
verge en todos los puntos), entonces este enunciado se cumple (con una compli- 
cacidn que pronto mencionaremos); la demostracidn requiere s61o el teorema 4 
y cierta habilidad para organizarse bien. 

TEOREMA 5 

Para una serie de potencias cualquiera 

m 

X = a 0 + a\z + a 2 z n + a*z * + • • • 

n-0 
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se cumple necesariamente una de las tres posibilidades siguientes: 

oo 

(1) > a n z n converge s61o para z — 0. 

n-0 

00 

(2) ^ a n z n converge absohitamente para todo z de C. 

n *0 

00 

(3) Existe un numero R > 0 tal que ^ a n z n converge absohitamente si 


n~0 


|z| < R y diverge si |z| > R. (Obsdrvese qne no mencionamos lo que 
ocurre cuando \z\ = R.) 


DEMOSTRACI6N 


Sea 


S = {x en R: ^ a n » n converge para algun w con jit>| = x). 


n-0 


Supdngasc primero que S no esta acotado. Entonces para cualquier numero 
complejo z existe un numero x en S tal que M < x. Segun la definicidn de S, 


esto significa que ^ a n w n converge para algun w con |»| = x > \z\. Se sigue 

n —0 
00 

del teorema 4 que ^ a n z n converge absolutamente. Asi pues, en este caso se 
»* 0 

cumple la posibilidad (2). 

Supdngase ahora que S es acotado, y sea R la cota superior minima de S. 

oo 

Si R = 0 entonces ^ a n z n converge solamente para z — 0, de modo que se 

n = 0 

cumple la posibilidad (1). Supdngase, por otra parte, que R > 0. Entonces, si z es 
un numero complejo con jzj < R, existe un mimero x en S con \z\ < x. Una vez 

oo 

mds, esto significa que ^ a n w n converge para algun w con \z\ < \w\, de modo 

n — 0 

oo 

que ^ converge absolutamente. Ademds, si \z\ > R, entonces ^ a n z n no 


n-0 


n —0 


converge, puesto que |z| no estd en S. | 
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El niimero R que sc presenta cn el caso (3) recibe cl nombre dc radio de con- 

m 

vergencia de Y a n z n . En los casos (1) y (2) sc acostumbra a decir que cl radio 

n-0 

de convergencia cs 0 e oo, rcspectivamcnte. Cuando 0 < R < oo, cl cfrculo 

m 

{z: |z| — R) recibe el nombre de circnlo de convergencia de J a n z n . Si z estd 

m n-0 

fuera del cfrculo, entonces, por supuesto, Y a H z n no converge, pero en realidad 

n-0 

se puede hacer una afirmacidn mucho mds fuerte: los tdrminos a»Z" ni siquiera 
estdn acotados. Para demostrar esto, sea w un ntimero cualquiera con |z| > H > 
> \R \; si los tdrminos a»z* estuviesen acotados, entonces la demostracidn del 

m 

teorema 4 indicarfa que ^ a n w n converge, lo cual es falso. Asf pues (figura 4), 

n-0 m 

dentro del cfrculo de convergencia la serie ^ a*z n converge de la mejor manera 

n-0 

posible (absolutamente) y fuera del cfrculo la serie diverge de la peor manera po- 
sible (los tlrminos no estdn acotados). 



FIGUfiA 4 


Lo que ocurre sobre el cfrculo de convergencia es una cuestidn mucho mds 
diffcil. No vamos a considerar en absoluto esta cuestidn, y sdlo mencionaremos 
que existen series de potencias que conveigen por todas panes sobre el cfrculo 
de convergencia, series de potencias que no convergen en ningiin punto sobre 
dicho cfrculo, y series de potencias en las que se da un caso intermedio. (Vdase el 
problema 5.) 
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Eas manipulaciones algebraicas de las series complejas se justifican de la mis- 

OP 

m a manera que en el caso real. Asi pues, si las series f(z) = X a nZ n y 

oo n *0 

„(z ) = X b n z n tienen ambas un radio de convergencia > R, entonces 

sv ’ n-0 

oo 

h(z ) — X (^n + b n )z n tendra tambien radio de convergencia > R y h = f+ g 

n*= 0 

en d interior del circulo de radio R. Del mismo modo, el producto de Cauchy 

oo ^ 

h(z) = 2 Zc n z n , siendo c n = X a k b n -k, tiene radio de convergencia > R y 

n—O fc—0 

OO 

h = fg dentro del circulo de radio R. Y si f(z) = XI a nZ n tiene radio de con- 

"=0 oo 

vergencia > 0 y ao ¥* 0, sera entonces posible hallar una serie de potencias Xj b n z n 

n*=0 

con radio de convergencia > 0 que represente a 1// dentro de su circulo de con¬ 
vergencia. 

Pero lo que nos proponemos en este capitulo es obtener funciones derivables. 
Necesitamos, por lo tanto, generalizar el resultado, demostrado en el capitulo 23 
para series de potencias reales, de que una funcion definida mediante una serie 
de potencias puede ser derivada termino a termino dentro del circulo de conver¬ 
gencia. En este punto ya no podemos imitar la demostracion del capitulo 23, ni 
siquiera introduciendo la convergencia uniforme, puesto que no disponemos de 
ningun analogo del teorema 23-3. Utilizaremos en su lugar un razonamiento di- 
recto (el cual hubiera podido usarse tambien en el capitulo 23). Antes de empe- 
zar la demostracion, observamos que por lo menos no existe ningun problema en 
cuanto a la convergencia de las series obtenidas mediante derivacion termino a ter- 

oo 

mino. Si la serie Xj a nZ n tiene radio de convergencia R, entonces el teorema 4 

n=0 00 

implica inmediatamente que la serie X na n z n ~ x converge tambien para \z\ < R. 

n=l 

Ademas, si \z\ > R, de modo que los terminos a„z n no estan acotados, entonces 
los terminos na„z' rl evidentemente no estan acotados, de modo que X na n z n ~ l 

oo n== l 

no converge. Esto demuestra que el radio de convergencia de ^ n a n z n ~ x es tam " 

n=l 

bien exactamente R. 

TEOREMA 6 


f{z) = £ a n z n 


Si la serie de potencias 
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tiene radio de convergencia R > 0, entonces / es derivable en z para todo z con 

|z| <R.y 

00 

f'{z) = £ na n z n ~ l . 

n»l 

DEMOSTRACI6N 

Vamos a utilizar otro «razonamiento e/3». El hecho de que el teorema se cum pie 
claramente para funciones polinomicas hace aconsejable poner 


(*) 


f(z + h) - f(z) 


00 

— ^ na n z n ~ l 


oo 

-1 X an 

n=0 


IV ((* + A)” - z ") 

= I2/"—a- 

n = 0 

((* + A)" - *") V ((* + A)“ - z”) 


00 

^ na n z n_1 


l 


N N 

, |V ((* + A)*-z*) 

+ \l a " - a - 

n=0 n =*> 1 

N 


- ^ na n z n ~ l 


+ ^ 1 — ^ na n z n 1 


n«l 


n **1 


Demostraremos que para cualquier e > 0, cada uno de los valores absolutos de 
la derecha puede hacerse < e/3 eligiendo N suficientemente grande y h suficien- 
temente pequeno. Esto demostrara claramente el teorema. 

Solamente presentara alguna dificultad el primer termino de la derecha de (*). 
Para empezar, elljase algun z 0 con \z\ < |z 0 | < R ; en adelante consideraremos so¬ 
lamente valores de h con \z + h\ < |z 0 |. La expresidn ((z + h) n — z n )/h puede 
escribirse de manera m&s conveniente si recordamos que 


-— = x n 1 + x n 2 y + x n 3 y 2 + • • * + y n \ 

x - y 

Aplicando esto a 

(z + h) n - z n _ ( z + h) n - z n 
(z + h) — z ’ 


h 
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obtenemos 

(z + h) n — z n 


= (z + h) n 1 + z(z + h) n 2 + 


A1 ser 


|o + h) n ~ l + z(z + h ) n ~ 2 + • • • + * n_1 | f 


obtenemos 


((* + h) n - z n ) 


< «|<3 n I • Uo! n 


Pero la serie ^ n\a n \ • jz 0 i" 1 converge, de modo que si 

n — 1 

grande, entonces 


^ n\a n \ • |2- 0 | n 1 < 


n = iV +1 


Esto significa que 


00 

l 


a„ ((z + hY - z n ) V ((* + hY - z n ) 


■\ i - 


7 Q n 

k 

((z + hY - z n ) 


n = N + \ 


00 

- 2 


< 


00 

^ n\a n I 


n = N + l 


ko n_1 < ^ 


n = iV + l 

En resumen, si N es suficientemente grande, entonces 


oo 

( 1 ) | ^ 

n = 0 


((z + hY ~ z n ) v ((* + A)” 


- 2 °” 


• • • + z n ~\ 

n\zo\ n ~\ 

-l 

N es suficientemente 

((z + h) n - z n ) 
h 



para todo h con \z + h\ < |z„|. 


to | m 
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n = 1 


El tercer termino de la derecha de (*) resulta facil de tratar: A1 ser ^ na n z n ~ x 
convergente, se sigue que si N es suficientemente grande, entonces 

* N 


£ 

< 3 


(2) j ^ na n z n 1 - V na n z n 1 

n»L n~\ 

Finalmente, eligiendo un N tal que (1) y (2) se cumplan, observamos que 


n-0 


n — 1 


N 

puesto que la funcidn polindmica g{z) — ^ a n z n es ciertamente derivable. Por 

n-0 

lo tanto. 



aM £ + ^) w 

A 


z n ) 


N 



para h suficientemente pequeno. 

Segun hemos indicado ya, (1), (2) y (3) demuestran el teorema. | 

El teorema 6 tiene un corolario evidente: una funcidn representada mediante 
una serie de potencias es infinitamente derivable dentro del circulo de convergen- 
cia, y la serie de potencias es su serie de Taylor en 0. Se sigue en particular que 
/ es continua dentro del circulo de convergencia, ya que una funcidn derivable 
en z es continua en z (problema 25-8). 

La continuidad de una serie de potencias dentro de su circulo de convergencia 
ayuda a explicar el comportamiento de ciertas series de Taylor obtenidas para 
funciones reales, y proporciona las soluciones prometidas a las cuestiones que 
surgieron al final del capitulo 23. Hemos visto ya que la serie de Taylor para la 
funcidn fiz) = 1/(1 + z 2 ), a saber, 

1 -z 2 + z*-z*+ • • • , 
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converge para valores de z reales solamente cuando \z\ < 1 , y en consecuencia 
tiene radio de convergencia 1. No es accidental que el circulo de convergencia 
contenga los dos puntos / y —i en los cuales f no esta definida. Si esta serie de 
potencias convergiera en un circulo de radio mayor que 1, entonces (figura 5) re- 
presentaria una funcion que seria continua en aquel circulo, en particular en i y 
en —l Pero esto es imposible, puesto que es igual a 1/(1 + z 2 ) dentro del circulo 
unidad, y 1/(1 + z 2 ) no tiende hacia ningun limite cuando z tiende hacia / o —i 
desde dentro del circulo unidad. 



El uso de los numeros complejos arroja tambien alguna luz sobre el extrano 
comportamiento de la serie de Taylor para la funcion 


/(*) = 


e~ llx \ x 5 * 0 
0 , * = 0 . 


Aunque no hemos definido todavia e* para z complejo, es de esperar que se 
cumpla que si y es real y distinto de 0 , entonces 

f(iy) = e~ llU ^ = e l 'y\ 

El hecho interesante acerca de esta expresion es que se hace grande cuando y se 
hace pequeno. Asi pues, / no sera ni siquiera continua en 0 cuando se defina 
para numeros complejos, de modo que apenas puede sorprender que sea igual 
a su serie de Taylor solamente para z = 0. 
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El metodo que utilizaremos en realidad para definir e* (lo mismo que sen z 
y cos z ) para z complejo deberia ahora estar claro. Para x reales sabemos que 

x 3 x h 

sen* = • • • , 

1 X 2 X* 

cos* = 1 - , 

X X 2 

" = 1+ l! + 2l + •" 


Para z complejo definimos por lo tanto 


sen z 


cos z = i 


3! + 5! 

z 2 z 4 

- + - + 
2! 4! 


exp (z) = e* = 1 +fi + Y\~ 

Entonces sen' (z) = cos z, cos' (z) = —sen z, y exp' (z) = exp (z) segun el teore- 
ma 6. Ademas, si sustituimos z por iz en la serie para e\ y hacemos una reorde- 
nacion de los terminos (justificada por la convergencia absoluta), ocurre algo par- 
ticularmente interesante: 




2! 


3! 


4! 
iz ’ 


5! 


= 1 + *> - - ^ + f; + jr + 


de modo que 

g it — cos z i sen z. 

Segun las definiciones (cs deeir. las series de potencias), est^ claro que 
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sen( — z) = — sen z , 
cos( — z) = cos z, 

de modo que tenemos tambien 

e -iz _ cos Z — { sen z% 

A partir de las ecuaciones para e ig y e~ iM podemos deducir las formulas 

pit _ p~it 

sen z =-> 

2 

e ig 4- e ~ ix 

cos z = --- 

2 

El desarrollo de las series complejas de potencias coloca asi a la funcion expo¬ 
nential en el verdadero centro del desarrollo de las funciones elementales: pone 
de manifesto una conexion entre las funciones trigonometricas y la exponential 
que nunca pudo imaginarse cuando se definieron por primera vez estas funciones, 
y que nunca se hubiese descubierto de no haber sido por la introduccidn de los 
numeros complejos. Como producto secundario de esta relacion, obtenemos una 
conexidn, hasta aqui insospechada, entre los numeros e y n : si en la fdrmula 

e il = cos z + i ^ sen z 

hacemos z = obtenemos el notable resultado 

e ir = — 1. 

(Con mayor generalidad, e ** i ! n es una raiz «-esima de 1.) 

Con estas observations concluimos nuestra investigation de las funciones 
complejas. Y a pesar de todo quedan todavia sin mencionar algunos hechos hi- 
sicos acerca de series de potencias. Hasta aquf, apenas hemos considerado series 
de potencias centradas en a, 

«e 

f(z) = ^ a n {z - a) n , 

n «*0 

excepto para a — 0. Esta omisidn se hizo en parte para simplificar la exposicidn. 
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Para las series de potencias centradas en a existen versiones evidentes de todos 
los teoremas de este capitulo (las demostraciones requieren solamente modifica- 
ciones triviales): existe un numero R (posiblemente 0 o *oo») tal que la serie 

40 

^ a n (z — a)"converge absolutamente para z con jz— a\ < R, y tiene tdrminos 

no°acotados para z con |z — a| > R; ademAs, para todo z con jz — uj<R la 
funcidn 

«o 

f(z) = S a*(z - a) n 

n-0 

tiene derivada 

oo 

f'(z) = £ na n (z - a) n ~ l . 

1 

Resulta menos direct© investigar la posibilidad de representar una funcidn me- 
diante una serie de potencias centrada en b, si ya est£ escrita como serie de po¬ 
tencias centrada en a. Si 

flO 

f(z ) = 2 a »( z ~ *)" 


tiene radio de convergencia R, y b es un punto con |£> — a\ < R (figura 6), en- 
tonces se cumple que /(z) puede expresarse tambien como serie de potencias cen¬ 
trada en b, 

oo 

f(z) = 2 *„(* - by 

n -0 
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(los numeros b n son necesariamente f- n) {b)/n \); ademas, esta serie tiene un radio 
de convergencia que es por lo menos R — \b — a\ (puede ser mayor). 

No vamos a demostrar los hechos mencionados en el p&rrafo anterior, y que- 
dan otros hechos importantes que tampoco vamos a demostrar. Por ejemplo, si 

00 « 

/(*) = y «.(* - a) n y *(•*) = 2 ~ a) " 

n = 0 n = 0 

y = a, esperariamos que f ° g tendria que ser expresable como serie de po- 
tencias centrada en b. Todos estos hechos podrian demostrarse ahora sin necesi- 
dad de introducir nuevos conceptos basicos, pero las demostraciones no resulta- 
rian tan faciles como las demostraciones acerca de sumas, productos e inversas 
de series de potencias. La posibilidad de cambiar una serie de potencias centrada 
en a en una centrada en b resulta todavia mas complicado, y el tratamiento de 
fog exige verdadera habilidad. En vez de terminar esta section con una exhibi¬ 
tion de potencia calculatoria, vamos a dar una vision anticipada del «analisis com- 
plejo», una de las ramas mas elegantes de la matematica, donde todos estos he¬ 
chos se deducen como consecuencias directas de algunos resultados fundamentales. 

Las series de potencias fueron introducidas en este capitulo con el fin de ob- 
tener funciones complejas derivables. Puesto que estas funciones resultan ser en 
realidad infinitamente derivables, resulta natural suponer que solo hemos selec- 
cionado una coleccion muy especial de funciones complejas derivables. Los teo- 
remas fundamentales de analisis complejo demuestran que esto no es asi en 
absoluto: 

Si una funcion compleja esta definida en alguna region A del piano y es 
derivable en A, entonces automaticamente es infinitamente derivable en A. 
Ademas, para todo punto a de A la serie de Taylor, para f en a convergera 
hacia f en cualquier circulo contenido en A (figura 7). 

Estos hechos son los primeros que hay que demostrar en el analisis com¬ 
plejo. Es imposible dar una idea de las demostraciones mismas: los metodos 
utilizados difieren esencialmente de los del analisis elemental. Sin embargo, ad- 
mitido esto, los hechos mencionados pueden demostrarse facilmente. 

Supongase, por ejemplo, que f y g son funciones que pueden expresarse 
como series de potencias. Entonces, segun hemos demostrado, f y g son deriva¬ 
bles; se sigue entonces de faciles teoremas generales que f + g, f-g, 1 fg y f°g 
son tambien derivables. Recurriendo a los resultados del analisis complejo, se sigue 
que pueden expresarse como series de potencias. 

Sabemos ya como se calculan las series de potencias para/+ g,f’g y l/g a par- 
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FIGURA 7 

tir de las series para f y g. Resulta tambien facil conjeturar como se calcularia 
una expresion para f ° g e n forma de serie de potencias en (z - b) partiendo de 
los desarrollos en serie 

/« = ±<z - ay 

n =*0 


g{z] = 'Hbkiz - b)\ 

0 

con a = g(b) = bo, de modo que 

g(z) - a = ^2,b k {z — b) k . 

jfe«i 


Sabemos en primer lugar como se calcula la serie de potencias 

(g(z) - a)< = (jt h(z - tyj, 

y esta serie de potencias empezara con (z - b) 1 . En consecuencia, el coeficiente de 
z” en 


f(g(z)) = S a t (g(z) - a) l 

i-o 

se podra calcular como suma flnita con coeficientes que seran solo los que surjan 
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del desarrollo de las n primeras potencias de g(z ) - a. 

Analogamente, si 

oo 

/O) = 2 a n (z - a) n 

n = 0 

tiene radio de convergencia R, entonces f es derivable en la region 

A = { z : \z — a\ < i?}. 

Asi pues, si b esta en A, es posible expresar f como serie de potencias centrada 
en b, la cual convergera en el circulo de radio R - \b - a|. El coeficiente de z” sera 
f (n] {b)/n\ Esta serie puede converger en realidad en un circulo mas amplio, ya que 

oo 

V. a n (z— a) n puede ser la serie para una funcion derivable en una region mas 

n =0 

amplia que A. Por ejemplo, supongase quey(z) = 1/(1 + z 2 ). Entonces/es deriva¬ 
ble, excepto en i y -i, donde no esta definida. Asi pues,/(z) puede expresarse como 

co 

serie de potencias Xj a nZ n con radio de convergencia 1 (sabemos de hecho que 

n=0 

ain — (-l)” y ak - 0 si A; es impar). Es tambien posible escribir 

oo 

/M - S b.(z - i)", 

n=0 

donde los numeros b n son necesariamente b n = Podemos predecir facil- 

mente el radio de convergencia de esta serie: es 1 + (£) 2 , la distancia de \ a i 
o —i (figura 8). 



FIGURA 8 
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Como un incentivo mas para proseguir el estudio del analisis complejo, men- 
cionamos otro resultado que esta muy cerca de la superficie y que se encuentra 
en cualquier tratado sobre la materia. 

Para valores de z reales, los valores de sen z estan siempre entre —1 y 1, 
pero para los z complejos esto no se cumple en absoluto. Efectivamente, si z — iy, 
para y real, entonces 


gi(iy) _ g-i(iy) g~y — 


Si y es grande, entonces sen iy es tambien grande en valor absoluto. Este com- 
portamiento de sen es ti'pico de funciones que estan definidas y son derivables 
sobre todo el piano complejo (tales funciones reciben el nombre de enteras). Un 
resultado que se presenta muy pronto en analisis complejo es el siguiente: 

Teorema de Liouville: Las unicas funciones enteras acotadas son las fun¬ 
ciones constantes. 

Como aplicacion sencilla del teorema de Liouville, considerese una funcion 
polinomica 

f{ Z ) = Z” + + * ' ’ + fl», 

donde n > 1. de modo que / no ss constante. Sabemos ya que f(z) es grande cuan- 
do z es grande, de modo que el teorema de Liouville no nos dice nada interesante 
a cerca de /. Pero considerese la funcion 


Si f(z) no fuese nunca 0, entonces # seria entera; al hacerse f(z) grande para z 
grande, la funcion # seria tambien acotada, en contradiccion con el teorema de 
Liouville. Asi pues, f(z) = 0 para algun z, con lo que hemos demostrado el 
teorema fundamental del algebra. 

PROBLEMAS 

1. Decir si converge cada una de las siguientes series, y si converge absolu- 
tamente. 
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(i) 


(ii) 


co 



n — 1 


(1 + 0 » 
n\ 

1 -j— 2 1 
2 n 


(iii) 



n — 1 


oo 

(iv) ^ (i + h) n . 

n — 1 

( v) y i2£_ n + 

£-4 n n 

n - 2 


2. Utilizar la prueba del cociente para demostrar que el radio de convergencia 
de cada una de las siguientes series de potencias es 1. (En cada caso los 
cocientes de terminos sucesivos tenderan a un lfmite <1 si \z\ < 1, pero 
para |z| > 1 los cocientes tenderan hacia oo o hacia un li'mite > 1.) 



3. Utilizar la prueba de la raiz (problema 22-7) para hallar el radio de conver¬ 
gencia de cada una de las siguientes series de potencias. 
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(i) 

f + £! + £! + £? + 

2 3 2 2 3 2 

(ii) 

00 

V 

n\z n 

n 



n 

(iii) 

2 

n 

— z n . 

2 n 


Y| ar 1 


(iv) 

00 

5 

n 2 

— z n . 

2* 

(v) 

00 

y 

2 n z n \ 


— H-h 

2 s 3 3 


n = 1 


4 . La prueba de la rafz puede utiiizarse siempre, por lo menos en teorfa, para 
hallar el radio de convergencia de una serie de potencias; de hecho, un and- 
lisis detenido de la situacion lleva a una formula para el radio de conver¬ 
gencia conocida por «formula de Cauchy-Hadamard». Supdngase primero que 

el conjunto de los numeros V"|a n | es acotado. _ * _ 

(a) Utilizar el problema 22-7 para demostrar que si lim V\^\\z\< 1, en- 

n— 

00 

tonces Y a n z n converge. 
n =o 

«e 

(b) Demostrar tambien que si lim V / |a„||z|> 1, entonces Y a n z n tiene 

n —► oo 

tl*U 

terminos no acotados. 


(c) Las partes (a) y (b) demuestran que el radio de convergencia de ) a n z n 

n-0 

es 1/lim V 7 |a„| (donde «l/0» significa «oo»). Para completar la formula 

n—► oo 

definase lim |<z n j = oo si el conjunto de todos los VjaJ es no 

n—**o ^ 

acotado. Demostrar que en este caso ^ a n z n diverge para 0, de 

«*0 

modo que el radio de convergencia es 0 (el cual puede ser considerado 
como «l/oo»). 
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5. Considerese las tres series siguientes del problema 2: 

fc fc 

W n- Lj n Lj 


n = 1 


n = 1 


Demostrar que la primera serie converge por todas partes sobre el cfrculo uni- 
dad; que la tercera serie no converge en ninguna parte sobre el cfrculo 
unidad, y que la segunda serie converge para un punto por lo menos del 
cfrculo unidad y diverge tambien sobre dicho cfrculo por lo menos en un 
punto. 

6. (a) Demostrar que e* -e v — e z+u ' para todos los numeros complejos z y tv. 

demostrando que la serie infinita para e z + w es el producto de Cauchy de 
las series para e z y e w . 

(b) Demostrar que sen ( z w) = sen z cos w + cos z sen w y cos (z + h>) = 
= cos z cos w — sen z sen w para todos los complejos z y w. 

7. (a) Demostrar que todo mimero complejo de valor absoluto 1 puede expre- 

sarse como e l,J para algun mimero real y. 

(b) Demostrar que \e x+i!, \ = e* para x e y reales. 

8. (a) Demostrar que exp toma todos los valores complejos excepto 0. 

(b) Demostrar que sen toma todos los valores complejos. 


9. Trabajando con series de potencias, calcular, para cada una de las funciones 
que siguen, los tres primeros terminos no nulos de la serie de Taylor centra- 
da en 0. 


(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(vii) 


f(z) 

f(z) 

f{z) 

f(z) 

f(z) 

/M 

f(z) 


= tg z. 

= z( 1 - z 

^sen z _ | 


= log(l - z 2 ). 
sen 2 ^ 


sen(z 2 ) 
z cos 2 z 

1 

z 4 - 2z 2 + 3z 


(viii) f(z) = - ^(Vi+e-i) _ ji 
z 
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10. (a) Supongase que ponemos una funcion compleja derivable / en la forma 

f = u + iv, siendo ay v reales. Designemos por u y v las restricciones de 
ay va valores reales. Mas claramente, u(x) = u(x) para numeros reales 
x (pero u no esta definida por otros x). Aplicando el problema 25-9, de- 
mostrar que para x reales se tiene 

fix) = H'(x) + itfix), 

designando por f la derivada compleja y por u' y v' las derivadas ordi- 
narias de estas funciones reales en R. . 

(b) De un modo mas general, demostrar que 

f k) (x) — H (k) (x) + iv (k) (x). 

(c) Supongase que / satisface la ecuacion 

(*) / (n) + a n - if n ~ l) + • • • + a 0 f = 0, 

siendo los a, numeros reales y designando por f (k) las derivadas de orden 
superior. Demostrar que ay v satisfacen la misma ecuacion, designando 
por m < 1:) y v w las derivadas de orden superior de funciones reales de R. 

(d) Demostrar que si a = b + ci es una raiz compleja de la ecuacion z" + 
+ a n -\z n ~ l + ... + ao = 0, entonces f{x) = <? b *cos cx y f(x) — e ix cos x son 
ambas soluciones de (*). 

11. (a) Demostrar que exp no es uno-uno sobre C. 

(b) Dado w =£ 0, demostrar que e z — w si y solo si z = x + iy con x = log \w\ 
(aqui log denota la funcion logaritmica real), e y un argumento de >v. 
*(c) Demostrar que no existe ninguna funcion continua log definida sobre 
numeros complejos no nulos, tal que exp (log (z)) = z para todo z 0. 
(Demostrar que log no puede ni siquiera ser definida de manera continua 
para|z| = 1.) A1 no haber manera de definir una funcion logaritmica con¬ 
tinua no podemos hablar de el logaritmo de un numero complejo, sino 
solo de aun logaritmo para w», significando uno de los infinitos nume¬ 
ros z con e z = w. Y para los numeros complejos ay b, defmimos a b como 
un conjunto de numeros complejos, a saber, el conjunto de todos los nu¬ 
meros e bl0%t o, mas exactamente, el conjunto de todos los numeros e bz , 
donde z es un logaritmo de a. 

(d) Si m es un entero, entonces a^consiste en un numero unico, el que viene 
dado por la definicion elemental corriente de a m . 
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Si m y n son enteros, entonces el conjunto a m/n coincide con el conjunto 
de los valores dados mediante la definition elemental corriente, o sea el 
conjunto de los b m en los que b es una raiz /i-esima de a. 

Si a y b son reales y b es irracional, entonces a b contiene infinitos miem- 
bros, incluso para a > 0. 

Hallar todos los logaritmos de i y hailar todos los valores de i'. 
Designamos por (a b ) c el conjunto de todos los numeros de la forma z c 
para algun numero z del conjunto a. Demostrar que (l')'tiene infinitos 
valores, mientras que 1 u tiene solo uno. 

Demostrar que todos los valores de < 2 bc son tambien valores de ( a b ) c . De 
aqui se sigue, por supuesto, que todos los valores de a bc son tambien va¬ 
lores de ( a ) b . ^Es a bx = (tf b ) c n ( a c ) br ! 

Para x real, demostrar que podemos elegir log (x + i) y log (jc — i ) como 
logO 4- i) = log(l -f x 2 ) + i 
log(x - i) = log(l 4 - x 2 ) - i 

(Servira de ayuda observar que w/2— arctg jc = arctg l/x para x^O.) 
(b) De la expresion 

J_ _ J_ / I_1 \ 

1 4 " jc 2 2 i \x — i x 4 ~ i) 

se obtiene, formalmente, 

f z ~r ~ i = k- ^ ~ lo S^ + *)]•■ 

J 1 4 " x 2 2 1 

Utilizar la parte (a) para comprobar que esta solucion concuerda con 
la usual. 

13. (a) Una sucesion {«*} de numeros complejos recibe el nombre de sucesitin 
de Cauchy si lim \a m — a n \ =0. Supongase que a n = b„ + ic n , donde 

m,n—> oo 

b n y c n son reales. Demostrar que { a n } es una sucesion de Cauchy si y 
solo si { b n } y (c n ) son sucesiones de Cauchy. 

(b) Demostrar que toda sucesion de Cauchy de numeros complejos converge. 

(c) Dar demostraciones directas, sin aplicar los teoremas acerca de series 
reales, de que una serie absolutamente convergente es convergente y de 


— arctg x 

— arctg x 


> 


(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

(i) 

12. (a) 
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que cualquier reordenacion tiene la misma suma. (Esta permitido, y en 
realidad es aconsejable, utilizar las demostraciones de los teoremas co- 
rrespondientes para series reales.) 

14 . (a) Demostrar que 



2 


(b) Deducir las formulas para X cos kx y X sen kx dadas en el proble- 

*= i 

ma 15-33. 


15. Sea { a n } la sucesion de Fibonacci. a x = a 2 = 1, a n+2 =«„ + er„ +1 . 

(a) Si r n = a n +Ja n , demostrar que r n+1 = 1 + l/r w . 

(b) Demostrar que r — fim r n existe, y r — 1 + 1/r. Concluir que r = (1 + \/3)/2. 

oo 

(c) Demostrar que ^ a n z n tiene radio de convergence 2/(1 + */5). (Utili- 

n = 1 

zando los teoremas no demostrados en este capi'tulo, y el hecho de que 

oo 

^ a n z n = — 1 /(z 2 z — 1) del problema 23-8, hubiesemos podido pre- 

n = 1 

decir que el radio de convergencia es el valor absoluto minimo de las 
raices de z 2 + z — 1 = 0; puesto que las raices son (—1 ± -/5)/2, el 
radio de convergencia deberfa ser (—1 -I- </5)/2. Observese que este nu- 
mero es exactamente igual a 2/(1 + \/5).) 

16. Puesto que (e* — 1)1 z puede escribirse como serie de potencias. 1 + z/2! + 
+ z / 3! + ..., que es distinta de cero en 0 , se sigue que existe una serie de 
potencias 



con radio de convergencia distinto de cero. Utilizando los teoremas no de¬ 
mostrados en este capitulo, podemos incluso predecir el radio de convergen- 
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cia; es 2n, puesto que este es el valor absoluto mlnimo de los numeros 
z = 2krri, para los cuales e z — 1 =0. Los numeros b n que aparecen aqui re- 
ciben el nombre de numeros de Bernouilli.* 

(a) Claramente b 0 = g(0 ) = 1. Demostrar ahora que 

g z - 1 ^ 2 2 ' g 2 - \ 

g~ z + 1 = _ g* + 1 
^~ 2 - 1 g 2 - l’ 

y deducir que 

b x = — b n = 0 si n es impar y n > 1. 

(b) Hallando el coeficiente de z n en el segundo miembro de la ecuacion 



*=o 


demostrar que 

n — 1 

bi = 0 pararc > 1. 

» = o 

Esta formula nos permite calcular cualquier b k en terminos de los ante- 
riores, y demuestra que cada uno de ellos es racional. Calcular dos o tres 
de los siguientes: 

^2 = it, bi — —sno, b§ = 4V, b 8 = —^V- 

*(c) La parte (a) demuestra que 

V h ~ n ,2 „ = £ . ** + 1 = f . fZj ~ + g~" /2 

2 _/ ( 2 /?)! 2 r — 1 2 e z!2 — e~ z, ~ 

n =0 

Sustituir z por 2/z y demostrar que 



Algunas veces los numeros B a — (—son llamados numeros de Bernoulli, porque b„ = 0 
si n es impar y >■ 1 (v^ase parte (a)) y porque los numeros b 2 „ son de signo alternante. si bien no 
vamos a demostrar esto. Se usan tambidn otras modificaciones de esta nomenclatura. 
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Z ctg z = 


'2n 


(2n)! 


(— l)"2 2n z 2n . 


*(d) Demostrar que 


tg z = ctg z — 2 ctg 2*. 


*(e) Demostrar que 

—I 


'2n 


(2/i)! 


( — l)*- , 2 2n (2 2n - l)z 5 


(Esta serie converge para kl < ir/2.) 

17. Los numeros de Bernoulli desempenan un papel importante en un teorema 
cuya introduccion se hace comodamente mediante una notation disparatada. 

Utilicemos D para denotar el «operador de derivacidn*. de modo que Df de* 

«• 

nota f. Entonces D k f significara y e D f significard Y / (n) /;/j (por su- 

it — 0 

puesto esta serie no tiene sentido en general, pero tendra sentido si / es, por 
ejemplo, una funcion polinomica). Finalmente, sea A el «operador diferen- 
cia» para el cual A/( x) = /(x + 1) — /(*). El teorema de Taylor implica aho- 
ra, prescindiendo de cuestiones de convergencia, que 

' /'"’m 


*+•>- 2*2 
n -0 


(* 


) /(* + i) -/(*) = 

n« 1 


podemos escribir esto simbolicamente como Af = (e D —1)/, donde 1 es el 
•operador identidad*. Esto puede escribirse, todavla mds simbdlicamente, 
A = e °— 1, lo cual sugiere que 


D = 


D 


e D - 1 


A. 
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Asl pues, deberiamos tener evidentemente 


ao 



es decir. 


(**) /'« = V ^ [/ rt> (* + 1) - /“>(*)i 

k = o 

jLo bueno que tiene todo este disparate es que da resultado! 

(a) Demostrar que (**) es literalmente verdad si f es una funcion polinomica 
(en cuyo caso la suma infinita es en realidad una suma finita). Indica¬ 
tion: Aplicando (*) a f k \ hallar una formula para fi k) (x 4- 1) — ft k) (x) ; 
utilizar despues la formula del problema 16(b). para hallar el coeficiente 
de f j) (x) del segundo miembro de (**). 

(b) Deducir de (**) que 

oo 

/'(0) + • • • +/'(«) = V ^ [/“>(« + 1) — f lk) (o)]- 

k = 0 


(c) Demostrar que para cualquier funcion polinomica g tenemos 

oo 

5(0) + ■ • • + g(n) = r 5(0 d‘ + V £ [5 <A-1) ( n + 1) - 5 ( ‘ _1, (0)]. 

(d) Aplicar esto a g(jt) = x p para demostrar que 


i-i r 


p-k+l 


Utilizando el hecho de que b 1 = —demostrar que 
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Los diez primeros ejemplares de esta formula fueron expuestos en el pro- 
blema 2-7, el cual propoma como ejercicio descubrir la regia general. 
Esto puede parecer ahora una sugerencia absurda, pero los numeros de 
Bernoulli fueron descubiertos en realidad precisamente de esta manera. 
Despues de escribir estas diez formulas, Bernoulli dice (en su obra p6s- 
turna* Ars Conjectandi, 1713): «Cualquiera que examine la serie en 
cuanto a su regularidad puede continuar la tabla.» Escribe despuds la 
fdrmula anterior sin dar de ella demostracidn alguna, observando sola- 
mente que los coeficientes b k (que el denota simplemente por A, B, C, ...) 
satisfacen la ecuacidn del problema 16(b). La relacidn entre estos nu¬ 
meros y los coeficientes de las series de potencias para zl(e 9 — 1) fue 
descubierta por Euler. 

* 18 . La formula del problema 17 (c) puede generalizarse al caso en que g no es 
una funcidn polindmica; la suma infinita debe ser sustituida por una suma 
finita mis un resto. Para hallar una expresidn del resto, resulta litil introducir 
algunas funciones nuevas. 

(a) Los polinomios de Bernoulli <p n estln definidos por 



Los tres primeros son 


<Pi(x) = x - 
<Pi(x) = X* — X + 

0 


Demostrar que 


3x^ x 

<p>(x) = “ T + 2 
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^Pn(O) — ^»> 

V>«(1) = b n sin > 1, 

<Pn'(x) = n<p n -i(x)y 

<Pn(x) = (-l)Vn(l ~ x) para n > 1. 

Indicacidn: Demostrar la ultima ecuacidn mediante induction sobrc n, 
empezando con n = 2. 

(b) Sea Rs k (x) el resto de la formula de Taylor para f k \ sobre el intervalo 
[x, x + 1], de modo que 


if 


(*) /<*>(* + 1 ) - /<*>(*) = V 7 -- ^ + 

n-0 


Demostrar que 

N 


N tr 

m - V [/•*>(* + D -rwi - 

fc-0 *~o 

Indicacidn: Imitar el problema 17 (a). Observese el subindice N— fc 
de/?. 

(c) Utilizar la forma integral del resto para demostrar que 


N\ 


*-o 


(d) Deducir la «f6rmula de sumacion de Euler-Maclaurin»: 
g(x ) + + 1) + ’ ’ • H- g(* 4- n) 

N 

= ^' + " +1 *(/) dt + V ^ [*<*"'>(* + »-!)- *'* _1, (*)] + Sx(x, n), 


donde 


SxU, n) = - V J’ +i+l Vk(x UJlLiI 


Ni 


g m (t) dt. 
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(c) Sea la funci6n peri6dica, con periodo 1, que satisface = f> n (0 

para 0 < t < 1. (La parte (a) implica que si n > 1. entonces es con- 

tinua, ya que p*(l) = p*(0), y tambidn que es par si n es par, e unpar 
si n es impar.) Demostrar que 


(= c- d w+ ‘ j‘ 


N\ 

x+n+1 ^ N (i) 
N\ 


<">(/) dt 

g (N) (t) dt si x es un entero^. 


Contrariamente a lo que ocurre con el resto del teorema de Taylor, el resto 
S N (x, n ) no satisface por lo general lim S N (x, n ) = 0, porque los mimeros y las 

funciones de Bernoulli se hacen grandes muy rdpidamente (a pesar de que los 
primeros ejemplos no sugieren esto). Sin embargo, se puede obtener muchas veces 
informacidn importante a partir de la fdnnula de sumacidn. La situacidn general 
se comprende mejor dentro del contexto de un estudio especializado (tseries asin- 
tdticas»), pero el prdximo problema muestra un ejemplo particularmente impor¬ 
tante. 

**19. (a) Utilizar la fdnnula de Euler-Maclaurin, con N — 2, para demostrar que 
log 1 + - • • + log(n - 1) 

■ I’ lo « < dt - \ lo * a + hd - 0+/.' ^ dt 

(b) Demostrar que 

(c) Explicar por qud existe la integral impropia fi=f l W)/ 2 ** dt > y dc * 
mostrar que si a = exp(/3 -+■ 11/12), entonces 

U _«!_^ = - rM) dt. 


(d) El problema 18-53 (d) demuestra que 
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V7r = 


(n !) 2 2 2n 

lim--p- 

n ~> * (2n)! V n 


Utilizar la parte (c) para demostrar que 


= 


a 2 n 2n+1 e~ 2n 2 2n 

lim -— 7 =) 

»-*- a(2«) 2n+1/2 ^ _2n Vn 


y concluir que a == \Z~2ir. 

(e) Demostrar que 

J o MO dt = £ <p a ( t ) dt = 0. 

(Se puede hacer directamente los calculos, pero el resultado es tambien 
consecuencia inmediata del problema 18 (a).) ^Que se puede ahora decir 

*) = J* MO dt yj(x) = 

ta information y la integration por partes demostrar que 


de las graficasji^( 


: 


dt? UtiJizando es- 



dt > 0. 


(f) Demostrar que el valor maximo de |p 2 (jc)j para x en [0, 1 ] es $, de 
modo que 


1 

< - 

12 n 

(g) Concluir flnalmente que 



V2tt n n+1 > 2 e~ n < n\ < Vhr n n+1/2 e~ n+lll2n . 

El resultado final del problema 19, una forma solida de la formula de Stirling, 
demuestra que n\ es aproximadamente *TS n* +1/2 e~", en el sentido de que esta 
expresion difiere de n\ en una cantidad que es pequena comparada con n cuando 
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n es grande. Por ejemplo, para n = 10 obtenemos 3 598 696 en vez de 3 628 800, 
con un error < 1 %. 

Una forma mas general de la formula de Stirling ilustra la naturaleza «asin- 
totica» de la formula de sumacion. El mismo razonamiento usado en el proble- 
ma 19 puede usarse ahora para demostrar que para N>2 tenemos 

,og (.*—) = y —_+ r A 

WS »*+* I*t—) M k (k - 1)" “ J" N'- ‘ 

Puesto que es acotado, podemos obtener estimaciones de la forma 


/: 


M) 

N\t N 


dt 


M 


< ziIL. 


Si N es grande, la constante M s sera tambien grande; pero para valores de n 
muy grandes el factor n l ~ N hara el producto muy pequeno. Asi pues, la expresidn 


N 

■\Z2tt n n+1,2 e~ n • exp (V - - --- —^ 

F \Ltk{k - 1 )«*“V 
* = 2 


puede ser una aproximacion muy mala para n\ cuando n es pequeno, pero para 
n grande {lo grande que tenga que ser dependera de N) sera una aproximacidn 
muy buena (lo buena que sea depended de N). 
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CUERPOS 


A lo largo de todo este libro hemos procurado definir concienzudamente todos 
los conceptos importantes, incluso terminos tales como «funcion», para los cuales 
muchas veces se considera suficiente una definition intuitiva. Pero Q y R, los dos 
protagonistas principals de esta historia, solamente han sido nombrados, nunca 
definidos. Lo que no se ha definido nunca no puede ser nunca sometido a un 
analisis prof undo, y las «propiedades» PI-PI 3 deben considerarse como suposi- 
ciones, no como teoremas acerca de numeros. Sin embargo, hemos evitado inten- 
cionadamente el termino «axioma», y en este capitulo examinaremos mas dete- 
nidamente el lugar que corresponde a PI-PI3 desde un punto de vista logico. 

Lo mismo que Q y R, los conjuntos N y Z han quedado sin definir. Bien 
es verdad que en el capitulo 2 se insertaron algunas consideraciones acerca de 
los cuatro, pero aquellas descriptions superficiales estaban muy lejos de consti- 
tuir una definition. Decir, por ejemplo, que N consiste en 1, 2, 3, etc., no es 
mas que nombrar algunos elementos de N sin identificarlos (y el «etc.» no sirve 
de nada). Los numeros naturales pueden definirse, pero el procedimiento es com- 
plicado y se aparta de la tonica del resto del libro. La lista de lecturas aconse- 
jadas contiene referencias a este problema, asi como a los demas pasos que son 
necesarios si se quiere desarrollar el calculo infinitesimal partiendo de su base 
logica fundamental. El desarrollo ulterior de este programa procederfa con la 
definition de Z, en terminos de N, y la definition de Q en terminos de Z. Este 
programa da como resultado cierto conjunto Q bien definido, ciertas operaciones 
explicitamente definidas + y •, y las propiedades PI-PI 2 comb teoremas. La fase 
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final de este programa es la construction de R, en terminos de Q. Esta ultima 
construction es la que nos va a ocupar. Suponiendo que Q ha sido definido, 
y que P1-P12 han sido demostradas para Q, definiremos en ultimo termino R y 
demostraremos para R todas las propiedades PI-PI 3. 

Nuestra intention de demostrar PI-PI 3 significa que debemos definir no sdlo 
numeros reales, sino tambien la suma y la multiplication de numeros reales. Los 
numeros reales son en efecto solo de interes como con junto con estas operaciones: 
el comportamiento de los numeros reales respecto a la suma y a la multiplicacidn 
es crucial; lo que los numeros reales puedan ser en realidad carece totalmente de 
importancia. Esta afirmacion puede expresarse de una manera matematica signi- 
ficativa, utilizando el concepto de «cuerpo», el cual incluye como casos particu- 
lares los tres importantes sistemas numericos de este libro. Esta abstraction, ex- 
traordinariamente importante, de la matematica modema, incorpora las propieda¬ 
des P1-P9 comunes a Q, R y C. Un cuerpo es un conjunto F (de objetos de 
cualquier especie), junto con dos «operaciones binarias» -f- y • definidas sobre F 
(es decir, dos reglas que asocian a elementos a y b de F otros elementos a -f- b 
y a»b de F), para el cual se cumplen las siguientes condiciones: 

(1) (a + b) + c = a + (b + c) para todo a, b y c de F. 

(2) Existe algiin elemento 0 de F tal que 

(i) a -\-Q = a para todo a de F, 

(ii) para todo a de F, existe algun elemento b de F tal que a + b = 0. 

(3) a + b = b + a para todo a y b de F. 

(4) (a-h)-c = a»(b*c) para todo a, b y c de F. 

(5) Existe algun elemento 1 en F tal que 1^0 y 

(i) a»l = a para todo a de F, 

(ii) Para todo a de F con 0, existe algun elemento b en F tal que 
a»b — 1. 

(6) a»b = b*a para todo a y b de F. 

(7) a»(b + c) = a»b + a»c para todo a, b y c de F. 

Los ejemplos corrientes de cuerpos son, segun se ha indicado ya, Q, R y C, 
siendo + y • las operaciones corrientes de + y • . Probablemente no hace falta 
explicar por que estos son cuerpos, pero la explication es, en todo caso, muy 
breve. Cuando se interpretan + y • como las + y • corrientes, las reglas 1, 3, 
4, 6, 7 son simplemente nuevos enunciados de PI, P4, P5, P8, P9; los elementos 
que desempenan el papel de 0 y de 1 son los numeros 0 y 1 (lo cual justifica 
la election de los simbolos 0, 1); y el numero b en (2) o en (5) es — a o a -1 . 
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respecti vamente. (For csta razon, en un cuerpo cualquiera F designamos por —a 
el elemento tal que a -f- (—c) = 0, y por a" 1 el elemento tal que a • a 1. 
para a^O.) 

Ademds de Q, R y C, existen otros cuerpos que pueden escribirse fdcilmente. 
Un ejemplo es la coleccion F t de todos los numeros a + b y*T para a y b en Q. 
Las operaciones + y • scran, una vez mds, las + y • corrientes de los numeros 
reales. Es necesario observar que estas operaciones producen efectivamente nue- 
vos elementos de F t : 

(a + b V2) + (c + d Vi) = (a + c) + (d + d) Vi, el cual estd en F t . 

(a + b Vi) • (c + d V2) = (ac + 2M) + (be + ad) V2,el cual estd en 

Las condiciones (1), (3), (4), (6), (7) para un cuerpo son evidentes para F a : al 
cumplirse para todos los numeros reales, se cumplen ciertamente para todos los 
numeros reales de la forma a 4- b»/2. La condition (2) se cumple porque el nu- 
mero 0 = 0 + OvTestd en F„ y para a = a + 0 */Ten F, el numero p = (—a) + 
+ (-b)VT de Fj satisface a + p = 0. Andlogamente, 1 = 1+ 0+T estd en F w 
de modo que (5i) se satisface. La verification de (5ii) es cl unico punto ligera- 
mente dificil. Si a + b%/T=£ 0, entonces 


a + b Vi • --“7= 1 > 

n *4" d » 2 

es por lo tanto necesario demostrar que l/(a + bsfl) estd en FEsto se cum¬ 
ple, ya que 

1 _ a -bVi _f_ + JriLV2. 

7+TVz “ (a - 4 V2)(« + * V2) -* - 

(La division por a —bsfZ es vdlida porque la relation a~b\fl — Q solamente 
p uede c um plirse si n ** b = 0 (pucsto que es irrational), lo cual queda excluido 
por la hipOtesis a + WT#0.) 

El siguiente ejemplo de cuerpo, F a , es considerablemente mds sencillo en un 
aspecto: solamente contiene dos elementos que podemos muy bien designar 
por 0 y 1. Las operaciones + y • se describen mediante las siguientes tablas. 
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+ 

0 

1 


0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 


La verification de las condiciones (l)-(7) se hace directamente, trat&ndose de 
comprobaciones caso por caso. Por ejemplo, la condition (1) puede demostrarse 
comprobando las 8 ecuaciones obtenidas al poner a, b, c = 0 o 1. Observese que 
en este cuerpo 1 + 1 = 0 ; esta ecuacion puede tambien escribirse 1 = — 1 . 

Nuestro ejemplo final de cuerpo es bastante ingenuo: F 3 consiste en todos los 
pares (a, a) para a en R, y + y • estdn definidas por 

(a> a) + ( b , b) = {a + b, a + b ), 

(a, a) • ( b , b) = {a * b, a • b). 

(El + y • que aparecen en el segundo miembro son la suma y la multiplicacidn 
ordinarias de R.) La verificacidn de que F 3 es un cuerpo se deja para el lector 
como ejercicio sencillo. 

La investigation detallada de las propiedades de los cuerpos constituye por 
si misma una materia de estudio, pero para nuestros fines, los cuerpos ofrecen 
un marco ideal para estudiar las propiedades de los numeros con la maxima eco- 
nomia de pensamiento. Por ejemplo, las consecuencias de P1-P9 deducidas para 
los «numeros» en el capitulo 1 se cumplen en realidad para un cuerpo cualquiera; 
en particular se cumplen para los cuerpos Q, R y C. 

Observese que ciertas propiedades corrientes de Q, R y C no se cumplen para 
todos los cuerpos. Por ejemplo, es posible que la ecuacion 1 + 1 = 0 se cumpla 
en algunos cuerpos, y en consecuencia a — b — b — a no implica necesariamente 
que a — b. Para el cuerpo C el enunciado 1 + 1 0 se dedujo de la description 

explicita de C; sin embargo, para los cuerpos Q y R, este enunciado se dedujo 
a partir de otras propiedades que carecen de analogas en las condiciones que defi- 
nen un cuerpo. Existe un concepto relacionado que hace uso de estas propiedades. 
Un cuerpo ordenado es un cuerpo F (con las operaciones + y •) junto con cierto 
subconjunto P de F (los elementos «positivos») con las propiedades siguientes: 

(8) Para todo a de F, se satisface una y solo una de las siguientes condiciones: 
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(ii) a esti en P, 

(iii) —a esta en P. 

(9) Si a y b estan en P, entonces a + b esti en P. 

(10) Si a y b estan en P, entonces a»b esti en P. 

Hemos visto ya que el cuerpo C no puede convertirse en cuerpo ordenado. 
Del mismo modo, el cuerpo F 2 que tiene solamente dos elementos, no puede con¬ 
vertirse en cuerpo ordenado: efectivamente, la condition (8), aplicada al = —1, 
indica que 1 debe estar en P ; entonces (9) implica que 1 + 1 = 0 esti en P, en 
contradiction con (8). Por otra parte, el cuerpo F,, que consiste en todos los nu- 
meros a + b sfl con a, b en Q, puede ciertamente convertirse en un cuerpo or¬ 
denado: sea P el conjunto de todos los a + b \/Tque son numeros reales positivos 
(en el sentido ordinario de la palabra). El cuerpo F 3 puede convertirse tambien 

en un cuerpo ordenado; la description de P se deja para el lector. 

Resulta natural introducir una notation para un cuerpo ordenado cualquiera 
que se corresponda con la utilizada para Q y R: definimos 


a > b 

si 

a — b esti en P, 

a < b 

si 

b > a, 

a < b 

si 

a < b o a — b, 

a > b 

si 

a > b o a = b. 


Utilizando estas definiciones podemos reproducir, para un cuerpo ordenado 
cualquiera F, las definiciones del capftulo 7: 

Un conjunto A de elementos de F es acotado snperionnente si existe algun x 
en F tal que x > a para todo a de A. Un tal x recibe el nombre de cota 
superior de A. Un elemento x de F es una cota superior minima de A si x 
es una cota superior de A y x < y para todo y de F que sea una cota su¬ 
perior de A. 

Finalmente, es posible enunciar una propiedad aniloga a la propiedad PI3 de R; 
esto conduce a la ultima abstraccidn de este capftulo: 

Un cuerpo ordenado completo es un cuerpo ordenado en el cual todo con¬ 
junto no vacfo que sea acotado superiormente tiene cota superior minima. 
La consideracidn de los cuerpos puede parecer que nos ha llevado lejos de 
nuestra finalidad de construir los numeros reales. Sin embargo, disponemos ahora 
de una manera inteligible de formular esta finalidad. Hay dos interrogantes que 
serin contestados en lbs dos capftulos siguientes: 

1. i Existe un cuerpo ordenado completo? 
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2. ^Existe solamente un cuerpo ordenado completo? 

Nuestro punto de partida para estas consideraciones sera Q, que se supone 
ser un cuerpo ordenado, que contiene a N y Z como subconjuntos. En un punto 
crucial ser£ necesario suponer otro hecho acerca de Q: 

Sea x un elemento de Q con x > 0. Entonces para cualquier y de Q existe 
algun n en N tal que nx > y. 

Esta suposicion, que afirma que los numeros racionales tienen la propiedad 
arquimediana de los reales, no es consecuencia de las demas propiedades de un 
cuerpo ordenado (para un ejemplo que demuestra esto de modo conclusivo, vea- 
se [17]), El punto importante para nosotros es que cuando Q se coristruye expll- 
citamente, las propiedades PI-PI2 aparecen como teoremas, y lo mismo ocurre 
con esta suposicion adicional; si empezaramos efectivamente a partir del prin- 
cipio, no haria falta ninguna suposicion acerca de Q. 

PROBLEMAS 

1. Sea F el con junto {0, 1, 2} y defmanse las operaciones -f- y • sobre F 
mediante la siguiente tabla. (La regia para construir esta tabla es como 
sigue: sumar o multiplicar de la manera usual, y despues restar el mayor 
multiplo posible de 3; asi, 2-2 = 4 = 3 + 1, de modo que 2»2 = 1.) 


+ 

0 

1 

2 

• 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

0 

1 

0 

1 

2 

2 

2 

0 

1 . 

2 

0 

2 

1 


Demostrar que F es un cuerpo, y demostrar que no puede convertirse en 
cuerpo ordenado. 

2. Supongase ahora que intentamos construir un cuerpo F que tenga los ele- 
mentos 0, 1, 2, 3 con las operaciones + y • definidas como en el ejemplo 
anterior, sumando o multiplicando de la manera usual, y despues restando 
el mayor multiplo posible de 4. Demostrar que F no sera un cuerpo. 

3. Sea F = (0, 1, a, /?} y defmanse las operaciones + y • sobre F mediante 
las siguientes tablas. 
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+ 

0 

1 

a 

0 


0 

1 

a 

0 

0 

0 

1 

a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

a 

1 

0 

1 

a 

0 

a 

a 

0 

0 

1 

a 

0 

a 

0 

1 

P 

0 

a 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

a 


Demostrar que F es un cuerpo. 

4. (a) Sea F un cuerpo en el cual 1 + 1 ~ 0. Demostrar que a + a = 0 para 

todo a (esto tambidn puede escribirse a = — a). 

(b) Supongase que a + a = 0 para algun a ^ 0. Demostrar que 1 + 1 = 0 
(y en consecuencia b + b = 0 para todo b). 

5. (a) Demostrar que en un cuerpo cualquiera se tiene 

(l +_ M + H ^‘_L+ *) * 1 +_ _L+ \ 

m Tfloe* n »•<)•» «m »««• 


para todos los numeros naturales m y n. 

(b) Supdngase que en el cuerpo F tenemos 

1+ . • • +1 - 0 
m Teoes 

para algun numero natural m. Demostrar que el m mis pequeno con 
esta propiedad debe ser un numero primo (este numero primo recibe el 
nombrc de caracteristica de F). 

6. Sea F un cuerpo cualquiera con solamente un numero finite de elementos. 
(a) Demostrar que deben existir numeros naturales distintos m y n con 

1+ . . . + i = 1+_ ^+l . 

m re ces n re cm 


(b) Concluir que existe algun numero natural k con 
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1 +_•_+ 1 = 0. 

k veers 

7. Sean a, b, c y d elementos de un cuerpo F con a* b — b • c. # 0. Demostrar 
que las ecuaciones 

a • x + b • y = a, 
c - x + d-y = (3, 

pueden resolverse para x e y. 

8. Sea a un elemento de un cuerpo F. Una «rafz cuadrada» de a es un ele- 
mento b de F con b- = b»b = a. 

(a) ^Cuantas rafces cuadradas tiene 0? 

(b) Supongase a=£ 0. Demostrar que a tiene dos rafces cuadradas, a menos 
que sea 1 -}- 1 = 0, en cuyo caso a tiene solo una. 

9. (a) Considerese una ecuacion x 1 -f - b»x c = 0, donde bye son elementos 

de un cuerpo F. Supongase que b 2 — 4 *c tiene una raiz cuadrada r en F. 
Demostrar que (—b + r)/2 es una solucion de esta ecuacion. 

(b) En el cuerpo F., del texto, ambos elementos tienen evidentemente una 
rafz cuadrada. Por otra parte, es facil comprobar que ninguno de ellos 
satisface la ecuacion jr* + * + 1 = 0. Por lo tanto, en la parte (a) debe 
haber algun detalle incorrecto. i,Cual es? 

10. Sea F un cuerpo y a un elemento de F que carece de rafz cuadrada. Este 
problema indica como se construye un cuerpo mas amplio F', que con¬ 
vene F, en el cual a tiene una rafz cuadrada. (Esta construccion ya se ha 
ejecutado en un caso particular, a saber, F = R y a = —1; este caso par¬ 
ticular deberfa servir de gufa al lector en este ejemplo.) 

Hagamos consistir F' en todos los pares (jc, v) con x e y en F. Si las ope- 

raciones sobre F son + y •, deffnanse las operaciones ® y © sobre F' 

como sigue: 

(*, y) © 0> = (x + z,y + w), 

(x, y) O (z, w) = (x • z + a • y • w, y • z + x • w). 

(a) Demostrar que F\ con las operaciones ® y ©, es un cuerpo. 

(b) Demostrar que 


(x, 0) © (y, 0) = (x +y, 0), 
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(x, 0) O (y, 0) = (x-y, 0), 

de manera que podemos convenir en abreviar (jc, 0 ) por x . 

(c) Hallar una rai'z cuadrada de a — {a, 0) en F'. 

Sea F el conjunto de todas las cu&druplas (»v, x, y, z) de numeros reales. 
Deffnase + y • mediante 

(j, t, a, v ) 4“ (w, x, y> z) = (s + w, t + X, u + y, V + z), 

,«,»)• (w, x, y , z) = (sw — tx — uy — vz , sx + tw + uz — vy, 

sy + uw + vx — tz, sz + vw + ty ~ ux). 

(a) Demostrar que F satisface todas las condiciones de un cuerpo, excepto (6). 
A veces el algebra se da perfecia, pero la existencia de inversos respecto a la 
multiplicacion es el unico punto que requiere cierta consideracion. 

(b) Es costumbre designar 

(0, 1, 0, 0) por /, 

(0, 0, 1,0) por j, 

(0, 0, 0, 1) por k. 

Hallar los 9 productos de pares i, j y k. Los resultados haran ver en 
particular que la condicion (6) es definitivamente falsa. Este «cuerpo 
alabeado* F es conocido como cuerpo de los caaternioDes. 



CAPITULO 

28 

CONSTRUCCI6N DE NtJMEROS REALES 


El cumulo de trabajo rutinario contenido por nccesidad en este capitulo sc hace 
mis ligcro si sc ticnc en cuenta una idea de importancia verdaderamente primor¬ 
dial. Para demostrar la existencia de un cuerpo ordenado completo tendremos que 
describir explicitamente uno de ellos en detalle; la verification de las condicio- 
nes (1)-(10) para un cuerpo ordenado constituye sdlo una laboriosa tarea sin com- 
plicaciones, pero la descripcion del cuerpo mismo, de sus elementos, es verdade¬ 
ramente ingeniosa. 

Tenemos a nuestra disposition el conjunto de los numeros racionales, y a par- 
tir de esta materia prima es necesario obtener el cuerpo que en ultimo termino 
seri Ilamado de los numeros males. Para el no iniciado esto debe parecer abso- 
lutamente imposible: si solamente se conocen los numeros racionales, £de dOnde 
van a proceder los demis? Tenemos ahora ya experiencia suficiente para darnos 
cuenta de que la situation puede no ser tan desesperada como hace suponer esta 
consideration casual. La estrategia a adoptar en nuestra construed on ha sido ya 
utilizada eficazmente para definir funciones y numeros complejos. En vez de in- 
tentar determinar la «naturaleza real* de estos conceptos, nos contcntaroos con 
^i n a definicidn que describe lo suficiente acerca de ellos para determinar comple- 
tamente sus propiedades matematicas. 

Un intento anilogo para definir los numeros reales exige una descripcion de 
los numeros reales en tdrminos de numeros racionales. La observacidn de que 
tin ntimeFo real deberia quedar determ inado por cbmpleto mediante el conjunto 
de los numeros racionales menores que 61, sugiere una posibilidad notablemente 
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sencilla y muy atractiva: un numero real podria ser descrito (y efectivamente lo 
sera) mediante una coleccion de numeros racionales. Sin embargo, para hacer 
efectivo este intento, debe encontrarse algun medio para describir «el conjunto de 
los numeros racionales menores que un numero reals sin mencionar a los numeros 
reales, que por ahora no son mas que ficciones heuristicas de nuestra imaginacion 
matematica. 

Si hemos de considerar a A como el conjunto de los numeros racionales que 
son menores que el numero real a, entonces A deben'a tener la siguiente propie- 
dad : si x esta en A e y es un numero racional que satisface y < x, entonces 
y esta en A. Ademas de esta propiedad, el conjunto A deberia tener unas pocas 
m£s. Puesto que deberia existir algun numero racional jc < a, el conjunto A no 
deberia ser vacio. Del mismo modo, puesto que debe haber algun numero x > a, 
el conjunto A no deberia ser todo Q. Finalmente, si x < a, entonces deberia 
existir otro numero racional y con x < y < a, de modo que A no deberia con- 
tener un elemento maximo. 

Si consideramos de momento como conocidos a los numeros reales, entonces 
no es dificil comprobar (problema 8-17) que el conjunto A con estas propiedades 
es, efectivamente, el conjunto de los numeros racionales menores que algun nu¬ 
mero real a. Puesto que de momento los numeros reales estan en el limbo, la 
demostracion del lector, si es que aporta una, debe considerarse solamente como 
un comentario no oficial de estos procedimientos. Servira, sin embargo, para con- 
vencerle que no hemos dejado de observar ninguna propiedad crucial del con¬ 
junto A. No parece que exista motivo alguno para seguir dudando. 

DEFINICI6N 


Un numero real es un conjunto a, de numeros racionales, con las cuatro si- 
guientes propiedades: 

(1) Si x esta en a e y es un numero racional con y < x, entonces y est£ 
tambien en a. 

(2) a^0. 

(3) a ^ Q. 

(4) No existe ningun elemento maximo en a; dicho de otro modo, si 
x esta en a, entonces existe algun y en a con y > 

El conjunto de todos los numeros reales se designa por R. 


Vamos a dar un ejemplo explicito de numero real con el unico objeto de que 
el lector no olvide la finalidad que perseguimos con nuestra definicion: 
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a = {jc en Q: x < 0 o jr < 2}. 


Debe estar claro que a es el numero real que eventualmente sera conocido por \/T, 
pero no es un ejercicio totalmente trivial demostrar que a es efectivamente un 
numero real. Lo mas importante de tal ejercicio es demostrar esto, haciendo uso 
solamente de hechos acerca de Q; la parte dificil consistira en comprobar la con- 
dicion (4), pero esto ya ha aparecido como problema en un capi'tulo anterior 
(dejamos que el lector averigiie que capi'tulo es). Observese que la condition (4), 
aunque aqui muy fastidiosa, es en realidad esencial para evitar ambigiiedades; 
si prescindimos de ella. 



{x en Q: x < 1} 
{x en Q: x < 1} 


podrian ser tanto uno como otro el «numero real 1». 

El cambio de A por a en nuestra definicion indica a la vez una preocupacion 
conceptual y de notacion. De aqui en adelante, un numero real es, por definicion, 
un conjunto de numeros racionales. Esto significa, en particular, que un numero 
racional (un miembro de Q) no es un numero real; sin embargo, todo numero 
racional x tiene una contrapartida natural que es un numero real, a saber, 
{y en Q: y < *}. Despues de completar la construccion de los numeros reales, 
podemos prescindir mentalmente de los elementos de Q y cbnvenir en que en 
adelante Q designara estos conjuntos especiales. Sin embargo, por el momento, 
sera necesario trabajar a la vez con numeros racionales, numeros reales (conjuntos 
de numeros racionales) e incluso conjuntos de numeros reales (conjuntos de con¬ 
juntos de numeros racionales). Quiza sea inevitable alguna confusion, pero esta 
deberia quedar reducida al minimo mediante una notacion adecuada. Los numeros 
racionales seran designados mediante letras minuSculas del alfabeto latino (x, y, z, 
a, b, c), y los numeros reales mediante letras minuseulas griegas (a, /3, y); las 
letras latinas mayusculas (A, B, C) se utilizaran para designar conjuntos de nu¬ 
meros reales. 

Lo que queda de este capi'tulo esta dedicado a la definicidn de •, y P 
para R y a la demostracion de que con estas estructuras R es efectivamente un 
cuerpo ordenado completo. 

Empezaremos en realidad con la definicion de P, y aun aqui procederemos 
hacia atrds. Definiremos primero a< fl\ despues, una vez que dispongamos 
de -f*, * y Oi definiremos P como el conjunto de todos los a con 0 < a, y demos- 



812 


E pi logo 


traremos las propiedades necesarias para P. La razdn de empezar con la defini- 
cidn de < es la sencillez de este concepto en nuestra situacion presente: 

Definition. Si a y /3 son numeros reales, entonces a < /? significa que a esti 
contenido en (8 (es decir, todo elemento de a es tambien un elemento de /?), 
pero a ^ (3. 

Una repetition de las definiciones de >, 2* constituiria una morosidad, 
pero es' interesante observar que < puede ahora expresarse mis sencillamente 
que < ; si a y (3 son numeros reales, entonces a 5s /? si y s61o si a esti conte¬ 
nido en f3. 

Si A es una coleccion acotada de numeros reales, resulta casi evidente que 
A Ar ' -wiier una cota superior minima. Cada a de A es una coleccidn de nu¬ 
meros racionales; si estos numeros racionales se ponen todos en una coleccidn (3, 
entonces es de suponer que /3 sea sup A. En la demostracion del siguiente teo- 
rema se comprueban todos los detalles que no se han mencionado, entre los 
cuales no es el menos importante el de que j3 es efectivamente un numero real. 
(En este capitulo no nos molestaremos en numerar los teoremas, ya que todos 
ellos pueden resumirse en un gran teorema: Existe un cuerpo ordenado completo.) 

TEOREMA 

Si A es un conjunto de numeros reales A ^ 0 y A es acotado superiormente, 
entonces A tiene una cota superior minima. 

DEMOSTRACI6N 

Sea (3 = [x: x estd en algiin a de A}. Entonces f3 es ciertamente una coleccidn 
de numeros racionales; la demostracion de que (3 es un numero real exige la 
comprobacion de cuatro hechos. 

(1) Supdngase que x esti en /3 e y < x. La primera condicidn significa 
que x esta en a para algun a de A. A1 ser a im numero real, la supo- 
sicion y < x implica que y esti en a. Se cumple por lo tanto cierta¬ 
mente que y esti en (3. 

(2) A1 ser A =£0, existe algun a en A. Puesto que a es un numero real, 
existe algun x en a. Esto significa que x esti en /?, de modo que /?=^0. 

(3) Puesto que A es acotado superiormente, existe algun numero real y 
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tal que a < y para todo a de A. A1 ser y un numero real, existe algun 
numero racional x que no esta en y, Ahora bien, a < y significa que 
a esta contenido en y, de modo que se cumple tambien que x ho estd 
en a para ningun a de A. Eso significa que x no est& en /?; asi pues, 
f3 Q. 

(4) Supongase que x esta en /?. Entonces x estd en a para algun a de A. 
Puesto que a carece de maximo elemento, existe algun numero racio¬ 
nal y con x < y e y en a. Pero eso significa que y estd en f3 ; por lo 
tanto 13 carece de maximo elemento. 

Estas cuatro observaciones demuestran que (3 es un numero real. La demos- 
tracion de que (3 es la cota superior minima de A es mas fdcil. Si a esta en A, 
entonces evidentemente a esta contenido en (3 ; eso significa que a <t (3, de modo 
que 13 es una cota superior de A. Por otra parte, si y es una cota superior de A, 
entonces a y para todo a de A ; esto significa que a estd contenido en y, para 
todo a de A, y esto con seguridad implica que (3 esta contenido en y. Esto sig¬ 
nifica a su vez que (3 £ y ; asi pues, (3 es la cota superior minima dc A. | 

La definicion de -f es a la vez evidente y facil, pero debc ser complementada 
con una demostracion de que esta definicidn «evidente# tiene sentido. 

Definicion. Si a y (3 son numeros reales, entonces 

u. + fl zx {x\ x ~ y + z para algun y de a y algun z de /3). 

TEOREMA 

Si a y (3 son numeros reales, entonces a 4" (3 es un numero real. 
DEMOSTRACI6N 

Una vez mds deben comprobarse cuatro hechos. 

(1) Supdngase que w < x para algiin x de a -f- (3- Entonees x = y + z 
para algun y de a y algun z de /3, lo cual significa que w < y -f z, y en 
consecuencia w — y < z. Esto significa que w — y estd en (3 (puesto 
que z estd en f3 y f3 es un numero real). A1 ser w «= y -f (h' —y), se 
sigue que w estd cn a + |8. 

(2) Es evidente que a -f- f3 =/= 0, ya que a^0 y (3^0. 

(3) Puesto que a#Q y (3^Q. existen numeros racionales a y b tales 
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que a no esta en a y b no esta en ft. Cualquier x de a satisface x < a 
(pues si a < x, entonces la condition ( 1 ) para un numero real implicaria 
que a estarfa en a); analogamente, cualquier y de ft satisface y<b. 
Asi pues, x + y < a + b para cualquier x de a e y de ft. Esto indica 
que a + b no esta en a -f A de modo que a -f* 

(4) Si x esta en a + fr entonces x = y 4- z. si y esta en a y z en j 8 . Exis- 
ten y en a y z' en /?' con y < / y z < t ; entonces x < / + z' e 
/ + z' esta en a + /?. Por lo tanto a + ft carece de elemento mdximo. | 

Ahora ya puede darse cuenta el lector de lo prolijo que va a ser todo este 
proceso. Cada vez que mencionemos un numero real, tenemos que demostrar que 
se trata en efecto de un numero real; esto exige la comprobacion de cuatro con- 
diciones, que aun siendo triviales, exigen cierta concentration. Esto no se puede 
remediar (solo que resultara menos aburrido si el lector comprueba por si mismo 
las cuatro condiciones). Sin embargo, surgiran, afortunadamente, de vez en cuando 
algunos puntos de interes, y algunos de nuestros teoremas resultaran faciles. En 
particular, hay dos propiedades de + que no presentan problemas. 

TEOREMA 

Si a, /? y y son numeros reales, entonces (a -{- P) + Y = a + (fi + y)- 
DEMOSTRACI6N 

Puesto que (x + y) + z = x + (y + z) para todos los numeros racionales x, y y z, 
todo elemento de (a + P) + 7 es tambien un elemento de a + (/3 + 7 ), y. vi- 
ceversa. I 

TEOREMA 

Si a y /3 son numeros reales, entonces a -{■ {3 = ft ct. 

DEMOSTRACION 

Se deja para el lector (es todavfa mas fdcil). | 

Para demostrar las demas propiedades de -{- definimos primero 0. 


Definition. 0 = (x en Q : x < 0}. 
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Es, afortunadamente, obvio que 0 es un numero real, y el teorema siguiente 
es tambien sencillo. 

TEOREMA 

Si a es un numero real, entonces a + 0 = a. 

DEMOSTRACION 

Si x esta en a e y esta en 0, entonces y < 0, de modo que x 4- y < x. Esto im - 
plica que x + y estd en a. Asi pues, todo elemento de a 0 es tambien un ele- 
mento de a. 

Por otra parte, si x estd en a, entonces existe un nunlero racional y en <x tal 
que y > x* Puesto que x = y + (x — y), donde y estd en a, y x — y < 0 (de 
modo que x — y estd en 0), esto indica que x estd en a -f- 0. Asi pues, todo ele¬ 
mento de a es tambien un elemento de a -f- 0. | 

Parece razonable pensar que —a tendria que ser el conjunto 

{x en Q: — x no esta en a} 

(ya que no estar — x en a significa, intuitivamente, que — x > a, de modo que 
x < —a). Pero en ciertos casos este conjunto no sera ni siquiera un numero real. 
Si bien un numero real a no tiene ningun elemento m^ximo, el conjunto 

Q — a = (jc en Q : x no esta en a) 

puede tener un elemento trimimo x 0 ; cuando a es un numero real de esta clase, 
el conjunto {x: —x no esti en a} tendra un elemento m&ximo — x 0 . Es, por lo 
tanto, necesario introducir una ligera modificacion en la definicidn de — x, la cual 
viene equipada con un teorema. 

Definicidn. Si a es un numero real, entonces 

—a = {* en Q: ——* no estd en a, pero —* no es el elemento mfnimo de Q — a}. 

TEOREMA 

Si a es un numero real, entonces —a es un numero real. 
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DEMOSTRACION 

(1) Supongamos que x esta en —a e y < x. Entonces — y > — x. A1 no 
estar — x en a, se cumple tambien que — y no esta en a. Ademas, esta 
claro que — y no es el elemento mi'nimo de Q — a, ya que — x es un 
elemento menor. Esto indica que y esta en —a. 

(2) Puesto que a^Q, existe algun numero raeional y que no est£ en a. 
Podemos suponer que y no es el numero raeional minimo de Q — a 
(puesto que es siempre posible sustituir y por cualquier y' > y). En¬ 
tonces —y esta en —a. Asi pues, -—a =£ 0. 

(3) Puesto que a ^ 0, existe algun x en a. Entonces — x no puede estar 
en —a, de modo que —~a ^ Q. 

(4) Si x esta en —a, entonces — x no esta en a, y existe algun numero 
raeional y < — x que tampoco esta en a. Sea z un numero raeional con 
y < z < — x. Entonces z tampoco esta en a, y claramente z no es el 
elemento minimo de Q — a. Asi pues, — z est& en —a. Puesto que 
— z > x, esto indica que —a carece de elemento maximo. | 

La demostracion de que a + (—a) = 0 no es directa del todo. Las dificul- 
tades no se deben, como se pudiera suponer, a los linos detalles de la definicion 
de —a. En este punto nos hace falta mas bien la propiedad arquimediana de Q 
establecida en la pagina 804, la cual no se sigue de PI-PI 2. Esta propiedad hace 
falta para demostrar el siguiente lema, que desempena un papel crucial en el teo- 
rema que sigue despues. 

LEMA 

Sea a un numero real, y z, un numero raeional positive. Entonces cxisten (figura 1) 
numeros racionales jc en a, e y no en a, tales que y — x — z. Ademas, podemos 
suponer que y no es el elemento minimo de Q — a. 

DEMOSTRACION 

Supongase primero que z esta en a. Si los numeros 

z, 2z, 3 z, ... 


estuviesen todos en a, entonces todo numero raeional estaria en a, ya que todo 
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numero racional w satisface w < nz para algun n, segun la suposicion adicional 
de la pagina 804. Esto contradice el hecho de que a es un numero real de modo 
que existe algun k tal que x = kz esta en a e y = {k 4- l)z no esta en a. Eviden- 
temente y — x — z. 

Ademas, si ocurre que y es el elemento minimo de Q — a, sea x' > x un ele- 
mento de a y sustituyase x por x 'ey por y + (x' — x). 

Si z no esta en a, existe una demostracion pared da, basada en el hecho de 
que los numeros (— n)z no pueden dejar todos de estar en a. | 



. 

x y 

FIGURA 1 


TEOREMA 

Si a es un numero real, entonces 

ot + (—a) = 0. 


DEMOSTRACI6N 

Sujpongase que x esta en a y que y esta en —a. Entonces —y no esti en a, de 
modo que —y > x. Por lo tanto, x + y < 0, de modo que x + y est& en 0. Asf 
pues, todo elemento de a -|- (—a) esta en 0. 

Algo mas diffcil resulta proceder en la otra direccion. Si z estd en 0, enton¬ 
ces —z > 0. Segun el lema, existe algun x en a, y algun y que no esta en a, no 
siendo y el elemento mi'nimo de Q‘—a, tales que y — x — — z. Esta ecuacidn 
puede escribirse x + (— y) — z. A1 estar x en a, y — y en —a, esto demuestra 
que z estd en a -J- (—a). | 

Antes de proceder con la multiplicacion, definimos los «elementos positivos# 
y demostramos una propiedad fundamental: 

Definition. P = {a en R: a > 0}. 

Observese que a + /? est^ claramente en P si lo estan a y 
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TEOREMA 

Si a es un numero real, entonces se cumple una y solo una de las condiciones 
siguientes: 

(i) a = 0 , 

(ii) a esta en P, 

(iii) —a esta en P. 

DEM OSTR ACI6N 

Si a contiene cualquier numero racional positivo, entonces a contiene ciertamente 
todos los numeros racionales negativos, de modo que a contiene 0 y a ^ 0 , es 
decir, a esta en P. Si a no contiene ningun numero racional positivo, entonces 
debe cumplirse una de las dos siguientes posibilidades: 

( 1 ) a contiene todos los numeros racionales negativos; entonces a = 0. 

(2) Existe algun numero racional negativo x que no esta en a; puede su- 
ponerse que jc no es el elemento minimo de Q — a (ya que x podria 
ser sustituido por jc/2 > x:); entonces —a contiene el numero racional 
positivo — jc, de modo que, segun acabamos de demostrar, —a esta en P. 

Esto indica que debe cumplirse por lo menos una de las condiciones (i)-(iii). 
Si a = 0, es imposible que se cumpla (ii) o (iii). Ademas, es imposible que a > 0 
y —a > 0 se cumplan ambas, ya que esto implicaria que 0 = a + (—a) > 0 . | 
Recuerdese que se definio a > (5 en el sentido de que a contiene /3, pero es 
distinto de ft. Esta definicion fue adecuada para demostrar la completitud, pero 
ahora tenemos que demostrar que es equivalente a la definicion que se hubiese 
hecho en terminos de P. Asi pues, debemos demostrar que a — ft > 0 es equiva¬ 
lente a a > ft. Esto es claramente una consecuencia del teorema que sigue. 

TEOREMA 

Si a, ft y y son numeros reales y a > ft, entonces a y > ft + 7* 
DEMOSTRACION 

La hipotesis a > ft implica que ft esta contenido en a; se sigue inmediatamente 



Construction de numeros reales 


819 


de la definition de + que /3 -f* y esta contenido en a + 7 - Esto indica que 
a + 7 £ P + 7 - Podemos excluir facilmente la posibilidad de la igualdad, ya 
que si" 

a + 7 = |9 + 7, 

entonces 

a is (a + 7) + (— 7 ) = (/3 + 7) + (—7) * 0, 

lo cual es falsp. Asi pues, a+ 7 >| 8 + 7 -| 

La multiplication presenta dificultades propias. Si a, /3 > 0, entonces a • /? 
puede definirse como sigue. 

Definition. Si a y /? son numeros reales y a, /? > 0, entonces 

a«/3 = {z: z < 0 o z = jc-y para algfin jr de a e y de /? con x, y > 0}. 

TEOREMA 

Si a y fl son numeros reales con a, /3 > 0 , entonces a*/? es un numero real. 
DEMOSTRACI6N 

Como de costumbre, debemos comprobar cuatro condiciones. 

(1) Supongamos w < z, donde z estd en a»/3. Si w < 0, entonces w estd 
automaticamente en a»/3. Supongase que w > 0. Entonces z > 0, de 
modo que z = x-y para algun positive x de a y algun positivo y de /3. 
Ahora bien ; j . f 



A1 ser 0 < w < 0, tenemos w/z < 1, de modo que ( w/z)’X est£ en a. 
Asf pues, w estd en a •/?. 

(2) Evidentemente a-/2=£0. 

(3) Si x no esti en a e y no estd en /3, entonces x > x? para todos los x f 
de a, e y > y' para todos los y' de (3. Por lo tanto, xy > x'y' para 
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todos estos positivos xf e y'. Asf pues, xy no esta en a«/3; por lo 
tanto, a*/? =£ Q. 

(4) Supongase que w estd en a*/3, yw<0. Existe algun x en a con x > 0 
y algun y en /3 con y > 0. Entonces z — xy estd en a*/? y z > w. Su¬ 
pongase ahora w > 0. Entonces w = xy para algun positivo x de a 
y algun positivo y de j3. Ademas, a contiene algun xf > x ; si z = xfy, 
entonces z > xy — w, y z esta en a•/?. Asi pues, a*/3 no tiene ningun 
elemento maximo. | 

Observese que a«/3 esta claramente en P si lo estan ay/?. Esto completa la 
verificacion de todas las propiedades de P. Para completar la definicion de ♦ de- 
finimos primero |a|. 

Definicion. Si a es un numero real, entonces 




a, si a > 0 

—a, si a < 0 . 


Definicion. Si a y [} son numeros reales, entonces 


a • /3 


f 0 ’ 

m • m, 


sia = 0o/3 = 0 

si a > 0, /3 > 0 o a < 0, /3 < 0 

si a > 0, < 0 o a < 0, /3 > 0. 


Como era de suponer, las demostraciones de las propiedades de la multiplica- 
cion suponen por lo general la reduccion al caso de los numeros positivos. 


TEOREMA 


Si a, 0 y 7 son numeros reales, entonces a*(/?*y) = 

DEMOSTRACI6N 

Esto resulta claro si a, /?, y > 0. La demostracion del caso general exige distin- 
guir los distintos casos (y se simplifica ligeramente si se aplica el siguiente 
teorema). I 

TEOREMA 

Si a y /3 son numeros reales, entonces a*/? = /3«a. 
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DEMOSTRACI6N 

Esto esti claro si a, p > 0, y los demas casos se comprueban facilmcnte. | 

Definition. 1 = [x en Q: x<\). 

(Esti claro que 1 es un numero real.) 

TEOREMA 

Si oc es un numero real, entonces a«l = a. 

DEMOSTRACI6N 

Sea a > 0. Es facil ver que todo elemento de a*I es tambidn un elemento de a. 
Por otra parte, supdngase que x esta en a. Si x ^ 0, entonces x estd automdtica- 
mente en a*l. Si x > 0, entonces existe algun numero racional y en a tal que 
x < y. Entonces x = y'{xfy), y xjy esti en 1, de modo que .r esti en a»l. Esto 
demuestra que a*l = a si a > 0. 

Si a < 0, entonces, aplicando el resultado que acabamos de demostrar, se tiene 
a • 1 = — (|a{ • |1|) = “"(lal) ** dt. 

Finalmente, el teorema es evidente cuando a = 0. | 

Definicidn. Si a es un numero real y a > 0, entonces 

a " 1 = {x en Q: x < 0, o x > 0 y 1/x no esti en a, pero 1 /jc no es el elemento 
minimo de Q — a} ; 

si a < 0, entonces aT l = — (M" 1 ). 

TEOREMA 

Si a es un numero real distinto de 0, entonces of" 1 es un ndmero real. 
DEMOSTRACI6N 

Basta evidentemente considerar s<51o a > 0. Deben comprobarse cuatro condi- 
ciones. 
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(1) Supongamos y < x, y que x esta en a" 1 . Si y < 0, entonces y estd 
ena" 1 . Si y > 0, entonces x > 0, de modo que llx no esta en a. Puesto 
que 1 /y > 1 /jc, se sigue que 1 fy no est£ en a, y l/y no es evidentemente 
el elemento mmimo de Q — a, de modo que y est£ en a -1 . 

(2) Claramente a" 1 ^ 0. 

(3) A1 ser a > 0, existe algun numero racional positivo x en a. Entonces 
l/x no esta en a" 1 , de modo que a" 1 =/= Q. 

(4) Supongase que x esta ena" 1 . Si x < 0, existe evidentemente algun y 
en a -1 con y > x, ya que a -1 contiene algunos racionales positivos. 
Si x > 0, entonces l/x no esta en a. Puesto que l/x no es el elemento 
mmimo de Q — a, existe algun numero racional y que no esta en a, 
con y < l/x. Elijase un numero racional z con y < z < l/x. Asi pues, 
a" 1 no contiene ningun elemento maximo. | 

Para demostrar que a" 1 es efectivamente el inverso de a respecto a la multi¬ 
plication, resulta util disponer de otro lema, que es el analogo multiplicative de 
nuestro primer lema. 

LEMA 

Sea a un numero real con a > 0, y z un numero rational con z > 1. Entonces 
existen numeros racionales jc en a, e y no en a, tales que y/x = z. Ademas, po- 
demos suponer que y no es el elemento minirno de Q — a. 

DEMOSTRACION 

Supongase primero que z esta en a. Puesto que z — 1 > 0 y 

Z" = (1 + (Z - 1))" > 1 +!»(*- 1), 

se sigue que los numeros 

z, z 2 , z 3 , . . . 

no pueden estar todos en a. Existe por lo tanto algun k tal que x = z? esta en a, 
e y = no esta en a. Evidentemente y/x <= z. Ademas, si y resulta ser el ele¬ 
mento mmimo de Q — a, sea x' > x un elemento de a, y sustituyase x por x' 
e y por yxf /x. 

Si z no esta en a, existe una demostracion analoga, basada en el hecho de 
que los numeros l/z* no pueden todos dejar de estar en a.| 
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TEOREMA 

Si a es un numero real y a^O, entonces a • a --1 = 1. 

DEMOSTRACI6N 

Basta evidentemente considerar ct > 0, en cuyo caso or 1 > 0. Supongase que x es 
un numero racional positivo de a, y que y es un numero rational positivo de oC~ x . 
Entonces 1/y no esta en ct, de modo que 1 /y > x; en consecuencia xy < 1, lo 
cual significa que xy esta en 1. Puesto que todos los numeros racionales x<0 
estan tambien en 1 , esto demuestra que todo elemento de a * a ” 1 esti en 1 . 

Para demostrar el enunciado reciproco, supongase z en 1. Si z<0, entonces 
evidentemente z esta en a • a” 1 . Supongase 0 < z < 1. Segun el lema, existen nu¬ 
meros racionales positivos x en ct, e y no en a, tales que y/x = 1 /z; y podemos 
suponer que y no es el elemento mi'nimo de Q — a. Pero esto significa que 
z — x*(l/y), donde x esta en a, y l/y est£ en a -1 . En consecuencia, z estd 
en a • of 1 . | 

jPoco nos falta para terminar! Solamente queda la demostracidn de la ley 
distributiva. Una vez mas hemos de consideraif'rrtuchos casos, pero no desespere- 
mos. El caso en que todos los numeros son positivos contiene un punto intere- 
sante, y los demds casos pueden despacharse todos muy elegantemente. 

TEOREMA 

Si ct, fi y 7 son numeros reales, entonces oc*(/3 -4- 7 ) = a«j 8 -f- a *Y* 

DEM OSTRACI6N 

Supongase primero que ct, ft, y > 0. Entonces los dos numeros de la ecuacion 
contienen todos los numeros racionales < 0. Un numero racional positivo de 
a*(/? 4 * 7 ) es de la forma x-(y 4* z) para un x positivo de ct, y en jQ y z en 7 . 
Puesto que x-(y + z) = x y + x*z, donde x-y es im elemento positivo de a */8 
y X’Z es un elemento positivo de ot*y, este numero estd tambien en ot*/3 + oc*y. 
Asi pues, todo elemento de ct»(j3 + y) ®std tambien en a»/3 -f- a* 7 . 

Por otra parte, un numero racional positivo de ot»j3 -f- ct*y es de la forma 
x x -y + x 2 -z para x lt x 2 positivos en m, y en /3 y z en 7 . Si x x <x 2 , entonces 
(x 1 /jc 2 )*y < y, de modo que (xjx 2 )-y esti en /3. Asf pues 
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xi * y + * 2 * z = xt[(xi/x t )y + z] 

esti en a.(/3 + y)* El mismo artificio da, por supuesto, resultado si x 2 <x x . 

Para completar la demostracion es necesario considerar los casos en que a, 
(3 y y no son todos > 0. Si cualquiera de los tres es igual a 0, la demostracion 
es facil y los casos en que a < 0 pueden deducirse inmediatamente una vez que 
se han tenido en cuenta todas las posibilidades para /3 y y. Asi pues, suponemos 
a > 0 y consideramos tres casos: /?, y < 0; /3 < 0, y > 0, y (3 > 0 , y < 0. El 
primero es consecuencia inmediata del caso ya demostrado, y el tercero se sigue 
del segundo intercambiando (3 con y. Nos concentramos por lo tanto en el caso 
(3 < 0, y > 0. Existen entonces dos posibilidades: 

(1) /3 + 7 > 0. Entonces 

a • 7 = a • ([/? + y] + |/3|) = a • (/? + 7 ) + a • | 0 |, 


de modo que 


a * (fi + y) = —(a * l/5|) + a * 7 
= a • /3 + a • 7 . 

(2) /3 + 7 < 0. Entonces 

a • |/S| = a • (|/3 + 7 | + 7 ) = a • j/3 + 7 | + a • 7 , 


asf pues, 

a • 08 + 7) = —(a * I# + 7|) = “O • ||8|) + a*7 = «- /8 + a*7-l 

Con esta demostracion queda terminado el trabajo de este capitulo. Aunque 
largo y muchas veces pesado, este capitulo contiene resultados suficientemente 
importantes para ser lei'do detenidamente por lo menos una vez (jy preferible- 
mente solo una vez!). Ahora es cuando empezamos a estar seguros de no haber 
estado operando en un vacio: existe efectivamente un cuerpo ordenado completo, 
los teoremas de este libro no estan basados sobre suposiciones que no pueden ser 
realizadas nunca. Queda todavi'a una posibilidad interesante y horrenda: puede 
ser que existan varios cuerpos ordenados completos. Si esto es asi, entonces los 
teoremas del calculo infinitesimal son inesperadamente ricos de contenido, pero 
las propiedades PI-PI3 son decepcionantemente incompletas. El ultimo capitulo 
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descarta esta posibilidad; las propiedades PI-PI 3 caracterizan por complete a los 
numeros reales: todo lo que se pueda demostrar acerca de los numeros reales, 
puede demostrarse basandose exclusivamente en estas propiedades. 

PROBLEMAS 

Solamente hay dos problemas en esta serie, pero cada uno de ellos pide una cons¬ 
truction completamente distinta de los numeros reales. El examen detallado de 
otra construction se recomienda solo a los masoquistas, pero vale la pena saber 
las ideas principals en que se basan estas otras construcciones. Los numeros 
reales construidos en este capitulo podrian ser llamados «numeros reales de los 
algebristas#, ya que estan definidos con el intento de asegurar la propiedad de la 
cota superior minima, lo cual supone la ordenacion <, que es una notion alge- 
braica. El sistema de numeros reales construido en el problema que sigue podria 
ser llamado «numeros reales de los analistass, ya que estan pensados para que 
las sucesiones de Cauchy sean siempre convergentes. 

1. Puesto que todo numero real debe ser el limite de alguna sucesion de Cauchy 
de numeros racionales, podriamos intentar definir un numero real como una 
sucesion de Cauchy de numeros racionales. Puesto que dos sucesiones de 
Cauchy pueden converger sin embargo hacia un mismo numero real, este in¬ 
tento requiere algunas modificaciones. 

(a) Definanse como equivalentes dos sucesiones de Cauchy de numeros racio¬ 
nales {u n } y { b n } (y designese por{a n } ~ l^n}) silim ( a n — b n ) — 0. 

n—►« 

Demostrar que 

{~ {<*«}, que | a n } ~ |^„) si | 6 n ) ~ {a n f, y que {a n } ~ {r n ) si 
{^n} ~ {M y {^n} ^ } • 

(b) Supongase que a es el conjunto de todas las sucesiones equivalentes a {a*} 
y (3 es el conjunto de todas las sucesiones equivalentes a {b n }. Demos¬ 
trar que, o bien an= 0, o bien a = /?. (Si anj8^0, entonces existe 
algun {c n } a la vez en a y en /?. Demostrar que en este caso ay/? con- 
sisten ambas precisamente en aquellas sucesiones que son equivalentes 
a {c w }.) 

La parte (b) indica que la coleccion de todas las sucesiones de Cauchy 
puede descomponerse en partes disjuntas, cada una de ellas consistente 
en todas las sucesiones equivalentes a alguna sucesion fija. Cada una de 
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estas colecciones decimos que es un niimero real, y designamos el conjunto 
de todos los niimeros reales por R. 

(c) Si a y (2 son niimeros reales, sea {«„} una sucesion de a, y { b n ) una su¬ 
cesion de (3. Definimos a + (3 como la coleccion de todas las sucesiones 
equivalentes a la sucesion {a n + b n ). Demostrar que { a n 4- b n } es una 
sucesion de Cauchy y demostrar tambien que esta definicion no depende 
de las sucesiones particulares {a n } y {/>„} elegidas para oc y (3. Comprobar 
tambien que la definicion analoga para la multiplicacion esta bien definida. 

(d) Demostrar que R con estas operaciones es un cuerpo; el unico punto 
interesante a comprobar es la existencia de un inverso respecto a la mul¬ 
tiplicacion. 

(e) Definanse los niimeros reales positivos P de modo que R sea un cuerpo 
ordenado. 

(f) Demostrar que toda sucesion de Cauchy de niimeros reales es convergente. 
Recordar que si {a„} es una sucesion de niimeros reales, entonces cada <x n 
mismo es una coleccion de sucesiones de Cauchy de niimeros racionales 

2. Este problema indica la construccion de «los niimeros reales de los estudian- 
tes de bachillerato». Definimos un niimero real como un par (a, { b n }), donde 
a es un entero y {b n } es una sucesion de niimeros naturales de 0 a 9, con 
el supuesto de que la sucesion no es eventualmente 9; intuitivamente, este 

oo 

par representa a + ^ b n 10 -71 . Con esta definicion, un niimero real es un 

n = X 

objeto muy concreto, pero las dificultades que se encuentran para definir la 
suma y la multiplicacion son formidables. (^Como se pueden sumar infinitos 
decimales sin preocuparse"de arrastrar enteros infinitamente lejos?) En lo que 
sigue indicamos un metodo razonable; el artificio consiste en utilizar desde 
el principio las cotas superiores minimas. 

(a) Defmase (a, {£>„}) < (c, {r/„))si fl<c,osi<i=cy para algiin n tene- 
mos b H < d n pero b, — dj para !</<«. Utilizando esta definicion, de¬ 
mostrar la propiedad de la cota superior minima. 

k 

(b) Dado a = («, {6 n }), defmase a* = a + ^ b n \ 0 -n ; intuitivamente, a k 

n — 1 

es el niimero racional obtenido cambiando por cero todas las cifras deci¬ 
males posteriores a la A'-esima. Reciprocamente, dado un niimero racio- 

k 

nal r de la forma a + X MO- ' n , sea r’ el niimero real (a, {&,/}), donde 

n = l 
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bn = bn para 1 <n <k y b n ' = 0 para n> k. Para a = ( a, { b n }) y 
p = (c, {d n }) defmase ahora 

a + p — sup {(a k + Pk )': k un numero natural} 

[la cota superior nunima existe segun la parte (a)]. Si se define de manera 
analoga la multiplicaci6n, entonces la verificacion de todas las condicio- 
nes para un cuerpo es una tarea rutinaria no muy recomendada. Sin em¬ 
bargo, una vez mas, la parte mas dificil serd demostrar la existencia del 
inverso respecto a la multiplicacidn. 



CAPfTULO 

29 

UNICIDAD DE LOS NtJMEROS REALES 


Volveremos ahora a la notacidn usual para los numeros reales, reservando los 
simbolos en negrita para otros cuerpos que puedan surgir. Ademas, vamos a con- 
siderar a los numeros enteros y a los racionales como clases especiales de niimeros 
reales, y prescindiremos de la manera particular utilizada para definir los nume¬ 
ros reales. En este eapitulo nos interesa solo una cuestion: ^Existen cuerpos 
ordenados completes distintos de R? Tomada literalmente, la contestation a esta 
pregunta es «si». Por ejemplo, el cuerpo F 3 introducido en el eapitulo 25 es un 
cuerpo ordenado complete, y ciertamente no es R. Este cuerpo es un ejemplo 
«ingenuo», puesto que el par {a, a) puede considerarse como solamente un nom¬ 
bre distinto para el numero real a ; las operaciones 

(a, a) + (b, b) = (a + b, a + b), 

{a, a) • ( b , b) = (a • b, a - b)> 

son consistentes con este cambio de nombre. Este tipo de ejemplo hace ver que 
cualquier consideracidn inteligente de la cuestion exige algun medio matemdtico 
de estudiar tales procesos de cambio de nombre. 

Si los elementos de un cuerpo F han de utilizarse para dar un nuevo nombre 
a los elementos de R, entonces para cada a de R deberfa corresponder un anom- 
bre» /(a) de F. La notacidn f{a) sugiere que se puede formular el cambio de 
nombre en terminos de funciones. Para hacer esto vamos a necesitar un concepto 
de funcidn mucho mas general que cualquiera de los que se han presentado hasta 
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ahora; necesitaremos efectivamente el concepto mas general de «funcion» utilizado 
en matematicas. Una funcion, en este sentido general, es sencillamente una regia 
que asigna a algunos objetos, otros objetos. Hablando formalmente, una funcion 
es una coleccion de pares ordenados (de objetos de cualquier tipo) que no con- 
tiene dos pares distintos con el mismo primer elemento. El dominio de una fun¬ 
cion / es el conjunto A de todos los objetos a tales que {a, b) esta en f para al¬ 
gun b ; este b (unico) se designa por f(a). Si f(a ) esta en el conjunto B para todo 

a de A, entonces / recibe el nombre de funcion de A en B. Por ejemplo, 

si f(x ) = sen x para todo x de R (y / esta definida solamente para jc de R), 
entonces / es una funcion de R en R; es tambien una funcion de R en 

[-1. l]; 

si fiz ) — sen z para todo z de C, entonces / es una funcion de C en C; 

si f(z) = e z para todo z de C, entonces / es una funcion de C en C; es 

tambien una funcion de C en {z en C; z.^0); 

0 es una funcion de (z en C: z^O} en (x en R: 0 <x < 2rr} ; 

si f es la coleccion de todos los pares (a, ( a, a)) para a en R, entonces / es 

una funcion de R en F 3 . 

Supongase que F l y F 2 son dos cuerpos; designaremos las operaciones en 
por 0, O, etc., y las operaciones en F 2 por +, •, etc. Si F 2 ha de ser considerado 
como una coleccion de nombres nuevos para los elementos de F x , entonces deberfa 
existir una funcion de F x en F 2 con las siguientes propiedades: 

(1) La funcion / debe ser uno-uno, es decir, si x^y, entonces deberfamos 
tener f{x) =£ f(y ); esto significa que no existen dos elementos de F y que 
tengan el mismo nombre. 

(2) La funcion / debe ser «sobre», es decir, para todo elemento z de F 2 
debe haber algun x en F x tal que z = fix ); esto significa que todo ele¬ 
mento de F, es utilizado para nombrar algun elemento de F x . 

(3) Para todo x e y de F x debemos tener 

f(x ®y)= f(x) + /O'), 
fix Qy) = f(x) • fiy ); 

esto significa que el proceso de cambio de nombre es consistente con 
las operaciones del cuerpo. 
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Si consideramos F t y F 2 como cuerpos ordenados, hemos de afiadir una con¬ 
dition m£s: 

(4) Si jt ©y, entonces f(x) < f(y). 

Una funcion con estas propiedades recibe el nombre de isomorfismo de F 1 
en F 2 . La definition es tan importante que la volvemos a enunciar formalmente. 

DEFINICI6N 


Si F x y F 3 son dos cuerpos, un isomorfismo de F x a F a es una funcion / de F x 
en F 2 con las propiedades siguientes: 

(1) Si x =£ y entonces /(*) =/= f(y). 

(2) Si z estd en F 2 , entonces z = f(x) para algun * de F v 

(3) Si x e y estdn en F,, entonces 

/(* ©y) = f(x) +/(y), 
f(x O y) = f{x) - 

Si F x y F 3 son cuerpos ordenados exigimos tambien: i/ 

(4) Si x g) y, entonces f(x) < fiy). ■ 1 _ 

Los cuerpos F l y F 2 se dice que son isomorfos si existe un isomorfismo entre 
ellos. Los cuerpos isomorfos pueden considerarse como esencialmente id^nticos: 
cualquier propiedad importante de uno de ellos se cumplira automdticamente para 
el otro. Podemos, ppr lo tanto, y debemos, reformular la pregunta puesta al prin- 
cipio de este capitulo; si F es un cuerpo ordenado completo resulta ingenuo es- 
perar que F sea igual a R; nos interesa mds bien saber si F es isomorfo a R. En 
el teorema siguiente, F sera un cuerpo, con las operaciones + y *, y con «ele- 
mentos positivos# P ; escribimos a < b para significar que b — a esti en P, y asf 
sucesivamente. 

TEOREMA 

Si F es un cuerpo ordenado completo, entonces F es isomorfo a R. 
DEMOSTRACI6N 

Puesto que dos cuerpos son, por definicidn, isomorfos, si existe un isomorfismo 
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entre ellos, debemos construir una funcion f de R en F que constituya efectiva- 
mente un isomorfismo. Empezamos definiendo f para los enteros como sigue: 

m = o, 

/(«) = 1 + • • • + 1 para n > 0, 

n yecos 

f(n) = —(1 + • • • + 1) paran < 0. 

|n| veoes 

Es facil comprobar que 

f(m + n) = f(m) + /(«), 
f(m • n) = f(m) • /(h), 

para todos los enteros m y n, y resulta conveniente designar f{ri) por n. Defini- 
mos despues / para los numeros racionales por 

f(m/n) = m/n = m • n~ l 

(observese que 1 + ••• + 1 ^ 0 si n > 0, ya que F es un cuerpo ordenado). Esta 
definition tiene sentido, ya que si min = kjl, entonces ml = nk, de modo que 
m • l = k • 7i, asf que m • n~ l — h • Z —1 . Es facil comprobar que 

f(ri + r 2 ) = f{r x ) + /(r 2 ), 

/(ri • r 2 ) = f(n) • /(r 2 ), 

para todos los numeros racionales r x y r 2 , y que /(r,) < /(r 2 ) si < r 2 . 

La definicion de /U) para un x arbitrario esta basada en la idea, ahora ya 
familiar, de que cualquier numero real esta determinado por los numeros racio¬ 
nales menores que el. Para cualquier x de R, sea A, el subconjunto de F que 
consiste en todos los f(r), para todos los numeros racionales r < x. El conjunto A x 
no es ciertamente vacfo y es acotado superiormente, ya que si r 0 es un numero 
rational con r 0 > entonces f(r l} ) > /(r) para todos los /(r) de A x . A1 ser F un 
cuerpo ordenado completo, el conjunto A x tiene una cota superior minima; defi- 
nimos f(x) como sup A x . 

Tenemos ahora fix) definido de dos maneras distintas, primero para x ratio¬ 
nal, y despues para x cualquiera. Antes de pasar adelante, es preciso demostrar 
que estas dos definiciones concuerdan cuando x es racional. Dicho de otro modo, 
si x es un numero racional, tenemos que demostrar que 
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sup A a = f{x), 

donde fix) denota aqui mfn, para x — min. Esto no es automdtico, sino que se 
basa en la completitud dc F ; hace falta, pues, una ligera digresion. 

Por ser F completo, los elementos 

1 + * ' * + 1 para numeros naturales n 


forman un conjunto que no es acotado superiormente; la demostracion es exac- 
tamente la misma que la demostracion para R (teorema 8-2). Las consecuencias 
de este hecho para R tienen sus analogas exactas en F: en particular, si a y b son 
elementos de F con a < b, entonces existe un numero racional r tal que 

a < /O') < b. 


Una vez hecha esta observacion, volvemos a la demostracion de que las dos defi- 
niciones de fix) concuerdan cuando x es racional. Si y es un numero racional con 
y<x, entonces hemos visto ya que fiy) < fix). De este modo todo elemento de A x 
es < fix). En consecuencia, 

sup A x <f(x). 

Supdngase, por otra parte, que tuvieramos 

sup A x < fix). 

Existiria entonces un numero racional r tal que 

sup A x <fir) <fix). 

Pero la condicidn fir) < fix) significa que r < x, lo cual significa que fir) estd en 
el conjunto A x ; esto contradice claramente la condicion sup A x < fir). Esta con- 
tradiccidn demuestra que la suposicion original es falsa, de modo que 

sup A x = fix). 


Tenemos asi cierta funcion bien definida / de R en F. Para demostrar que / 
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es un isomorfismo debemos verificar las condiciones (l)-(4) de la definition. Em- 
pezaremos con (4). 

Si x e y son numeros reales con * < y, entonces claramente A x esta contenido 
en A v . Asf pues, 


fix) = sup A x < sup A y = f{y). 

Para excluir la posibilidad de la igualdad, observese que existen numeros ratio¬ 
nales r y s con 


x < r < s < y. 

Sabemos que fir) < f(s). Se sigue que 

/(*) </(r) <f(t) <f(y). 


Esto demuestra (4). 

La condition (1) se sigue inmediatamente de (4): Si xy^y, entonces o bien 
x < y, o y < x. En el primer caso, /( x) < fiy), y en el segundo caso f(y) < f(x); 
en cualquiera de los dos casos f(x)=£f(y). 

Para demostrar (2), sea a un elemento defy sea B el conjunto de todos los 
numeros rationales r con f(r) < a. El conjunto B no es vacfo, y es tambien aco- 
tado superiormente, ya que existe un numero racional s con f(s) > a, de modo 
que f{s) > f(r) para r en B. lo cual implica que s > r. Sea x la cota superior mi¬ 
nima de B ; decimos que fix) = a. Para demostrar esto basta eliminar las alter- 
nativas 


fix) < a, 
a < fix). 

En el primer caso tendria que existir un numero racional r con 

fix) < fir) < a. 

Pero esto significa que x < r y que r esta en B, lo cual contradice el hecho de 
que x = sup B. En el segundo caso tendria que existir un numero racional r con 


a < fir) < fix). 
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Esto implies que r < x. Puesto que x = sup B, esto signifies que r < s psrs si* 
gun s de B. Por lo tanto. 


fir) < f(s) < a, 

lo cusl es otrs vez uns contradiccion. Asf pues, fix) = a, con lo cusl queds de- 
mostrado (2). 

Pars comprobar (3), sesn x e y numeros reales y supdngase que f(x + y)^L 
= 7 *^ fix) + f(y)- Entonces, o bien 

fix + y) < fix) + f(y) o f(x) + f{y) < f(x -f y). 

En el primer caso existiria un numero rscional r tal que 

f(* + y) </« </W +/(>)• 

Pero esto significarfs que 

x + y < r. 

Por lo tsnto r podrfa escribirse como sums de dos numeros racionsles 

r = ri -f r 2 , donde x < n y y < r 2 . 

Entonces, utilizando los hechos comprobados acerca de f para los numeros ratio¬ 
nales, se seguirfa que 

f(.r) = f(n + n) = f(n) +f(n) > fix) +fiy), 

lo cual es una contrsdiccion. El otro caso se trata de manera andloga. 

Finalmente, si x e y son niimeros reales positivos, el mismo tipo de razona* 
miento demuestra que 


fix ’ y) = fix) • fiy ); 

el caso general es entonces una consecuencia sencilla. | 

Este teorema concluye nuestra investigacion de los numeros reales, y resuelve 
cualquier duds acerca de ellos: Existe un cuerpo ordenado completo y, salvo iso- 
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morfismo, solamente un cuerpo ordenado completo. Constituye una parte impor- 
tante de una formacion matematica seguir en detalle una construccion de los nu- 
meros reales, pero no es necesario referirse siempre de nuevo a esta construccion 
particular. Es absolutamente irrelevante que un numero real sea una coleccion de 
numeros racionales y este hecho no debe formar parte nunca de la demostracion 
de ningun teorema importante acerca de numeros reales. Las demostraciones ra- 
zonables deben utilizar solamente el hecho de que los numeros reales constituyen 
un cuerpo ordenado completo, ya que esta propiedad de los numeros reales los ca- 
racteriza salvo isomorfismo, y cualquier propiedad importante de los numeros rea¬ 
les se cumplira para todos los cuerpos isomorfos. Para ser sincero, debo admitir 
que esta ultima afirmacion no es mas que un prejuicio del autor, pero es un pre- 
juicio compartido por casi todos los matematicos. 

PROBLEMAS 

1. Sea / un isomorfismo de F x a F 2 . 

(a) Demostrar que /(0) = 0 y /(1) = 1. (Aqui el 0 y el 1 de la izquierda de- 
signan elementos de F x , mientras que el 0 y el 1 de la derecha designan 
elementos de F 2 .) 

(b) Demostrar que /(-—a) = —/(a) y /(a -1 ) = /(a) -1 , para a ^ 0. 

2. Hay aquf una oportunidad para que el lector se convenza de que cualquier 
propiedad importante de un cuerpo es compartida por cualquier cuerpo iso- 
morfo a el. Lo importante de este problema consiste en escribir demostra¬ 
ciones muy formales hasta que se este seguro de que todos los enunciados de 
este tipo son evidentes. F x y F 2 seran dos cuerpos isomorfos; para mayor 
sencillez designaremos las operaciones en ambos por + y •. Demostrar que: 

(a) Si la ecuacion x 2 + 1 = 0 tiene una solucion en F 1 , entonces tiene una 
solucion en F 2 . 

(b) Si toda ecuacion polinomica x n + ... + a o = ® con a o . 

a n _ 1 en F x tiene una raiz en F x , entonces toda ecuacion polinomica 
x n + b ri ^ 1 *x m ~ 1 + ... + b 0 = 0 con b 0 , .... b n _j en F 2 tiene una raiz en F 2 . 

(c) Si 1 -f- ... -f- 1 (sumado m veces) = 0 en F x , entonces se cumple lo mis- 
mo en F 2 . 

(d) Si F x y F 2 son cuerpos ordenados (y el isomorfismo / satisface f(x) < f(y) 
para x < y) y F x es completo, entonces F 2 es completo. 

3. Sea / un isomorfismo de F x a F 2 y g un isomorfismo de F 2 a F 3 . Definase la 
funcion g ° / de F x en F 3 poniendo (g ° /) (x) = g(j{x)). Demostrar que g ° f 
es un isomorfismo. 
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4. Supongase que F es un cuerpo ordenado completo, de modo que existe un iso- 
morfismo / de R a F. Demostrar que en realidad existe solamente un isomor- 
fismo de R a F. Indication: En el caso F — R, esto es el problema 3-17. Si 
f y g son ahora dos isomorfismos de R en F considerese g -1 0 /. 

5. Hallar un isomorfismo de C a C distinto de la funcion identidad. 



LECTURAS 

ACONSEJADAS 

Todo hornhre deberla leer 
solo aquello a que le l lev a su inclination, 
ya que lo que lee como obligation 
de poco le aprovechard. 


SAMUEL JOHNSON 
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Uno de los objetivos de esta resena bibliografica es orientar al lector hacia 
otras fuentes, pero la funcion mas importante que puede Uenar es la de llamar la 
atencion acerca de la enorme variedad de literatura matematica existente. En con- 
secuencia, hemos intentado que esta resena ofrezca diversidad, pero sin preten- 
siones de que sea completa. Esto hubiese sido de todos modos imposible, dada 
la pletora actual de libros de matematicas, y puesto que lo que pretendemos es 
recomendar la lectura independiente, cuanto mas clasico sea un libro menor 
sera la probabilidad de que aparezca aquf. En algunos casos podra parecer que 
esta politica se ha llevado hasta el extremo, puesto que un estudiante que termine 
un primer curso de calculo infinitesimal solo estara en condiciones de leer algunos 
de los libros de la lista despues de pasados unos anos. No obstante, hay muchas 
selecciones que pueden ser leidas ahora y no creo que pueda ser perjudicial el 
tener una idea de lo que queda por delante. 

Uno de los teoremas mas elementales no demostrados en este libro es el hecho 
de que todo numero natural tiene una expresion unica como producto de numeros 
primos. Se encontrara una demostracion de este teorema fundamental en las pri- 
meras paginas de casi todos los libros de teoria elemental de numeros. Pocos libros 
se han hecho tan populares como 

[1] An Introduction to the Theory of Numbers (tercera edition), por G. H. 
Hardy y E. M. Wright ; Clarendon Press, Oxford, 1960. 

La Pergamon Press publica una serie, Popular Lectures in Mathematics, con va- 
rios titulos preciosos, entre ellos 

[2] A Selection of Problems in the Theory of Numbers, por W. Sierpinski; 
Macmillan (Pergamon), Nueva York, 1964. 

Mencionare finalmente un opusculo que supongo estara todavia en venta: 

[3] Three Pearls of Number Theory, por A. Khinchin; Graylock Press, 
Rochester, N.Y., 1952. 

El tema de los numeros irracionales toca los campos de la teoria de numeros 
y del analisis. Se encontrara una excelente introduction en 

[4] Irrational Numbers, por I. M. Niven; Wiley, Nueva York, 1956. 

Junto con muchas notas historicas, contiene referencias a algunos articulos bas- 
tante elementales de revistas. Contiene tambien una demostracion de que n es 
trascendente (vease tambien [53]) y, finalmente, una demostracion del «teorema 
de Gelfond-Schneider»: Si a y b son algebraicos, con a^Oo 1, y 6 es irracional, 
entonces a h es trascendente. 

Todos los libros enumerados hasta aquf empiezan con los numeros naturales, 
pero siempre que sea necesario dan por conocidos los numeros irracionales y, 
por supuesto, los enteros y los racionales. Varios libros recientes presentan una 
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construccion de los numeros racionales a partir de los numeros naturales, pero es 
diffcil que exista un tratamiento mas lucido que el que se encuentra en 

[5] Foundations of Analysis, por E. Landau; Chelsea, Nueva York, 1951. 
Incidentalmente, la edicion alemana original 

[6] Grundlagen der Analysis (cuarta edicion), por E. Landau; Chelsea, Nue¬ 
va York, 1965. 

esta ahora a la venta en rustica, junto con un diccionario completo aleman-ingles 
(de unas 300 palabras) para todo el libro, lo cual es un medio excelente para 
empezar a leer el aleman matematico. La idea fundamental para la construccion 
de los numeros reales procede de Dedekind, cuyas contribuciones pueden encon- 
trarse en 

[7] Essays on the Theory of Numbers, por R. Dedekind; Dover, Nueva York, 
1963. 

Mientras muchos matematicos se contentan con aceptar los numeros naturales 
como punto de partida natural, los numeros pueden definirse en terminos de con- 
juntos, lo cual constituye el punto de partida mas fundamental de todos. Se 
puede encontrar una exposition deliciosa de teoria de conjuntos en un pequeno 
libro titulado 

[8] Naive Set Theory, por P. R. Halmos; Van Nostrand, Princeton, N.J., 
1961. 

Otra introduccion muy buena es 

[9] Theory of Sets, por E. Kamke; Dover, Nueva York, 1950. 

Quiza sea necesario asegurar a algunas «vi'ctimas» de la nueva matematica que 
la teoria de conjuntos tiene efectivamente algun contenido matematico (de hecho, 
algunos teoremas muy profundos). Haciendo uso de estos resultados profundos, 
Kamke demuestra que existe una funcion discontinua f tal que f(x+y) = f(x)+f(y) 
para todo x e y. Para los que tienen gusto en leer los clasicos, los conceptos mas 
importantes de la teoria de conjuntos fueron introducidos primeramente por Can¬ 
tor, cuya obra se reproduce en 

[10] Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers, por 
G. Cantor; Dover, Nueva York, 1952. 

Las desigualdades, que fueron tratadas como materia elemental en los capi- 
tulos 1 y 2, forman en realidad un campo especializado. Una buena introduccion 
elemental es ofrecida por 

[11] Analytic Inequalities, por N. Kazarinoff; Holt, Rinehart y Winston, 
Nueva York, 1961. 

Doce demostraciones diferentes de que la media geometrica es menor o igual 
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que la media aritmetica, cada una de ellas basada en un principio distinto, pue- 
den encontrarse al principio del libro mas avanzado 

[12] Inequalities, por E. Beckenbach y R. Bellman; Springer, Nueva York, 
1961. 

La obra clasica sobre desigualdades es 

[13] Inequalities (segunda edicion), por G. H. Hardy, J. E. Littlewood y 
G. Polya; Cambridge University Press, Nueva York, 1952. 

Cada uno de los autores de esta colaboracion ha suministrado su contribucion 
propia a la escasa literatura sobre la naturaleza del pensamiento matematico, es- 
crita desde el punto de vista de un matematico. Mi preferido es 

[14] A Mathematician’s Apology, por G. H. Hardy; Cambridge University 
Press, Nueva York, 1940. 

Las selecciones de tipo anecdotico de Littlewood llevan el titulo 

[15] A Mathematicians Miscellany, por J. E. Littlewood; Mathuen, 1953. 

La contribucion de Polya es la pedagogia al mas alto nivel: 

[16] Mathematics and Plausible Reasoning, por G. Polya (Vol. I : Induction 
and Analogy in Mathematics ; Vol. II: Patterns of Plausible Inference ); 
University Press, Princeton, N.J., 1954. 

La geometria es el otro campo principal que puede considerarse como tasico 
para el calculo infinitesimal. Los Elementos de Euclides constituye todavia una 
obra maestra en las matem&ticas, pero su lectura quiza deberia ser pospuesta 
hasta tener cierta preparation. Probablemente la mejor obra modema sobre «geo¬ 
metria clasica» es 

[17] Elementary Geometry from an Advanced Standpoint, por E. Moise; 
Addison-Wesley, Reading, Mass., 1963. 

Este hermoso libro ofrece excelentes perspectivas historicas y contiene un estudio 
completo del papel del «axioma arquimediano® en Geometria; ademas, el capi- 
tulo 28 describe un cuerpo ordenado en el cual no se cumple el axioma de Ar- 
quimedes. Puestos a hablar de libros buenos de geometria, pueden encontrarse 
cosas fascinantes de todo tipo en 

[18] Introduction to Geometry, por H. S. Coxeter; Wiley, Nueva York, 1961. 
En casi todos los tratados de geometria se menciona por lo menos la convexi- 

dad, la cual constituye otro tema especializado. No puedo imaginar mejor intro¬ 
duction a la convexidad o mejor experiencia matematica en general, que la lec¬ 
tura y estudio de 

[19] Convex Figures, por I. M. Yaglom y W. G. Boltyanskii; Holt, Rinehart 
y Wiston, Nueva York, 1961. 

Este libro contiene una sucesion cuidadosamente ordenada de definiciones y enun- 
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dados de teoremas, cuyas demostraciones debe dar el lector (al final del libro se 
encuentran algunas demostraciones hechas). Otro libro de geometria modelado 
segun el mismo principio es: 

[20] Combinatorial Geometry in the Plane, por H. Hadwiger y H. Debrunner; 
Holt, Rinehart y Winston, NuevaYork, 1964. 

Junto con estos dos libros fuera de serie, podria mencionar un pequeno libro va- 
lioso en extremo, tambien de especializacion, 

[21] Counterexamples in Analysis, por B. Gelbaum y J. Olmsted; Holden- 
Day, San Francisco, 1964. 

Muchos de los ejemplos de este libro proceden de temas mas avanzados de ana- 
lisis, pero bastantes de ellos pueden ser apreciados por todo el que tenga conoci- 
mientos de calculo infinitesimal. 

uuuio a libros de calculo infinitesimal solamente voy a mencionar dos, 
cada uno de los cuales tiene algo de clasico. 

[22] A Course of Pure Mathematics (decima edicion), por G. H. Hardy; Cam¬ 
bridge University Press, Nueva York, 1952. 

[23] Differential and Integral Calculus, por R. Courant; Vol. I, segunda edi¬ 
cion, 1937; Vol. II, primera edicion, Wiley (Interscience), Nueva York, 
1936. 

Courant es particularmente fuerte en las aplicaciones. Ademas, las ultimas partes 
del volumen I contienen material propio, por lo general, del calculo infinitesimal 
avanzado, incluyendo ecuaciones diferenciales y series de Fourier. Una introduc¬ 
cion a las series de Fourier (que requiere algo de calculo infinitesimal avanzado) 
se encontrara tambien en 

[24] Introduccion a las series e integrates de Fourier, por R. Seeley; Edit. Re- 
verte, S. A., Barcelona, 1970. 

El segundo volumen de Courant (calculo infinitesimal avanzado en serio) contiene 
materias adicionales acerca de ecuaciones diferenciales, asi como una introduccion 
al calculo de variaciones. No voy a mencionar ningun libro dedicado exclusiva- 
mente al calculo de variaciones, ya que estos son (por necesidad) muy dificiles. 
Se han escrito innumerables libros sobre ecuaciones diferenciales, pero ninguno 
de los elementales parece despertar mucho entusiasmo. Existe, sin embargo, un 
libro algo mas avanzado que despierta general admiration: 

[25] Lectures on Ordinary Differential Equations, por W. Hurewicz ; M.I.T. 
Press, Cambridge, Mass., 1958. 

Pasare por alto los libros mas o menos clasicos de calculo infinitesimal avan¬ 
zado (que el lector mismo podra encontrar facilmente), ya que hoy dia existe 
una tendencia a revisar en su totalidad la presentation del calculo infinitesimal 
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avanzado, basandolo sobre el algebra lineal. Uno de los primeros, y todavia uno 
de los mejores, tratados de calculo infinitesimal avanzado que utilizan algebra 
lineal es 

[26] Calculus of Vector Functions, por R. H. Crowell y R. E. Williamson; 
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1962. 

Varios libros recientes sobre calculo infinitesimal avanzado llevan el intento de 
dar a conocer a los estudiantes no graduados partes muy extensas de la mate- 
matica modema. Mi preferido es, como es natural, 

[27] Cdlculos en variedades, por M. Spivak;Edit.Reverte,S. A., Barcelona,1970. 
Existen otros tres temas que estan algo fuera de lugar en esta bibliograffa, 

puesto que se estan convirtiendo rapidamente en parte normal de un curso uni- 
versitario. El estudio eficiente de los cuerpos y de los sistemas relacionados con 
ellos constituye el dominio del «algebra». El primer texto de algebra modema 
para universitarios fue 

[28] A Survey of Modern Algebra (tercera edicion), por G. Birkhoff y S. Mac- 
Lane; Macmillan, Nueva York, 1941. 

Uno de los mds fuertes competidores es ahora 

[29] Topics in Algebra, por I. N. Herstein; Ginn (Blaisdell), Boston, Mass., 
1963. 

El libro de Herstein pretende constituir un termino medio en cuanto a dificultad 
entre A survey of Modern Algebra y uno de los grandes clasicos: 

[30] Modern Algebra, por B. L. van der Waerden;Ungar, Nueva York, 1953. 
Dicho sea de paso, este libro contiene una demostracion de la descomposicion en 
fracciones simples de una funcion racional. 

Uno de los textos clasicos de analisis complejo es 

[31] Complex Analysis (segunda edicion), por L. V. Ahlfors; McGraw-Hill, 
Nueva York, 1966. 

Personalmente estoy esperando con ilusion que aparezca 

[32] Lectures on the Theory of Functions of a Complex Variable, por G. W. 
Mackey; Van Nostrand, Princeton, N.J., 1967. 

Finalmente, el estudio de la topologia, aunque nunca mencionado aquf, ha 
estado verdaderamente en el fondo de muchas discusiones, ya que constituye la 
generalization natural de los conceptos acerca de Hmites y continuidad que de- 
sempenan un papel tan destacado en la parte II de este libro. Existen ahora mu- 
chos libros elementales de topologia, pero no me animo a leerlos y a valorarlos 
a todos, de modo que me limitare a llamar la atencion sobre el hecho de que 
existen y a advertir que algunos de ellos no son muy buenos. 

Los proximos temas, que van de los elementales a los muy dificiles, se inclu- 
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yen en esta bibliografia por haber sido aludidos en el texto. La demostracion de 
que una funcion no decreciente es derivable en casi todos los puntos (y una ex¬ 
plication precisa de lo que esto significa) se expone elegantemente en 

[33] Functional Analysis, por F. Riesz y B. Sz.-Nagy; Ungar, New York, 
1955. 

(Despues de este comienzo elemental, el libro pasa a un material muy avanzado.) 
La funcion gamma tiene un opusculo muy bien presentado, dedicado por com- 
pleto a sus propiedades, demostradas la mayor parte de ellas utilizando el teorema 
de Bohr y Mollerup que ha sido mencionado en el problema 18-52: 

[34] The Gamma Function, por E. Artin; Holt, Rinehart and Winston, New 
York, 1964. 

La funcion gamma no es sino una de las varias importantes integrales impropias 

de las matemdticas. En particular, el calculo de j e~ x ' dx (vease problema 18-54) 

es importante en la teoria de la probabilidad, donde la «funcion de distribution 
normal® 


<£(*) = —L= f e iv * dy 

v 2tt J - * 

desempena un papel fundamental. El siguiente libro se ha convertido ya en algo 
cldsico: 

[35] An Introduction to Probability Theory and Its Applications (segunda edi¬ 
tion), por W. Feller; Wiley, New York, 1957. 

La imposibilidad de integrar ciertas funciones en terminos elementales (entre eilas 
f(x) = e~ x ‘) constituye uno de los temas mas esotericos de las matematicas. Un 
interesante estudio de las posibilidades de integracidn en terminos elementales, 
junto con un esquema de las demostraciones de imposibilidad, con referencia a los 
trabajos originales de Liouville, se encontrara en 

[36] The Integration of Functions of a Single Variable (segunda edition), por 
G. H. Hardy; Cambridge University Press, New York, 1958. 

Una presentation completa de las demostraciones de imposibilidad se encon- 
trard en 

[37] Integration in Finite Terms, por J. Ritt; Columbia University Press, New 
York, 1948. 

Por extrano que parezca, un problema relacionado, pero al parecer mas dificil, 
tiene una solution mucho mas clara. Existen ecuaciones diferenciales sencillas (un 
ejemplo particular es y" + xy = 0) cuyas soluciones no pueden expresarse ni 
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siquiera en terminos de integrates indefinidas de funciones elementales. Este hecho 
se demuestra en la pagina 43 del libro (de 60 paginas) 

[38] An Introduction to Differential Algebra, por I. Kaplansky; Hermann, 
Paris, 1957. 

Sin embargo, para leer este libro hacen falta bastantes conocimientos de algebra. 
(Muy recientemente se han obtenido exposiciones igualmente algebraicas y nitidas 
de los teoremas de Liouville, y es de esperar que se publiquen pronto.) Unas pocas 
palabras deben decirse tambien en defensa del proceso de integracion en terminos 
elementales, el cual muchos matematicos consideran como un arte (contrapo- 
niendolo a la derivacion que es simplemente destreza en el oficio). Probablemente 
el lector se habra ya dado cuenta de que el proceso de integracion puede facili- 
tarse mediante tablas de integrates indefinidas. Para los que disfrutan con el ma- 
nejo de tablas existe una coleccion verdaderamente buena, que incluye integrates 
indefinidas, integrates impropias defi'nidas, y muchas cosas mas (si el lector ne- 
cesita alguna vez saber el valor del trigesimo cuarto numero de Bernoulli, es ahi 
donde tiene que buscarlo): 

[39] Tables of Integrals, Series, and Products, por I. S. Gradschteyn e I. W. 
Ryzhik; Academic Press, Nueva York, 1965. 

Para los ahorrativos, existe una tabla de integrates en rustica: 

[40] Tables of Indefinite Integrals, por G. Petit Bois; Dover, Nueva York, 1961. 
Las referencias restantes son de un tipo algo distinto. Gaen dentro de tres ca- 

tegorias, de las cuales la primera es historica. La carta de H. A. Schwartz, a la 
que nos hemos referido en el problema 11-65, se encontrara en 

[41] Ways of Thought of Great Mathematicians, por H. Meschkowski; Hol- 
den-Day, San Francisco, 1964. 

Algunas notas historicas, y un intento de incorporarlas a la ensenanza del calculo 
infinitesimal, se encontraran en 

[42] The Calculus: A Genetic Approach, por O. Toeplitz; University of Chica¬ 
go Press, Chicago, Ill., 1963. 

La mayor parte de los libros de texto sobre historia de las matematicas son a la 
vez superficiales y oscuros. Una exception admirable la constituye 

[43] An Introduction to the History of Mathematics, por H. Eves; Holt, 
Rinehart y Winston, Nueva York, 1964. 

Tres obras escolares buenas son 

[44] History of Analytic Geometry, por C. Boyer; Academic Press,Nueva York, 
1965. 

[45] A History of the Calculus, and Its Conceptual Development, por C. Bo¬ 
yer ; Dover, Nueva York, 1959. 
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[46] The Mathematics of Great Amateurs, por J. Coolidge;Dover,NuevaYork, 
1963. 

Un libro reciente presenta consideraciones filosoficas acerca de la historia de las 
matematicas, escrito por un autor cuya excepcional erudition es tanto mas im- 
presionante cuanto que se trata de un matematico de primera linea: 

[47] The Role of Mathematics in the Rise of Science, por S. Bochner; Prince¬ 
ton University Press, Princeton, N.J., 1966. 

Finalmente, se encontraran extractos de fuentes originales en 

[48] A Source Book in Mathematics (2 vols.), por D. Smith; Dover, Nueva 
York, 1959. 

El elevado numero de libros enumerados aqui puede facilmente dar una impresion 
demasiado optimista acerca de la disponibilidad de information historica. Si bien 
los primeros origenes de las matematicas estan siendo objeto del mas cuidadoso 
estudio, no parece que nadie se haya ocupado mucho acerca de los origenes del 
calculo infinitesimal. Por ejemplo, es casi imposible averiguar quien fue el primero 
en demostrar el teorema del valor medio (segun la Encyklopadie der Mathe- 
matischen Wissenschaften, volumen II, fue O. Bonnet, cuyo nombre es conocido 
por los estudiantes de geometria diferencial por el «teorema de Gauss-Bonnet»). 
Analogamente, casi todos los libros de historia nos dicen que Wallis demostro la 
formula de Wallis mediante un «complicado metodo de interpolations, pero casi 
nadie se preocupa de mencionar como era este metodo, no obstante haber sido el 
que inspiro las investigaciones de Euler acerca de la funcion gamma (se da una 
description en el libro de soluciones, junto con la solution al problema 18-53). 

La segunda categorfa de este grupo final de libros podria describirse como 
«divulgaciones». A pesar de los editoriales de The New York Times, existe un 
numero sorprendentemente grande de ellas, hechas por matematicos de prime¬ 
ra linea: 

[49] What is Mathematics? (cuarta edicion), por R. Courant y H. Robbins; 
Oxford University Press, Nueva York, 1947. 

[50] Geometry and the Imagination, por D. Hilbert y S. Cohn-Vossen. Chel¬ 
sea, Nueva York, 1956. 

[51] The Enjoyment of Mathematics, por H. Rademacher y O. Toeplitz; 
Princeton University Press, Princeton, N.J., 1957. 

[52] Famous Problems of Mathematics (segunda edicion), por H. Tietze; Gray- 
lock Press, Rochester, N.Y., 1965. 

Una de las «divulgaciones» de mas renombre se ocupa de un modo particular 
de la ensenanza de las matematicas: 

[53] Elementary Mathematics from an Advanced Standpoint, por F. Klein 
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(vol. I'.Arithmetic, Algebra, Analysis; vol. 2: Geometry) ; Dover, Nueva 
York, 1948. 

El volumen 1 contiene una demostracion de la trascendencia de ?r, la cual, si bien 
no tan elemental como la de [4], constituye una analoga directa de la demos¬ 
tracion de que e es trascendente, sustituyendo las integrales por integrales curVi- 
lineas complejas. Se puede leer tan pronto como se tengan los conocimientos ba- 
sicos acerca del analisis complejo. 

La tercera categoria esta en el mismo extremo opuesto: se trata de trabajos 
originales. Las dificultades aqui encontradas son formidables, tanto es asi que 
solamente he tenido valor de mencionar uno de tales trabajos, la fuente de donde 
procede la cita de la parte IV. No esta ni siquiera en ingles, si bien se puede optar 
entre varias lenguas extranjeras. El articulo, escrito originalmente en frances, se 
encuentra en 

[54] CEuvres Completes d’Abel; Christiania. Johnson Reprint Corporation, 
Nueva York, 1965. 

Aparecio primero en una traduccion alemana en el Journal fur die reine und ange- 
wandte Mathematik (1), 1826. Para mayor dificultad, estas referencias solamente 
se pueden obtener por lo general en bibliotecas universitarias. Con todo, el estudio 
de este trabajo sera probablemente de tanto valor como cualquier otra lectura 
mencionada aqui. La razon de ello es sugerida por una observation del mismo 
Abel, quien atribma su profundo conocimiento de las matematicas al hecho de 
que el lei'a a los maestros mas que a los discfpulos. 
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CAPfTULO 1 

1. (i) 1 = a~ l a = a -1 (ax) = (a~ 1 a)x = 1 • x = x. 

(iii) Si x 2 = y 2 , entonces 0 = x 2 — y 2 = (x — y) (x 4- y), de modo que, 

o bien x — y = 0, o bien x + y = 0, es decir, o bien x = — y o x = y. 

(vi) Sustituyase y por — y cn (iv). 

2. En una de las fases hace falta dividir por x — y — 0. 

3. (i) a/b = ab~ l = (ac) (6 -1 c -1 ) = (ac) (bc)~ l (por (iii)) = acfbc. 

(ii) (ad + bc)/(bd) = (ad + bc)(bd)~ l = (ad + bc)(b~hT l ) (by (iii)) 
= ab~ l + cd~ x = a/b + c/d. 

(iii) ab(a~ l b~ 1 ) = (a * a~ l )(b * J ) = 1, asia -1 • b~ l = (ab )~ l . 

(v) (a/b)/(e/d) = (*/*) (^)“ 1 = (a ‘ b~') (c • 1 

= (a • A" 1 ) Or" 1 • </) = ad(b~ l • c' 1 ) = ad(bc)~ x 
= (ad)/(bc). 

4. (i) 

(iii) x> y/l o a:< — V7. 

(v) Todo j:, ya que x 2 — 2x + 2 = (x — l) 2 + 1. 

(vii) x > 3 o x < —2, ya que 3 y —2 son las raices de x 2 — x — 6 = 0. 

(ix) x > it o —5<x<3. 

(xi) x < 3. 

(xiii) x>l o 0 < x < 1. 

5. (i) b — ay d — c estdb en P, de modo que (b — a) + (d — c) = (b + d) — 

— (a + c) esti en P. Asi pues, b + d > a + c. 

(iii) Utilizando (ii), —c < — d; entonces (i) implica que a+(—c) < b+( — d). 

(v) (b — a) y —c estan en P, de modo que — c(b — a) — ac — be estdn 
en P, es decir, ac > be. 

(vii) Utilizando (iv), a > 0 y a < 1, de modo que a 2 < a. 

(ix) Pdngase a en vez de c y b en vez de d en (viii). 

9. (i) V2 -f V3 - V5 + Vl. 

(iii) | a + £| + |f| — \a_ + b + c\. 

(v) V2 + V3 + V5- Vi. 

10. (i) a si a> — b y b>0; 

— a si a < —b y b< 0; 
a + 2b si a> — b y b< 0; 

— a — 2b si a < —b y b > 0. 

(iii) x—x* si x>0; 

—x — x 3 si x<0 
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11. (i) * = 11, -5. 

(iii) — 6 < x < — 2. 

(v) Ningun x (la distancia de x a 1 mas la distancia de x a —1 es por 
lo menos 2). 

(vii) x = 1, —1. 

12. (i) (\xy\) 2 = (. xy) 2 = x 2 y 2 = \*\ 2 \y \ 2 = (|*| * |y|)*;ya que \xy\ y\x\ • |y| 

son ambos >0, esto demuestra que \xy\ = \x\ • \y\. 

(iii) \x\/\y\ = |*| • |jy| _1 = \x\ • |jy -1 | (by (ii)) = (by (i)) = \x/y\. 

(v) Se sigue de (iv) que |*| = \y — (y — *)| ^ \y\ + \y ~ x\, asi que 

M “ \y\ ^ I* - y\- 

(vii) \x + y + z\ < \x + y\ + \z\ < |*| + \y\ + \z\. Si se cumple la 

igualdad, entonces j* + y\ = |#| + [y|, de modo que x e y tienen el 

mismo signo. Ademis, z debe tener el mismo signo que x 4- y, de 
modo que x, y y z deben tener todos el mismo signo (a no ser que 
alguno de ellos sea 0). 

CAPfTULO 2 

1. (i) Puesto que l 2 = 1 • (2) • (2 • 1 -f- l)/6, la formula se cumple para 

#» = 1. Supongase que la formula se cumple para k. Entonces 


l 2 + • • • 4- k 2 + (k + l) 2 = — + V( 2k + V + (* + j)2 

6 


(* + 1 ) 


(* +1) 


[i(2Jt + 1 ) + 6 (* + 1 )] 


[(* + 2) (2* + 3)] 


2. (i) 


= (* + m + 2)(2[t + 1 ] + 1 ) , 

6 

de modo que la formula se cumple para k + 1. 


£ (2i - 1) = 1 + 3 + 5 + • • • + (2* - 1) 


«1+2 + 3+ -- -+ 2b -2(1+ •••+„) 

(2n)(2n + 1) , , ,, , 

= --- n(n + 1 ) = n\ 
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5. (a) Puesto que 


, , 1 - r 2 

1 + f = T^ 7 ’ 


la formula se cumple para n = 1. Supongase que 

1 - r n+l 


1 + +r n = 


1 - r 


Entonces 


1 — r n+1 

1 + r + • • • + r n + r n+1 .=- + r n+1 

1 — r 

1 - r n+1 + r w+1 (l - r) 


1 - r 


1 - r n+1 
1 - r 


r5 = r + * * * + r B + r B+1 . 


Asi pues. 


de modo que 


5(1 - r) - S - rS - 1 - r n+ \ 

c _ 1 - r»+V 
1 - r 


6. (i) A partir de 

(k + l) 4 - k A « 4A 8 + 6Ar a + Ak + 1, k = 1, . . . , n 
obtenemos 

» n « 

(«+1)* — i - 4 y a* + 6 y +4 y *+», 

*-i i t-i 

de modo que 

. ( , + 1). _ i _ 6 «(« + »)(2« + n _ 4 ^l±i) _, 

2 *-!- 1 — 

k-1 

n 4 n 8 n 2 
= — + — + —* 

4 2 4 
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(iii) A partir de 

i —L_ = _!— k = i 

k k + 1 k(k+ 1 ) 
obtenemos 


8 . 1 es o bien par o impar; de hecho es impar. Supongase que n es o bien par 
o impar; entonces n puede expresarse o bien como 2k o 2k + 1. En el 
primer caso n + 1 = 2k + 1 es impar; en el segundo caso, n + 1 = 2k + 
+ 1 + 1 = 2(k + 1) es par. En cualquiera de los dos casos, n 4 - 1 es o bien 
par o impar. (Hay que admitir que esto no parece serio, pero en realidad es 
correcto). 

9 . Sea B el conjunto de todos los numeros naturales / tales que — 1 + / esta 
en A. Entonces 1 esta en B, y / 4- 1 esta en B si l esta en B, de modo que B 
contiene todos los numeros naturales, lo cual significa que A contiene todos 
los numeros naturales > n„ 

12. (a) Si, puesto que si a + b fuese racional, entonces b = (a + b) —a seria 

racional. Si a y b son irracionales, entonces a + b podrfa ser racional, 
ya que b podrfa ser r — a para algun niimero racional a. 

(b) Si a = 0, entonces ab es racional. Pero si a 7 ^ 0, entonces ab no podria 
ser racional, ya que entonces b = ( ab)-a~ l seria racional. 

(c) Si; por ejemplo i/2. 

(d) Si; por ejemplo sf2 y — s/~2. 

13. (a) Puesto que 

(3 n + l ) 2 = 9n 2 + 6n + 1 = 3(3 n 2 + 2 n) + 1, 

(3 n + 2) 2 = 9 n 2 + \2n + 4 = 3(3 n 2 + 4n + 1) + 1, 

se sigue que si k 2 es divisible por 3, entonces k debe ser tambien divi¬ 
sible por 3. Supongase ahora que fuese racional, y sea sf2 — p/q, 
donde p y q no tienen factores comunes. Entonces p 2 = 3 q 2 , de modo 
que p 2 es divisible por 3, asi que tambien lo debe ser p. De este modo, 
p — 2p' para algun niimero natural p', y en consecuencia (3 p') 2 = 3 q 2 , 
o 3 (p') 2 = q 2 . Asi pues, q es tambien divisible por 3, lo cual es una 
contradiccion. 
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Las mismas demostraciones valen para y s/H>, ya que las ecua- 
ciones 

(5 n + l) 2 = 25« 2 + 10n + 1 = 5(5n 2 4- 2 n) 4- 1, 

(5n 4- 2) 2 = 25n 2 + 20n + 4 = 5(5n 2 4- 4n ) 4- 4, 

(5« 4- 3) 2 = 25n 2 4- 30n 4- 9 = 5(5n 2 4- 6n 4- 1) 4- 4, 

(5« 4" 4) 2 = 25n 2 4" 40 n 4* 16 = 5(5n 2 4“ 8n 4* 3) 4* 1, 

y las ecuaciones correspondientes para los numeros de la forma 6 n + m 
demuestran que si k 2 es divisible por 5 6 6, entonces tambien lo debe 
ser k. La demostracion falla para porque (4 n + 2) 2 es divisible por 4. 
(Precisamente por esta razon esta demostracion no puede aplicarse para 
demostrar que en general sfa es irracional si a no es un cuadrado per- 
fecto: no tenemos ninguna garantia de que {an + m) 2 no pueda ser un 
multiplo de a para algun m < a. En realidad, esta afirmacion es verda- 
dera, pero para la demostracion hace falta la informacion del proble- 
ma 17.) 

(b) Puesto que 

(2 n 4- l) 3 = 8 n 3 4~ 12n 2 4* 6n 4- 1 = 2(4n 3 4- 6n 2 4- 3 n) 4~ 1, 

se sigue que si k 3 es par, entonces k es par. Si s/~T— pjq, donde p y q 
no tienen factores comunes, entonces p 3 = 2 q 3 , de modo que p 3 es divi-' 
sible por 2, por lo que tambien lo debe ser p. Asi pues, p = 2p' para 
algun numero natural p', y en consecuencia (2p') 3 = 2q 3 , o 4(p 7 ) 3 = q s * 
Por lo tanto, q es tambien par, lo cual es una contradiccion. 

La demostracion para es analoga, utilizando las ecuaciones 

(3 n 4- l) 3 = 27n 3 4- 27n 2 4- 9n 4- 1 = 3(9n 3 4- 9n 2 4- 3n) 4- 1, 

(3 n 4- 2) 3 = 27n 3 4- 54n 2 4- 36n 4- 8 = 3(9n 3 4- 18n 2 4- 12n 4- 2) 4- 2. 

19. si n = 1, entonces (1 4- h) n = 1 4- nh. Supongase que (1 + /*)*> 1 4- nh. 
Entonces 

(1 4- 4) n+1 = (14- A)(l + h) n >(14- h){ 1 4- nh), ya que 1 4- h > 0 
= 1 4“ (n 4- 1)^ 4- nh 2 > 1 4 (« 4 1)A. 

Para h > 0, la igualdad se sigue directamente del teorema del binomio, ya 
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que todos los demas terminos que aparecen en el desarrollo de (1 + h) n 
son positivos. 

CAPITULO 3 

1. (i) (x + \)l(x + 2); la expresion f(f(x)) tiene sentido solamente cuando 

x ^ —1 y x —2. 

(iii) 1/(1 4- cx) (ya que x ^ —1/c si 0). 

(v) (x + y + 2)l(x + 1) (y + 1) (ya que x, y =£ —1). 

(vii) Solamente c = 1, ya que f(x ) = flex) implica que x — cx, y esto debe 

cumplirse por lo menos para un x -yf= 0. 

2. (i) y>0 y racional, o y> 1. 

(iii) 0. 

(v) —1, 0, 1. 

3. (i) {x: —1 < jc < 1}. 

(iii) {x: x^ 1 y x^=2). 

(v) 0. 

4. (i) 2 %v . 

(iii) 2 2 8en * + sen (2‘). 

5. (i) Pos. 

(iii) s o S. 

(v) PoP. 

(vii) SososoPoPoPos. 

11. (a) y. 

(b) H(y). 

(c) H(y). 

12. (a) 


par 


impar 


(b) 


par 


impar 
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(c) / par / impar 

g par 

g impar 

(d) Sea £(jc) = fix) para r>Oy definase g de un modo arbitrario para x <0. 


par 

par 

par 

impar 


21. (i) 
(ii) 


(iii) 

(iv) 


Sea g{x) = h(x) = 1 y sea f una funcidn para la cual f(2)=£f{l) + /(l). 
Entonces f ° (g + h) j* f ° g + f ° k. 

[(g + h)of]{ x ) = (g + h)(f(x)) = g(f(x)) + h(f(x)) - 
(£ ° /)(*) + (A • /)(at) = [(£ o /) + (h ° /)](*). 


1 


w = KM) = ? (s(x>) = G°' ? ) w 


/°£ v ' /(*(*)) / 

Sea £(jc) = 2 y sea / una funcidn para la cual /(£) =£ l//(2). Entonces 

!/(/•*) */•(!/*). 


CAWTULO 4 

1. (0 (2, 4). 

(iii) [2, 4]. 

(v) (-2, 2). 

(vii) (— «, 1] VJ [1, *>). 

3. (i) Todos los puntos por debajo de la grdfica de fix) = x. 

(iii) Todos los puntos por debajo de la gr&fica de fix) = x 2 . 

(v) Todos los puntos comprendidos entre las gr£ficas de fix) = x + 1 y 

f(x) = x~ 1. 

(vii) Una coleccidn de rectas paralelas a la gr£fica de fix) = — x, que cor- 
tan al eje horizontal en los puntos (n, 0) para n entero. 

(ix) Todos los puntos interiores al circulo de radio 1 alrededor de (1, 2). 

4. (i) Un cuadrado de vertices (1, 0), (0, 1), (—1, 0) y (0, —1). 

(iii) La union de la grafica de fix) = x y de fix) = 2 — x. 

(v) El punto (0, 0). 

(vii) El circulo de radio sfS alrededor de (1, 0), puesto que x 2 — 2x + y 2 — 
= ix—\) 2 + y 2 — \. 

6. (a) Observese simplemente que la grafica de fix) = mix — a) + b = mx + 

+ ib — ma) es una recta de pendiente m, que pasa por el punto (a, b). 
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(Lo importante de este ejercicio es sencillamente recordar la forma punto 
pendiente.) 

(b) La recta por («, b ) y (c, d) tiene pendiente (d — b)/{c — a), de modo que 
la ecuacion se sigue de la parte (a). 

(c) Cuando m = ni' y b b\ En tal caso, no existe evidentemente ningun 
numero x con f(x) = g(x). mientras que tal numero existe siempre si 
m =£ m\ a saber, x = (/>' — b)l(m — ni). 

7. (a) Si B = 0 y A ^ 0, entonces el conjunto es la recta vertical formada por 

todos los puntos (x, y) con x = — C/A. Si B 0, el conjunto es la gra- 
fica de /(*) = (— A/B) x + ( — C/A). 

(b) Los puntos ( x , v) de la vertical con x — a son precisamente los que sa- 
tisfacen 1 ■ x + 0-y -1- (— a) = 0. Los puntos (jr. y) de la grafica de 

f(x) = nix + b son precisamente los que satisfacen (— m)x + 1 -y + 

+ (—b) = 0. 

(i) La grafica de / es simetrica respecto al eje vertical. 

(ii) La grafica de / es simetrica respecto al origen. De modo equivalente, 

la parte de la grafica a la izquierda del eje vertical se obtiene refle- 
jando primero a traves del eje vertical, y despues a traves del eje 
horizontal. 

(iii) La grafica de / queda por encima o sobre el eje horizontal. 

(iv) La grafica de / repite una y otra vez la parte comprendida entre 0 y a. 

21. (a) El cuadrado de la distancia de (jr, jr) a (0, £) es 



lo cual es el cuadrado de la distancia de {x, x 2 ) a la grafica de g. 
(b) El punto ( x, y ) satisface esta condicion si y solo si 


(* - «) ! + (? -/»)* = O' - t y. 


x‘ - 2a* + a 2 + y* - 2/3 y + /S ! = y 1 - 2yy + 7*, 
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(Esta solucidn vale solamente para /? ^ 7 , lo cual es precisamente la 
condition de que P no este sobre L. Si P esti sobre L, entonces la so¬ 
lution es la recta vertical por P.) 


CAPfTULO 5 


1. (ii) lim --^ = lim (x 2 + 2x + 4) = 12. 

x—*2 X — 2 z— >2 

(iv) lim-— = lim x n—1 + x n ~*y + • • • + xy n ~ 2 -+* y n ~ 1 

X —X ~~ y x—*y 

— yn -1 _|_ ytl-1 _J_ . . . yft 1 _ n ytl -1 

, .. V a + h -V~ a (V„ + h - V^)(V« + A + V^) 

(vi) lim- = lim -- ---r A): - 7 =-- 

a-»o A fc-»o A( V a + A + v a) 


3. 


(i) 


= lim 


I 


1 


A-oVa + A + V^ 2 V 0 
Es posible hallar l empezando con la ecuacion 

x K — a 4 = (x — a){x 8 + ax 2 + a 2 x + a 3 ). 

Si \x — a\ < 1, entonces |*| < 1 + |a|, de modo que 

I * 3 + ax 2 + a 2 x 4 * <z 3 | < |*| 3 + |a| * |*| 2 + |a | 2 * |*| + |a| s 

< (1 + \a\)* + W (1 + H ) 2 + W 2 (l + \a\) + |«|»; 


por lo tanto podemos elegir 
8 = min ^ 1 , 


(1 + |a|) 3 + |a|(l + |a|) 2 + |a| 2 (l + |a|) + |a| 


a|V 


Resulta instructivo, y probablemente mas facil, utilizar la parte (2) 
del lema. fista demuestra que \x* — a*\ < e cuando 
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< mm 


infl, —— -Y 

\ 2(|a|* + 1)/ 


lo cual se cumple cuando 


x — a 


< min 
= min 



(ii) Segiin la parte (3) del lema, j 1 /jc— 1| < e cuando 


* — 11 < min 



= 8 . 


(iii) Segun la parte (1) del lema, |0 4 + Ifx) — 2| < e cuando | 1/jc— 1| < 
< s/2 y \x 4 — 1| < s/2. Segun las partes (i) y (ii) de este problema, 
esto ocurre cuando 


— 1| < min (~i -> 1 —-—^ = min (-> — \ = 8. 
\2 4 8-2-2/ \2 32/ 


(v) Pongase 8 = s 2 , puesto que 0 < H < s 2 implica que \/]3c[ < s. 

(i) Necesitamos que |/(x) — 2| < s/2 y |g(jc) — 4| < s/2, de modo que 

hace falta que sea 


0 < \x — 21 < min 
(iii) Necesitamos que 


in ( sen2 (l) + I’?) 


5. 


|g(*) — 41 < min 



de modo que debe ser 

0 < |x — 2| < [min(2, 8 e)] 2 = 8. 
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9. Sea / = lim fix) y definase g(h) = f(a + h). Entonces para todo e > 0 existe 

a?—*a 

un 8 > 0 tal que, para todo x, si 0 < |x — a\ < 8 , entonces |/(x) — 1 | < e. 
Ahora bien, si 0 < \h\ < 8 , entonces 0 < \(h 4- a) — a\ < 8 , de modo que 
| f^ a + h) — l\ < e. Esta desigualdad puede escribirse \g(h) — /| < e. As i 

pues, lim gih) = l, lo cual puede escribirse tambien lim f(a 4- h) = /. El 
r h ~*° • • 

mismo tipo de razonamiento demuestra que si lim f(a 4- h) — m, entonces 

h ~*° 

lim fix) = m. Asi pues, existe uno cualquiera de los dos limites si existe el 
otro, y en este caso son iguales. 

10. ( a ) Intuitivamente, podemos hacer fix) tan proximo como queramos de / si 

y sdlo si podemos hacer fix) — l tan proximo como queramos de 0 . La 
demostracion formal es tan trivial que cuesta bastante trabajo conseguir 
que aparezca una demostracidn. Precisando mucho, supdngase que 
lim fix) = l y pongamos gix) = fix) — /. Entonces para todo e > 0 existe 

un *8 > 0 tal que, para todo si 0 < \x — a\ < 8 , entonces i/(x) — /] < e. 
Esta ultima desigualdad puede escribirse |g(x) — 0| < e, de modo que 
lim g(*) = 0. El razonamiento en sentido inverso es igual de vulgar. 

c-*a 

(b) Intuitivamente, aproximar x a a es lo mismo que aproximar x a a 0. 
Formalmente: Supongase que lim fix) = /, y pongase g{x) = fix a). 

Entonces para todo e > 0 existe un 8 > 0 tal que, para todo x, si 
0 < \x — a\ < 8 , entonces |/(x) — /| < e. Ahora bien, si 0 < |y| < 8 , en¬ 
tonces 0 < |(y 4- a) — a\ < 8, de modo que \fiy + a) —/| < e. Pero esta 
ultima desigualdad puede ponerse \giy) — /| < e. Asi pues, lim giy) = /. 
El razonamiento en la otra direccidn es parecido. 

(c) Intuitivamente, x estd proximo a 0 si y sdlo si lo estd x 3 . Formalmente: 
Sea lim fix) = /. Para todo e > 0 existe un 8 > 0 tal que si 0 < |x| < 8 , 

entonces |/(x) — /| < s. Entonces, si 0 < |x| < min(l, 8 ), tenemos 
0 < lx 3 ! < 8 , de modo que {fix 3 ) —1\ < e. Asi pues, lim fix) = /. Por 
otra parte, si suponemos que lim /(x 3 ) existe, pongamos lim fix 3 ) = m, 
entonces para todo e > 0 existe un 8 tal que si 0 < |x| < 8 , entonces 
!/(**) _ m | < e . Entonces, si 0 < |x| < 8 s , tenemos 0<I\^x|<8, de 
modo que j/([^x] 3 ) —m| < e, o |/(x) — m\ < e. Asi pues, lim fix) = m. 

(d) Sea fix) - 1 para x > 0 y /(x) = —1 para x < 0. Entonces lim fix 2 ) = 1, 
pero lim fix) no existe. 

17. (a) La funcidn fix) = 1/x no puede tender a ningun limite 0, ya que se hace 
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arbitrariamente grande cerca de 0. Efectivamente, cualquiera que sea 
8 > 0, existe algun x que satisface 0 < |jc| < 8, pero \jx > |/| + e, a sa¬ 
ber, x = min (8, l/(j/| + e)). Este x no satisface |1 /jc— /| < e- 
(b) Cualquiera que sea 8 > 0, existe algun x que satisface 0 < \x — 1| < 8, 
pero 1 /(jc — 1) > |/| 4- s, a saber, x = min (1 + 8, 1 + 1/(|/| + e)). Este x 
no satisface |1 /(jc—1) — /] < e. (Es tambien posible aplicar el proble- 
ma 9(b): lim 1 /jc = lim 1 /(jc— 1) si este ultimo existe, de modo que 

a:-Mi X-*1 

este limite no existe segun la parte (a).) 

25. (i) £sta es la definition corriente, llamando simplemente a los numeros 8 

y e, en vez de e y 8 . 

(ii) fssta es una pequena modificacion de (i): si la condition se cumple 
para todos los 8 > 0 , entonces se puede aplicar a 8/2, de modo que 
existe un e > 0 tal que si 0 < \x — a\ < e, entonces |/(jc) — /| < 
< 8/2 < 8. 

(iii) fista es una modificacion parecida: apliquese a 8/5 para obtener (i). 

(iv) Esto tambien es una modificacion: dice lo mismo que (i), ya que 
e /10 > 0 , y es solamente la existencia de algun e > 0 lo que esta en 
litigio. 

29. Si lim /(jc) — lim fix) = /, entonces para todo e > 0 existen 8 ,, S 2 > 0 tales 

x-»a + x —> a ~ 

que, para todo jc. 

si a < jc < a + 8 ,, entonces |/(x) — /| < e, 

si a — 8 „ < x < a, entonces |/(x) — /| < e. 

Sea 8 = min( 8 ,, 8 ,). Si 0 < |jc— a\ < 8 , entonces o bien a — 8 2 <« — 8 < 
< jc < a, o bien a<jc<« + 8 <a + 8 j , de modo que |/(x) — /| < e. 

30. (i) Si / = lim fix), entonces para todo e > 0 existe un 8 > 0 tal que 

:r—*o+ 

|/(jc) — /| < e para 0 < x < 8. Si —8 <x < 0, entonces 0 < —x < 8, 

de modo que |/(— jc) — 1\ < £. Asi pues, lim /(— jc) = /. Analogamen- 

x^o- 

te, si lim /(jc) existe, entonces lim /(jc) existe y tiene el mismo valor. 

x—>0- X—*o+ 

(Intuitivamente, x esta cerca de 0 y es positivo si y solo si — jc est£ 
cerca de 0 y es negativo.) 

(ii) Si / = lim /(jc), entonces para todo e > 0 existe un 8 > 0 tal que 

X—M>+ 

|/(x) — /| < £ para 0 < x < 8 . Asi pues, si 0 < |jc| < 8, entonces 
\fi\x\) — /| < £. Por lo tanto, lim /(|jc|) = /. Lo inverso es parecido. 

X —»0 

(Intuitivamente, si jc esta cerca de 0 , entonces |jc| esta cerca de 0 y es 
positivo.) 
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(iii) Si / = lim /(jc), entonces para todo s > 0 existe un 8 > 0 tal que 

|/(jc) — /| < e para 0 < x < S. Si 0 < |jc| < entonces 0 < jc 2 < 8, 
de modo que | /(jc 2 ) — /| < e. Por lo tanto, lim /(jc 2 ) = /. La demos- 

X —►O 

tracion recfproca es parecida. (Intuitivamente, si x esta cerca de 0, 
entonces jc 2 esta cerca de 0 y es positivo.) 

34. Si / = lim f{x ), entonces para todo e > 0 existe algun N tal que |/(jc) — /| < e 

,1*—* V 

para x > A\ y evidentemente podemos suponer que N > 0. Ahora bien, si 
0 < -v < 1,'V. entonces 1/jc > N, de modo que |/(l/x)— 1\ < e. Por lo tanto, 
lim /(I/*) = /. La demostracion recfproca es parecida. 

CAPI'TULO 6 


1. (i) F(x) = jc + 2 para todo jc. 

(iii) Fix) = 0 para todo jc. 

CAPITULO 7 


1 . 


2 . 

3. 

5 . 


(i) Acotada superior e inferiormente; mfnimo 0: no existe maximo. 

(iii) Acotada inferiormente pero no superiormente; mfnimo 0. 

(v) Acotada superiormente e inferiormente. Se sobreentiende que a > —1 
(de modo que — a — 1 <a+l). Si —1 < a<\, entonces a < — a — 1, 
de modo que /(jc) = a + 2 para todo x de (— a — 1 , a + 1 ), asf que 
a + 2 es el maximo y el mfnimo. Si —\ < a < 0, entonces / tiene el 
mfnimo a~, y si a > 0, entonces / tiene el mfnimo 0. Puesto que 
a + 2 > (a + l ) 2 solamente para [—1 — \/ 5]/2 < a < [1 + v /r 5]/2, 
cuando a > —la funcion / tiene un maximo solamente para 
a<[l + \f5]/2 (siendo este maximo a + 2 ). 

(vii) Acotada superior e inferiormente; maximo 1; mfnimo 0. 

(ix) Acotada superior e inferiormente; maximo 1; mfnimo —1. 

(xi) / tiene maximo y mfnimo por ser continua. 

(i) n = —2, ya que /(— 2 ) < 0 </(—l). 

(iii) n = — 1 , ya que /(—l) = —1 < 0 < /( 0 ). 

(i) Si f{x) = jc ,7h + 163/(1 + jc 2 + sen 2 jc), entonces / es continua sobre R 
y /(l) > 0 , mientras que /(— 2 ) < 0 , de modo que /(jc) = 0 para al¬ 
gun x de (— 2 , 1 ). 

/ es constante, ya que si / tomara dos valores distintos, entonces / tomarfa 
todos los valores intermedios, incluyendo valores irracionales. 
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7 - (i) /(*) = *; 

(2) /(*) = -x\ 

(3) /(*) = \x\; 

(4) f(x) = -|*l- 

10 . Aplfquese el teorema 1 a / — g. 

11. Si /(0)= 0 o f(l) = l, elijase jr = 0 o 1. Si /(0) > 0 = 7 ( 0 ) y /(1) < 1 = 7(1), 

entonces el problema 10 aplicado a / y a 7 implica que f(x) = x para algun x. 

CAPfTULO 8 

1 . (i) 1 es el elemento maximo, y la cota inferior maxima es 0 , que no per- 

tenece al con junto. 

(Hi) 1 es el maximo, y 0 es el minimo. 

(v) Puesto que {*: x- + x + 1 > 0) = R, no existe cota superior minima 
ni cota inferior maxima. 

(vii) Puesto que {*: x < 0 y jr + x — 1 < 0} = ([—1 — v/3]/2, 0), la 
cota inferior maxima es [—1 — </5]/2, y la cota superior minima 
es 0 ; ninguna de las dos pertenece al conjunto. 

2. ta) Puesto que A ^ 0, existe algun x en A. Entonces — x esta en — A, de 

modo que — A ^ 0. Puesto que A esta acotado superiormente, existe 
algun y tal que y > x para todo x de A. Entonces —y < — x para todo jc 
de A, de modo que — y<z para todo z de — A, asi que —A esta aco¬ 
tado inferiormente. Sea a = sup (— A). Entonces a es una cota superior 
de — A, de modo que, invirtiendo el razonamiento anterior, —a es una 
cota inferior de A. 

Ademas, si (3 es cualquier cota inferior de A, entonces —(3 es una cota 
superior de — A, de modo que — f3> a, de donde ft <—a. Asi pues, 
—a es la cota inferior maxima de A. 

5. (a) Si / es el mayor entero con / < x, entonces / + 1 > x, pero 7 4- 1 < x + 

+ 1 < y- Asi pues, podemos poner k = l + 1. (Demostracion de que 
existe un tal entero /: Puesto que N no esta acotado superiormente, 
existe algun numero natural n con —n < x < n. Existen en consecuen- 
cia solamente un numero finito de enteros / con —n <l<x. Tomese e! 
mayor de ellos.) 

(b) Puesto que y — x > 0, existe algun numero natural n con 1 jn < y — x. 
Puesto que ny — nx > 1, existe, segun la parte (a), un entero k con 
nx < k < ny, lo cual significa que x <kjn< y. 

(c) Elijase r+ sj2 (s — r)/2. 
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(d) Segun la parte (b), existe un numero racional r con x < r < y, y por lo 
tanto un numero racional s con x < r < s < y. ApHquese la parte (c) 
a r < s. 

10. Sea k el mayor entero < xfa (la solucion del problema 5 demuestra que un 
tal k existe), y sea x' = x — koc> 0. Si x — kct = x' > a, entonces 
x>(& + l)a, de modo que k + 1 < x/a, contradiciendo la eleccion de k. 
Por lo tanto, 0 < x' < a. 

12. (a) Puesto que todo y de B satisface y> x para todo x de A, cualquier y 

de B es una cota superior de A, de modo que y> sup A. 

(b) La parte (a) demuestra que sup A es una cota inferior de B, de modo 
que sup A < inf B. 

13. Puesto que x < sup A e y < sup B para todo x de A e y de B, se sigue que 
x + y < sup A -f sup B. Asi pues, sup A + sup B es una cota superior 
de A + B, de modo que sup ( A + B) < sup A + sup B. Si x e y se eligen 
respectivamente en A y en B, de modo que sup A — x < e/2 y sup B — y < 
< e/2, entonces sup A + sup B — (x + y) < e. Por lo tanto, 

sup(^4 + B) > x -f y > sup A + sup B — e. 

CAPfTULO 9 

1. (a) 


/'(*) = lim ^ + h) -J® = Um 1±A 


h —>0 


= lim 


h-> o 


-1 


1 


h—o a{a 4 “ h ) a 2 

(b) La tangente por (a, \ja) es la gr&fica de 


g(x) = —j (x - a) + - 
a 2 a 

= Z £ + -- 
a 2 a 


Si f(x) — g(x), entonces 
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o 


x 2 - 2 ax + a 2 = 0, 


de modo que x = a. 


2 . (a) 


/'« 


= i im /l a - + h '> zlM 

a—* o h 


lim { - 2ah ~ 
a— o Aa 2 (« + A ) 2 


1 _ J_ 

lim (a + A)8 

A—»0 A 

2 


(b) La tangente por (a, 1/a 2 ) es la grafica de 

g(x) = - ^ (* “ a) + - 
a 3 a 2 

= _ 2* 3_. 


Si /(at) = £(*), entonces 



o 

2* 3 — 3a* 2 + a 3 = 0, 
o 


0 = {x — a){ 2x 2 — ax — a 2 ) — (x — a)( 2x + a)(x — a). 
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Asf que x — a ox -a/2; el punto (—a/2, 4/a 2 ) queda al lado opuesto 

de (a, 1/a 2 ) respecto al eje vertical. 


3. 


f'(a) = lim /fa ±*LZ M = i; m 

h a— o A 


A—»0 


_ (Vjz 4~ h — Vd)(Va 4- A + Va) 


= lim 

A-*0 

1 


A(V a -1- h 4* V^a) 


= lim 


A(V a + A + Va) 


2V~a 

4. Conjetura: S n '(x) = nx n ~ 1 . Demostracion: 

$„'(*) = lim ~ ^ = Jim (* + *)* ~ *" 

A—>0 A A—*0 h 

n 

^ - x n 

— lim —- 


A->0 


n 

= lim V ( n ^) x n-J 4 y_1 
a-o Zy V;/ 

i-i 

= ( ”) * n_1 = rwf n-1 , ya que lim 4 y “ 1 = Opara j > 1. 

\1/ A-»0 


5. f\x) — 0 si x no es entero, y f(x) no esta definido si x es entero. 

6. (a) 


g'(x) = lim £(* ± h ) ~ g(*) _ i;_ f/(* + h) 4- c] - [f{x) 4- c] 
h 


A—*0 


= lim 

A—»0 


= lim /( * + A) ~ = /'(*). 

A—>0 A 


(b) 


*'(*) = lim * ( * + A) - = lim c i^± A) ~ cf{x) 

k A—>0 4 


/HO 
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lim 


f(x + h) - f(x) 


cf(x). 


7. 


8 . 


(a) /'(9) = 3 • 9 2 ; /'(25) = 3 • (25) 2 ; /'( 36) = 3 • (36) 2 . 

(b ) /'(3 2 ) = /'( 9) = 3 • 9 2 ;/'(5 2 ) = /'( 25) = 3 • (25) 2 ; 
/'(6 2 ) = /'(36) = 3 • (36) 2 . 

(c) /'(a 2 ) = 3(a 2 ) 2 = 3a 4 ; f'(x 2 ) = 3(x 2 ) 2 = 3x 4 . 

(d) f{x 2 ) = 3x 4 ; perog(x) = x 6 , asi que g'(x) = 6x 5 . 

(a) 


g'M 


= b m s( x + h ) ~ &(*) _ b m /(^ + A g ) ~ c 1 

h-+ o h h—>0 h 

= lim /([* + c ] + *) - I£±J> = f( x + c). 

h—*o h 


(b) 

g'W 


lim Six + h) — g(x) = Um /(c* + ch) - /(ex) 

A—>o h h—*o h 

l im c[fjcx + ch) - fjcx)] _ lim c[fjcx + k) — fjcx)] 

h-*o ch k—*o k 

c ■ lim f {tx ± k) ~ /W = . • /'(«). 
jb—+o A: 


(Comparense los detalles de este calculo con el problema 5-14.) 

(c) Si gix) - fix + a), entonces gix) = fix + a), segun la parte (a). Pero 
g = f, de modo que fix) = g\x) = f(x + a) para todo x, lo cual signi- 
fica que f es periodica, con periodo a. 

9. (i) Si gix) = x 5 , entonces g\x) = 5X 4 . Ahora bien, fix) = g(x + 5), de 

modo que segun el problema 8 (a), f(x) = g'(x + 5) = 5(x + 5) 4 . 

(ii) fix) = ix — 3) 5 , de modo que fix) = 5(x — 3) 4 , como en la parte (i). 

(iii) f(x) = (x + 2) 7 , de modo que fix) = 7(x + 2) 6 , como en la parte (i). 

10. Si fix) = git + x), entonces fix) = g\t + x), segun el problema 8 (a). Si 
fit) = g{t + x), entonces fit) = g\t + x), segun el problema 8 (a), de modo 
que fix) = g'flx). 

11. (a) Si sit) = ct\ entonces s\t) = let, y no existe ningun numero k tal que 

s\t) — ksit) [es decir, let = ket 2 ] para todo t. 

(Dicho sea de paso, no conocemos por ahora ninguna funcion f distinta 
de 0 para la cual f sea proporcional a /. Despues del capitulo 17 podria 
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ser divertido determinar como serfa el mundo si Galileo tuviese raz 6 n.) 

(b) (i) Si $(/) = (a/2)/ 2 , entonces /(t) = at, de modo que s"(t) — a. 

(ii) |V(/)] 2 = (at) 2 — 2 a • (a/ 2)/ 2 = 2 as(t). 

(c) El candelero cae s(t) = 16/ 2 pies en t segundos, de modo que cae 400 pies 

en t segundos si 400 = 16/ 2 o t = 5. Despues de 5 segundos la velocidad 

serd j'( 5) = 5a = 5 • 16 = 80 pies por segundo. La velocidad era la mitad 
de esta cuando 40 = s'(t) = 16/, o / = f. 

21. (a) fiste es otro modo de escribir la definicibn (vase el problema 5-9). 

(b) Esto se sigue del problema 5-11, aplicado a las funciones a (h) = 
= U(a 4- h) — MVh y m = I jg(a + h)- g(a)]lh . 

26. (i) f"(x) = 6x. 

(ii) f"(x) = 4JC 3 . 

30. (i) significa que f (a) = no * -1 si f(x) = x?. 

(iii) significa que g\a) — f(a ) si g(jc) = f(x) + c. 

(v) significa lo mismo que (iii). 

(vii) significa que g'(b) = f(b + a) si g(x) = f(x 4 - a). 

(ix) significa que g\b) = cf(cb ) si g(jc) = f{cx). 

CAPfTULO 10 

1 . (i) (1 + 2 x)*cos (x + JC 2 ). 

(iii) (—sen x)-cos (cos x). 

/cos x\ —x sen x — cos x 

(v) cos (-rj-^- 

(vii) (cos (x 4 * sen x))-(l cos x). 

2. (i) (cos ((x 4- l) 2 (x 4- 2)))-[2(x + l)(x 4 - 2)(x 4- ift. 

(iii) [2 sen ((x 4- sen xf) • cos ((x 4- sen x) 2 )] • 2(x 4- sen x) (1 4- cos x). 

(v) (cos (x sen x)) • (sen x 4- x cos x) 4- (cos (sen x 2 ) (cos x 2 )) • 2x. 

(vii) (2 sen x cos x sen x 2 sen 2 x 2 ) + (2x cos x 2 sen 2 x sen 2 x 2 ) 4- 
4- (sen x 2 cos x 2 sen 2 x sen x 2 ). 

(ix) 6 (x 4- sen 5 x ) 5 (14-5 sen 4 x cos x). 

(xi) cos (sen 7 x T 4 - l ) 7 • 7(sen 7 x 7 4- 1.)* -(7 sen* x 7 • cos x 7 • 7x*). 

(xiii) cos (x 2 4- sen (x 2 4- sen x 2 )) • [(2x -I- cos (x 2 4- sen x 2 ) 

( 2 x + 2 xcosx*))]. 

(1 4- senx)(2xcc«x 2 *sen 2 x 4- senx 2 *2 senxcosx) — 

(xv) _ — cos x sen x 2 sen 2 x 

(1 4 - senx ) 2 
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4. 

(i) 

(x + l) 2 



(* + 2) 2 


(iii) 

lx 41 . 

5. 

(i) 

-x 2 . 


(iii) 

17. 

6 . 

(i) 

/'(*) = g'(* + £(«))• 


(iii) 

fix) = $'(* + g{x)) * (1 + £'(*)). 


(v) 

fix) - *(«). 


7. (a) A'(t) = 2nr(t)r'(t). Puesto que r\t) = 6 para aquel t que hace tit) = 4, 

se sigue que A'(t) — 2n-*4-6 = 48 tt cuando r(0 =: 4. 

(b) Si V{t) es el volumen en el tiempo t, entonces V{t) = 4wr(/) 3 /3, de modo 
que V'(t) = 4rrr{t) 2 r'(t) = 4n-4 2 -6 — 3847r cuando r(t) = 4. 

(c) Primer metodo: Puesto que A'(t) — 2nr(t)r(t), y j 4'(0 = 5 para r(0 = 3, 
se sigue que 


r'(t) 


A’jt) 

27rr(i) 


— cuando r(/) = 3. 
67T 


Por lo tanto 


F'(0 = 4 irr(t)V(t) 

A n 5 
= 4x • 9 * — 

6tt 

= 30 cuando r(t ) = 3. 

Para aplicar el segundo metodo, observamos en primer lugar que si 

fit) = = Vaw, 

entonces. aplicando el problema 9-3 y la regia de la cadena. 
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- m*- 

= %A(t) 1,2 A'(t) (tal como podfamos haber supuesto). 


Ahora bien 

v( t ) = Airr ^y = 4r o ( o 2 3 3/2 

3 3 

_ 4[ir r (/) 2 ] 3/2 
3i^ 2 
_ 4A(t ) 8/2 
3 *- 1 ' 2 * 


Asf piles. 


v ' (t) = Va{,) A ' (t) 

= ^ 

= 2 • 3 • 5 = 30. 

J 0. (i) (/ o /s)'(0) = /'(A(0)) • A'(0) = /'(3) • sen 2 (sen 1) 

= 9(sen 2 £)sen 2 (sen 1>. 

(iii) of'(jf 2 ) = A'(* 4 ) • 2 a: 2 = sen 2 (sen(jc 4 + 1)) * 2x 2 . 

12. La regia de la cadena implica que 


G) ^ = = 


£(*) : 


dz _ dz dy 
dx dy dx 
dz_dz du 
dx du dx 


= {cosy) • (1 -f- 2a:) — (cos(a: + x 2 )) * (1 + 2at). 
= (—sen u) * (cos x) — (— cos (sen a:)) • (cos x). 


33. (i) 
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CAPfTULO 11 

1. (i) 0 = f\x ) = 3x 2 — 2x — 8 para x = 2 y x = —f, los cuales estan am- 

bos en [— 2, 2 ]; 

/(-2) - 5, /(2) = -11, /(-*) = W; 
maximo = mini mo = — 11 . 

(iii) 0 = f\x) = 12 x 3 — 24x 2 + 12 jc = 12 jc (jc 2 — 2 x + 1 ) para x = 0 y 
x = 1 , de los cuales solamente 0 esta en [—£]; 

f{—\) - ft) /(i) = /(0) = 0; 

maximo = mmimo = 0 . 

(v) 0 = f(x) = 

X 2 + 1 - (x + l)2x _ 1 - 2x - X 2 
(x 2 + l) 2 ~ (x 2 + l) 2 

para x = —1 + \/2 y x = — 1 — s/2, de los cuales solamente —1 + sfl 
est£ en [— 1 , £]; 

/(-1) = o, m = t /(—1 + V2) = (1 + V2)/2; 

mdximo = (1 + V 2 )/ 2 , mmimo = 0 . 

2 . (i) —| es un punto maximo local, y 2 es un punto minimo local. 

(iii) 0 es un punto minimo local, y no existen puntos maximos locales, 

(v) —1 + sfT es un punto maximo local, y —1 — \TT es un punto mi¬ 

nimo local. 

4. (a) Observese que f tiene en realidad un valor minimo, ya que / es una 

funcion polinomica de grado par. El minimo se presenta en el pun¬ 
to x con 

n 

0 = f{x) = 2 ^ — a *')’ 

i=i 

de modo que x = + ... 4 - a/j/n. 

5. (i) 3 y 7 son puntos maximos locales, y 5 y 9 son puntos minimos locales, 

(iii) Todos los x > 0 irracionales son puntos minimos locales, y todos los 

x < 0 irracionales son puntos maximos locales. 

(v) x es un maximo (minimo) local si el desarrollo decimal contiene (no 
contiene) un 5. 
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8 . Si f(x) es la longitud total del camino, entonces 

/(*) = + a* + V{1 - x) 1 + bf 

La funcion positiva / tiene evidentemente un mmimo, ya que lim f(x) = 
= lim f(x) = oo, y / es derivable por todas partes, de modo que el mmimo 
se presents en el punto x con fix) = 0. Ahora bien, fix) = 0 cuando 


_*_(1 -x) 

Vx 2 + a 2 V(1 - *) 2 + b‘‘ 


Esta ecuacion dice que arctg a = arctg ft. 

Es tambien posible observar que f(x) es igual a la suma de las longitudes 
del segmento punteado y del segmento de (jc, 0) a (1, b). Esta es minima 
cuando los dos segmentos rectilmeos estan sobre una recta (por el proble- 
ma 4-9 (b), si es que hace falta una razon rigurosa); un poco de geometria 
plana hace ver que esto ocurre cuando ot — ft. 

9. Si x es la longitud de un lado del rectangulo de perimetro P, entonces la 
longitud del otro lado es ( P — 2x)/2, de modo que el area es 

A(i\ = ^ ~ H. 


De este modo el rectangulo de area maxima se presenta cuando x es el punto 
mdximo para / sobre (0, P/2). A1 ser A continua sobre [0, P/2], y >4(0) = 
= A(Pj2) — 0, y A(x) > 0 para x en (0, P/2), el maximo existe. Por ser A 
derivable sobre (0, P/2), el punto mmimo x satisfaqe 

P — 2x 

0 = A\x) = —--x 

_ P — 4x 
_ _ , 


de modo que x = P/4. 

10. Sea 5(r) el drea del cilindro circular recto de volumen V con radio r, por ser 
V == nr 2 h donde h es la altura. 
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tenemos h = V/nr 2 , de modo que 


S(r) = 2t r 2 + 2tc rh 

„ , , 2V 
— 2t r 2 H- 


Queremos el punto mmimo de S sobre (0, oo); este existe, ya que lim S(r) = 

r-»o 

= lim S(r) = oo. A1 ser S derivable sobre (0, oo), el punto mm imo r satisface 

r-*oo 


0 = S'(r) = Arrr -- 

t 

4irr* - 2V 



= 3 /Z 

\2ir’ 


1 es un punto maximo local y 3 un punto mmimo local. 
25. (a) Tenemos 

= fix) para algiln x de (a, b) 

b — a 

> M, 

as! pues, f(b) — f{a) > A/(7> — a). 

(b) Tenemos 


= fix) para algun x de {a, b) 

b — a 

< m, 

asi pues, f{b) — fa) < mib — a). 

(c) Si | /(jc) | < M para todo x de [a, b], entonces —M < f(x) < M, de 
modo que 
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/(«) - M(b - a) < f{b) < f(a) + M(L - a). 


\f{b) - fa )| < M(b - a). 

28. (a) fix) = —cos x + a para algun numero a (puesto que fix) = —cos x es 

una de tales funciones, y dos cualesquiera de ellas difleren en una cons- 
tante). 

(b) f'{x) = x 4 /4 + a para algun numero a, de modo que f(x) = x 5 /20 + ax 
+ b para ciertos numeros a y b. 

(c) f"(x) = x 2 j2 + x'/3 + a para cierto a, de modo que f'(x) = x 3 /6 + x*/l2 + 
+ ax + b para ciertos a y b, de donde fix) — jr*/24 + r*/60 + ax 2 /2 + 
+ bx + c para ciertos numeros a, b y c. De modo equivalente, y mas 
sencillo, fix) = x'/24 + x’/60 + ax~ + bx + c para ciertos numeros a, 
bye. 

29. (a) Puesto que s”it) = —32, tenemos s'it) = —32 + a para cierto a, de modo 

que s(t) = —16 1 1 + at + j 3 para algun a y 

(b) Evidentemente, j(0) = 0 + 0 + fi y s'(0) = 0 + a. Asi pues, a = v 0 

y P — s„. 

(c) En este caso, j 0 = 0 y v 0 = v, de modo que s(t) = —16r 2 + vt. El valor 
maximo de s se presenta cuando 0 = s'(t) = —32f + v, o bien t = v/32, 
de modo que el valor maximo es 


- - 16 (: 


-v 2 , 


= - + 


64 

32 

_ V*. 

~ 64* 



En aquel momento la velocidad es evidentemente 0, pero la aceleracion 
es —32 (lo mismo que en cualquier instante). El peso da en el suelo en 
el tiempo t > 0 en que 

0 = = —16 t 2 + vt, 

o bien t — v/16 (invierte el mismo tiempo en llegar abajo que el que 
invirtio en alcanzar el punto mas alto). La velocidad es entonces 



878 


Soluciones a problemas seleccionados 


s'W 16) = -32^) + » 


(la misma velocidad con que inicio el movimiento hacia arriba). 
Aplicar el teorema del valor medio a /(*) = \Tx sobre [64, 66 ]: 


VGG - V64 ... 1 

—77 - 77 — — f ( x ) = - 7 =- para algun x de [64, 66 ]. 

66 - 64 2 V x 

Puesto que 64 < x < 81, tenemos 8 < \f~x < 9, de modo que 

1 Wg - 8 1 

<-r- < 


2 • 9 ' 2 2-8 

48. La regia de PHopital no conduce a la ecuacion 

3x 2 +1 6x 

lim —- = hm — 

x— ► i 2x 3 x—> i 2 


puesto que lim 3x 2 + 1 ^ 0. 


49. (i) 

x .1 

lim- = lim- = lim cos 2 x = 1 . 

x— »o tg x z —>0 sec 2 x x—*o 

(ii) 

.. cos 2 x — 1 2 sen. x cos x 

hm- = lim- = 1 . 

z—>0 X 2 x—>0 2* 


CAPfTULO 12 

1. (i) / _1 (jc) = (x— 1) 1/3 . (Si y = f~ 1 (x), entonces x = f(y) = y 3 + 1, 

donde y = (x — 1 ) 1/3 .) 

(iii) / _1 = /. (Si y = / - 1 (jc), entonces 

x = = | y racional 

l — y, y irracional; 
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puesto que ±y es racional o irracional al mismo tiempo que y, tene- 
mos y = x si x es racional, e y = —x si x es irracional, de modo que 
y = /(*)•) 


(v) 


(x, XT* at, 

f~ l (x) = | ai_i, * = a it 

{ a ny x = ail. 


» On 

2, ...» H 


(vii) / 1 = /• 

2. (i) f~ l es creciente y / _1 (jc) no esti definida para x < 0. 

(iii) / _1 es decreciente y / _1 (jc) no esti definida para * < 0. 

3. Supongase que f es creciente. Sea a < b. Entonces f~\a) =f=- f~ l {b), ya que 
/ _1 es uno-uno. De este modo, o bien f~\a) < f~ l {b), o bien f~\a) > f~\b). 
Pero si f~ l (a) > f~\b), entonces 


b = /(/-!(*)) < /(T'W) - «. 

lo cual es ima contradiction. La demostracion para f decreciente es analoga, 
o tambien se puede considerar — f en vez. 

4. Evidentemente, / + g es creciente, ya que si f(a) < fib) y g(a) < g(b), en¬ 
tonces if 4- gXa) = f(a) + g(a) < fib) 4- g(b) = (/ 4- g)(b). 

f-g no es necesariamente creciente; por ejemplo, si fix) — g(x) = x. (Pero 
f-g es creciente si /(*)> 0 para todo x.) 

fog es creciente, ya que si a < b, entonces g(a) < g(b), de modo que 
Ma)) < Mb)). 

5. (a) Si if o gX*)= (f ° gXy)> de modo que M*)) = /(g(y». entonces g(x) = g(y), 

ya que / es uno-uno, asf que x = y por ser g uno-uno. 

( f o g)- 1 = g~ l o f~ l ; pues si y = if ° g)~ l (x)> entonces x — if° gXy) = 
— f(g(y))> de modo que g(y) = f'\x\ de donde y = g _1 (/ _1 (*))- 

6. Si fix) = f(y), entonces 

ax -f- b _ ay 4* b 
cx + d cy +■ i 

de modo que 

acxy -f* bey + adx -f- bd — aexy + ady + bex + bd. 
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o 


ad(x — y) — bc(x — y). 

Si ad ^ be, esto implica que x — y = 0. (Pero si ad = be, entonces f(x) = f(y ) 
para todos los x e y del dominio de /). Si y = / _1 (x)» entonces x = f(y), de 
modo que 


_ ay + b 

x — -j 

cy + d 

de donde 

r — \r \ dx “l - b . 

J (*) = y = -> para x a/c. 

cx — a 

1. (i) Aquellos intervalos [a, b] que estin contenidos en (— oo, 0] o [0, 2] 

o [2, oo), ya que f es creciente sobre (— oo, 0] y [2, oo), y decreciente 

sobre [0, 2]. 

(iii) Aquellos intervalos [a, b] que estan contenidos en (— oo, 0] o [0, oo), 

ya que / es creciente sobre (— oo, 0] y decreciente sobre [0, oo). 

17. La formula de la derivada es: 

dx _ 1 

dy dy 
dx 

(En esta formula se sobrentiende que dxjdy significa (/ _1 )'(y), mientras que 
dy/dx es una «expresion en x» y en la solution final x debe ser sustituida 
por y, por medio de la ecuacion y — fix)-) 

El calculo del problema 17, una vez completado, demuestra que 

dx lln 11 

dx ~ nix 11 ") 71 - 1 ~ njc 1-(1/n) 

1 

= _ x (l/n)-l^ 

n 

18. g\x) = *(r‘)'w + r 1 w - F\r i (*)) ■ (nr w 
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= xir i nx) + r\ X ) - f(n.{ X )) • innx) 
= linn*) + mx) - xcrroc) 

= r i w. 


19. (i) 


/jl— iy/^\ __ 1 ^ 

v K J h'/k-uxn k'frw 


h'm*)) h\0) sen* (sen 1) 


20. Puesto que 


(ny(x) 71 r*M)' 


tenemos 

rz-.v'M = -nnw-im*) 
LT(r'W)] 1 
-r(r‘W) 
[/'(r‘W)3* 


CAPfTULO 13 


1. Si P» = {(,./.} es la partition con f, = ifr/n, entonces 


£(/, P.) = V (<<-«)> • - fc-i) 


n 



_ * 4 i >-d 4 , (* - d» , («- D 2 

n 4 L 4 + 2 + 4 


y andlogamente, 
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U<J ’ p " ] = 5 / 

i = 1 


__ ^ [V , n^l 

""7 4 L4" h 2" h 4j‘ 


Evidentemente US, P n ) y U(j, P n ) pueden aproximarse tanto como se quiera 
a fi 4 /4 eligiendo n suficientemente grande, de modo que U(j, P n ) Lift Pn) 
puede hacerse tan pequeno como se quiera, eligiendo n suficientemente 
grande. Esto demuestra que f es integrable. Ademas, existe solamente un 

numero a con L(f, P n )<a<U(f, P n ) para todo n; puesto que x 3 dx 

tiene esta propiedad, la demostracion de que x 3 dx = d 4 /4 quedard com- 

pleta una vez que demostremos que L(f, P n ) <= b 4 fA< U(f, P n ) para todo n. 
Esto puede hacerse mediante un calculo directo, pero en realidad es conse- 
cuencia del hecho de que L(f, P„) y U(f, P„) pueden aproximarse tanto como 
se quiera a fi 4 /4 eligiendo n suficientemente grande. Efectivamente, si fuese 

verdad que fi 4 /4 cj* x 3 dx, entonces no se podria aproximar U(f, P„) tanto 
como se quisiera a fi 4 /4 eligiendo n suficientemente grande, ya que cada 

C b r 

U(f, P n )> x 3 dx, y andlogamente tampoco podemos tener b*l 4 > J o x 3 dx. 
2. Tenemos 


b 6 [(n - l) 5 , (n - l) 4 , (n - l) 3 
- -1-^- “I ; 


x b & r 

Uf,Pn) = -\ 

6 5 f« 6 . n 4 . n 3 « I 
U(J, P^) = - y + j + 3 30 J' 


(n- 1)1 

30 J’ 


Evidentemente L(f, P») y U(f, P n ) pueden aproximarse tanto como se quiera 
a b 5 /5 eligiendo n suficientemente grande. Lo mismo que en el problema 1, 

esto implica que f x 4 dx = b s /5. 

© /.*/- 0." 

(iii) /„’ f = 3- 

(v) / es no integrable. 
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(vii) ///=!■ 


8. (i) 


(Hi) 


(Para una demostracion rigurosa de que las funciones de (i), (iii) y (vii) 
son integrates, vease el problema 21. Los valores de las integrales, 
que se desprenden claramente de la representation geometrica, pueden 
tambien deducirse con rigor aplicando las ideas de la demostracidn 
del problema 21.haciendo uso de integrales conocidas.) 


■Jin 2 V 2 

[(1 - **) - ix = —-• 
-y/2/2 3 


/ 


(v) 


9. 


/: 


[(at 2 — 2x + 4) — x 2 ] dx = 4. 


fa (f d f(*)s(y) d y) dx = ff (f( x ) f d siy) dy) dx (aquf la constante es /(*)) 

= ff giy) d y • ff fix) dx 

(aquf la constante es J* g(y ) dy) 


14. 


24. 


(a) Evidentemente L(f, P) > 0 para toda particidn P. 

(b) Aplxquese la parte (a) a f — g y Mgase uso del hccho de ser 

(a) Evidentemente 

m(b - a) < L(f , P) < U(f, P) < M(b - a) 
para todas las particiones P de [a, b ]. En consecuencia, 

m{b — a) < f* f{x) dx < M(b — a). 


Asf pues. 


A* 


- f* fix) dx 
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satisface m<p<M. 

(b) Sean m y M los valores mmimo y maximo de f sobre [a, b]. Puesto 
que / es continua, toma los valores m y M, y en consecuencia el nu- 
mero fx de la parte (a). 

34. (a) 0. 

(b) i 

38. Puesto que 

-i/i </< i/i, 

tenemos 

de modo que 

(El problema 37 implica que f* |/| tiene sentido.) 


CAPITULO 14 


1. (i) (sen 3 x 3 ) • 3x 2 . 

(iii) f‘ --- dt. 

J8 1 -M 2 + sen 2 f 

P 1 
( v ) / - 

J a 1 + f 2 + sen 2 1 

(vii) (F~ 1 ) , (x) = --- = F~'{x). 


2. (i) Todo *^1. 

(iii) Todo* 7 ^ 1 . 

(v) Todo x . 

(vii) Todo jc ^ 0. (F no es derivable en 0, puesto que F{x) = 0 para x < 0, 
pero existen x > 0 tan proximos como se quiera de 0 con F(x) = ^.) 
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5. (i) 


(f~ l Y( 0) =--- =--- 

nr x m * + sen(sen (f~K 0 ))) 

1 


= 1 . 


1 + sen(sen 0 )) 

12 . F(x) = x J* f{t) dt, de donde 

f'(x) = */(*) + /;/(<> dt. 

15. /(*) = (’([’ ([’ 7 1 <*) <&) 

yo \7o \yo v 1 -j- sen 2 £ / / 


17. Podemos elegir 


/w = 


*<l/*)+l 

- +1 
n 


Entonces 


I 


Vxdx-m-m = 


^d/»)+i 

- + i 

n 


CAPITULO 15 


1. (0 

_ 1 _ # 1 _ 1 _ 

1 + arctg 2 ( arctg x) 1 -j- arctg 2 x 1 + * 2 

M 

- — - 7 ---— • fsec 2 x arctg x + ———V 

1 + ( tg x arctg x) 2 \ 1 + x 2 ) 

2. (i) 0. 1 

(iii) 0. 

(v) 0 . 

7 - (a) sen lx — sen (a: + *) = sen x cos x + cos x sen x = 2 sen x cos x. 

cbs 2x cos 2 Jr—-sen 2 x = 2 cos 3 x —1 = 1 — 2 sen 2 x. 

sen 3x = sen (2x + x) = sen 2* cos * + cos lx sen * 

= 2 sen x cos 2 x + (cos 2 x — sen 2 x) sen x 
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= 3 sen x cos 2 x — sen 3 x. 
cos 3 jc = cos (2x 4- jc) = cos 2x cos x — sen 2x sen x 

— ( C0S 2 x — sen 2 x) cos x = 2 sen 2 * cos x 
= cos 3 x — sen 2 x cos jc — 2 sen 2 * cos * 
= cos 3 x — 3 sen 2 x cos x 
= 4 cos 3 x — 3 cos x. 

(b) Por ser cos jt/ 4 > 0 y 

0 = cos - = cos 2 • - =2 cos 2 - — 1, 

2 4 4 


tenemos cos */4 = Se sigue, por ser sen n/A > 0 y sen 2 4-cos 2 1 , 

que sen rr/4 = v/572, y en consecuencla' tan *r/4 = 1 . Andlogamente, al 
ser cos jt/6 > 0 y 

0 == cos — = cos 3 • — = 4 cos 3 — — 3 cos —> 

2 6 6 o 


9. 


tenemos cos n/6 = /37I Se sigue, por ser n/6 > 0, que sen W6 

= 4q7W = i 


(a) 


tg(jf +y) 


sen (x + jy) 
cos(x + y) 

sen x cos y + cos x sen y 
cos x cos y — sen x seny 

sen x cos y , cos x sen y 
-- 

cos x cos y cos x cos y 
cos x cos y _ sen x sen y 
cos x cos y cos x cos y 
tg x 4- tg y 
1 - tg x tg y 


(b) segun la parte (a) tenemos 

tg ( arctg x) + tg ( arctg y) 
tg( arctg ^ + arctg y) - - _ — x) tg ( arct ^) 

x + y ^ 

1 — xy 
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siempre que arctg x, arctg y y arctg x + arctg y=£kn + n/2. A1 ser 
—ff/2 < arctg x, arctg y < n(2, esto se cumple siempre excepto cuando 
arctg x + arctg y — ± *12, lo ciial equivale a xy = 1. A partir de 
esta ecuacion podemos concluir que 


arctg * + arctg y = 



siempre que arctg * 4- arctg y este en (— n/2, n/2), lo cual se cumple 
siempre que xy < 1. (Si x, y > 0 y xy > 1, de modo que arctg x + 
+ arctg y > ir/2, entonces debemos sumar if al segundo miembro, y si 
x, y < 0 y xy > 1, de modo que arctg jc + arctg y < — n/2, entonces 
debemos restar n.) 

11. La primera formula se obtiene restando la segunda de la primera de las dos 
ecuaciones siguientes: 

cos (m — n)x — cos (mx — nx) = cos mx cos {—nx) — sen mx sen (—nx) 

= cos mx cos nx + sen mx sen nx, 
cos (m + n)x = cos mx cos nx — sen mx sen nx. 


Las otras fdrmulas se obtienen de manera an&loga. 

12. Se sigue del problema 11 que si m=£ n, entonces 

f** sen mx sen nx dx — \ [cos(m — n)x — cos(m + n)x] dx 
__ 1 sen(m — n)ir _ sen(m -f n)ir 


2lL 


m — n 


m + 


n) tt" 
n 


[ sen (m — n)w 

sen(m + 

L m — n 

m + n Jl 


= 0 . 

pero si m — n, entonces 


J** sen mx sen nx dx — \ f** 1 — cos(m + n)x dx 

= £{|V — cos(m + n)i r] — [—t — cos (m + n)*]} 


= TT. 


Las otras formulas se demuestran de manera an&loga. 
15. (a) Tenemos 
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cos 2x = cos 2 x — sen 2 x 
= 1—2 sen 2 x 
— 2 cos 2 x — 1. 

Asi pues, 

„ 1 — cos 2x 

sen 2 x = -> 

2 

„ 1 4* cos 2x 

cos 2 * =--- 

2 

(b) Estas formulas derivan de la parte (a), puesto que cos x/2 > 0 y 
sen x/2 >0 (al ser 0 < * < njl). 

(c) 

f sen 2 x dx — f - - CO -—^ x dx = - (b — a) — j (sen 2b — sen 2d). 

Ja J a 2 2 4 

[ cos 2 x dx — f C ° S — dx = ^ {b — a) + - (sen 2b — sen 2a). 

Ja Ja 2 2 4 


19. 

20 . 

21 . 


(a) arctg 1 — arctg 0 = 7 t/4. 

(b) lim arctg * — arctg 0 = 7 t/2. 

X—♦ 00 


lim * sen - 

x—► « X 


lim - sen x = 1. 

x—»0 + * 


(a) (sen°)'(x) = ^cos(^) = ~ ««•(*). 


(cos°)'(*) = * — sen (\ = -sen°(*). 

v w 180 \180/ 180 


sen * sen(7r*/180) 7r sen(7T*/180) 

(b) lim- = lim- = lim —— *--— 

z-»o * x—»o * x->o 180 7r*/180 

1 sen 0 * 7r 

hm *sen - = lim- = —— • 

x —► ® * x—*o + * 180 


7T 

180 


CAPfTULO 17 


1. (i) 


e e ‘‘ • e e “ 


• • «*. 
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(iii) (sen [(log(sen x)) • cos(sen x) * cos x 

-f* (cos x/sen x) • sen (sen x)]. 

(v) sen x N,u, ' K, " j: [(log(sen x)) * sen x' cux 

• {(log(sen x)) • cos x + (cos x/sen x) • sen x} 

+ (cos x/sen x) • sen x 


(vii) arcsen ”‘T(log (arcsen (“))) • 


(cos e x )e* 
sen <?* 


4* log (sen e x ) 


sen x — cos x 


arcsenI 


(—)>/»-(—)' 

Vsenx/ Vsenx/ 

(ix) (log x) 108 * • [ log (log x) * - + log X • —• -]• 

L x log x xj 


• sen* x 


5. (i) 0. 

(iii) h 

(v) i- 

7. (a) 


cosh 2 x — senh 2 x — (“y”) “ 

= [- + - + ■ 

L 4 2 


7 



■tf 2 * 

i . 



. 4 

"2 H 

h ^rJ 


= 1. 


(c) 


senhxcosh, + coshxsenhjy = (fZtiZ) (fLl*Z) 

_ e ~ x+v , * z_v i, <r _z_v ] 

“ LT + _ 4 4 + “T J + |_T~ + 4 4 J 


4 ' 4 4 


senh (x + y). 


(e) A1 ser 


senh x = 
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tenemos 


e* — e ~* 

senh'(*) = - — cosh x. 


(g) A1 ser 


senh x 
tgh * = —-—> 
cosh x 


tenemos 


tgh'O) = 


(cosh x) 2 — (senh*) 2 


1 


cosh 2 x 

8. (a) Si y = arg cosh x, entonces x > 0 y 


cosh 2 x 


segun la parte (a). 


x = cosh y = V1 -f- senh 2 y segun la parte (a). 

As! pues, 

senh (arg cosh x) = senh y = Vx 2 - 1 puesto que senh y > 0 para y > 0. 

(c) 

(arg senh )'{x) = 


1 


senh'(arg senh(*)) 

_ 1 

cosh (arg senh(*)) 

1 

segun la parte (b). 


Vi + 


(e) 


(arg tgh)'(x) = 


1 


tgh'(arg tghW) 
= cosh 2 (arg tgh(x)). 
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Ahora bien. 


tgh 2 y +-= 1 segun el problema 7 (b), 

cosh 2 y 


as! pues, 

«gh’(arg tgh(*)) + cosh , (arg 1 ^ = *’ 
o 

cosh 2 (arg tgh (at)) = 


9. (a) Si y = arg senh jc, entonces 


x = senh y = 




asi pues. 


^ = 2x, 

e* - 2x# - 1 - 0 , __ 

„ 2x ± V4x 2 + 4 
r = --- 


de donde 


# = x + Vl + x 2 puesto que ^ > 0 


^ = arg senh * = log(x + V* 1 + at 2 ). 
An&logamente, 

arg cosh x = 1o$(a: 4- Vx 2 — 1), 
arg tgh x = log(l 4" at) — ^log(l — at). 


' c 
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n i 

Ja V\~ + X 2 ^ = ^ _ ai " g SCnh a SegUl1 d Pr ° b,ema 8 ( C ) 

= log(6 + Vi + b 2 ) - log (a + vr+ a 2 ). 

/ b | _ _ 

\y x T_ ^ dx = ~ ~ log (a + V a 2 — 1). 

[ b 1 1 

J a TT? dx = 2 [1 ° g(1 + b) ~ l0 ^ (1 “ b ) ~ lo S(l + a) + log(l - „)]. 

12. (a) lim a* = lim r clo «°. A1 ser log a < 0, tenemos lim * log; a = - oo 

x —► qo x —► oo O y 


de donde lim e xlo « a = 0. 

X —> oo 

f s .. (log x) n V* 

(c) lim ^—2-- = lim — = 0. 

*-»« A r*« 

(e) lim ** = lim * 21 ° 82 . Ahora bien, lim * log a = 0 segun la parte (d) de 

x->0+ x —>0 + x—*0 + ^ v 

donde lim x x — \. 

x— »0 + 

16. (a) lim log(l + y)/y = log'(l) = 1. 

2/—► 0 

(b) lim a log(l + \/x) = lim log(l + y)/y = 1. 

oo V-*0 + 

(c) 

e = exp(l) = exp(lim a log(l -f 1 A)) 

X—► 00 

(*) = lim exp (a log(l + 1 A)) 

= lim (1 + 1A)*. 

X —> *> 

(La igualdad marcada con un asterisco depende de la continuidad de 
exp en 1, y puede justificarse como sigue. Para todo e > 0 existe algun 
<^ >0 tal que \e exp y\ < e para [y—1| < 8. Ademas, existe al¬ 
gun N tal que \x log (1 + 1/a) — 1| < iS para x > N. Por lo tanto, 
k — X log (1 + 1/JC)| < e para a- > N. 


e a = Llim (1 + 1A)? = lim (1 + lA) a 

i—* » ar_> oo 

= lim (1 + lA) ax = lim (1 -f a/yf. 
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18. A1 cabo de un ano, el numero de pesetas producidas por una inversidn ini - 
cial de una peseta sera 

lim (1 + a/100 x) x = e a ' 100 . 

X —► 00 

19. (a) Evidentemente, / '( x ) = 1/x para x > 0. Si x < 0, entonces 

f{x) = log (-x), de modo que/' (x) - (- l)*l/(- x) = 1/x. 

(b) Podemos poner log|/| en la forma g°f siendo g(x) = log|xj la fun- 
cion de la parte (a). De este modo (log | /|)' = (g' o /)•/'= 1 /ff\ 

20. Sea g(x) = f(x)le cx . Entonces 

g/{x) = e cx f(x) -- f(x)cf 

e 2cx ■■ ■. 

= 0, 

de modo que existe algun numero k tal que g(x) = k para todo x. 

21. (a) Segun el problema 20, existe algun k tal que A(r) = ke ct . Entonces 

k = ke u t = a„. Asi pues, A(t) =A 0 e ct . 

(b) Si A(t + r) = A (/)/2, entonces 

Aoe cl+CT = 

2 

de modo que e ct e ,T = e ct /2 o e Cr ~ de donde r = —(log 2)/c. Se 
comprueba fdcilmente que este ~ resuelve efectivamente la cuestidn. 

22. La ley de Newton afirma que, para un cierto numero (positivo) c, 

T'{t) = c{T — AO, 

lo cual puede ponerse 

(T - MY = c(T - M). 

De este modo, segun el problema 16, existe algun numero k tal que 

T(t) — M — ke et y 
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y k = ke 0 ' 1 — T(0) = TV Asi pues, T{t) = M T 0 e ct . 

CAPITULO 18 

i. (i) {</x* + yTx/^Tx = x 1110 + X” 1 /*). 

_l_ Vx - l - Vx + 1 

^ Vx - 1 + Vx + 1 ~~ -2 

(iii) («■ + #*• + «**)A te = + * -22 + r*. 

(iv) (?jb x = (a A)* = * xlo « (a/6) . 

(v) tg 2 x = sec 2 a: — 1 . 

(vi) _1_!£-. 


, ... 1 _ l/« 

™ V a * - ** Vl - (*/a) J 

v 1 1 — sen * 1 — sen x 

(viii) —- = ;-— =-;- = sec 2 x - sec x tg x. 

1 + sen x 1 — sen 2 x cos 2 x 

x 8x 2 + 6x + 4 n _ 6 

(u ° “7T1- 8x ~ 2 + 7T~\ 

(x) >■■■*. = , 1 - — 

V2x - x 2 Vl - (x - l) 2 

2. (i) — cos <r z . (Pdngase w = e*.) 

(iii) (log x) 2 /2. (Pdngase w = log x.) 

(v) <?«\ (Pdngase u — e e \) 

(vii) le'/*. (Pdngase u — Vx.) 

(ix) — (log(cos x)) 2 /2. (Pdngase u = log (cos x).)’ 

3. (i) JxV dx = xV — /2x<? x dx = xV — [2xtf* — fe* dx] 

= xV - 2x** + 2e x . 

(iii) Tenemos 


*°* sen bx dx = 


«°* sen ix 


b f 

-/ *°* cos 

b [e** cos ix i f I 

--/ (f®* (— sen ix) dx I, 

a L a nj J 


^°* sen ix i cos ix i 
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de donde 


/ 


a b 

e ax sen bx dx = -r— —— e ax sen bx - r: e ax cos bx. 


a 2 + b 2 


a 2 + b 2 


(v) Utilizando el resultado /(log x) 2 dx = x(log x) 2 — 2x(log x) 4* 2x 
del texto tenemos 

J (log x) 3 dx = [x(log x) 2 — 2x(log x) + 2x]log x 

- j - [x(log x) 2 - 2x(log x) + 2x] dx 

= x(log x) 3 — 2x(log x) 2 + 2x log x 

— J (log x) 2 dx + 2[x log x - x] — 2x 

— x(log x) 3 — 2x(log x) 2 + 2x log x 

— [x(log x) 2 — 2x(log x) 4- 2x] + 2[x log x — x] — 2x 
= x(log x) 3 — 3x(log x) 2 4- 6x log x — 6x. 

(vii) / sec 3 x dx = /(sec 2 x)(sec x) dx = tg x sec x 

— /( tg x)(sec x tg x) dx 

= tg x sec x — / sec x(sec 2 x — 1) dx 

= tg x sec x — J sec 3 x dx 4- J sec x dx, 

de donde 

/ sec 3 x </x = £[ tg x sec x + log (sec x + tg x)]. 

(ix) J Vxlogx dx = ^y-logx -| J^^dx 

2x 312 . 2 f 

log x $ J 

4 


3 

2x 8/2 


x 1/2 dx 


log x 


,3/2 


4. (i) Pongamos x = sen w, dx = cos u du. La integral se convierte en 
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(iii) Pongase x — sec u, dx — sec u tg u du. La integral se convierte en 

/ sec a tg a du f , _ , , » 

— 7 ===== = ======= = / sec u du = log (sec a + tg u) 

Vsec 2 a-1 J 

= log(* + V X 2 — 1). 

(v) P6ngase x = sen u, dx — cos u du. La integral se convierte en 

/ cos u du f 

- . -= = /cosec u du = — log (cosec u + ctg u) 

sen a VI - sen 2 u J 


(vii) Pongase x = sen u, dx = cos u du. La integral se convierte en 
J (sen 3 u cos a) cos u du = J sen 3 u cos 2 u du = J (sena)(l — cos 2 «)cos 2 u du 


— J (sen a) (cos 2 a — cos 4 a) du = — 


cos* a cos 6 a 

—-- 1 --— 


(1 - x 2 ) 2 ' 2 (1 - * 2 ) 6 ' 2 

3 + 5 


(ix) Pongase x = tg u, dx = sec 2 u du. La integral se convierte en 
J sec a sec 2 a du = / sec* a du 

= tg aseca-f log (sec a + tg a)] segun el problema 3(vii) 
= i[x Vl -f x 2 + log(x + Vl + x 2 )]. 

5. (i) Pdngase a = V x + 1, x = a 2 — 1, dx = 2a rfa.La integral se con¬ 

vierte en 


= 2u-2 log(l + u) = 2 V x + 1 - 2 log(l +Vx+ 1). 
(iii) Pdngase a = x 1/6 , x = a 6 , dx = 6a 5 du. La integral se convierte en 

6a 6 du f / 1 \ 

" 8 = 6 J ^a 2 — a + 1-—j </a = 2a* — 3a 2 -f 6a — 6 log (a + 1) 
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(v) Pdngase u = tg x — arctg u, dx — duj( 1 + m 2 ). La integral se 
convierte en 


/ 


du 


du 


(1 + a J )(2 + a) 5 7 V2 + a 1+ aV 

= - ( — - - f d u + -[ _*L_ 

5 7 2 + a lOjl+a* 5 J 1 + u 1 


1 1 2 
= - log(2 + «) - — log(l + u 2 ) + - arctg u 

= \ log (2 + tg x) - log (1 + tg 2 x) + - x. 

(vii) P6ngase u = 2 X , x — (log «)/(log 2), dx — du/(u log 2). La inte¬ 
gral se convierte en 


_L fj^±L du = ^L f( 1+ -l^LU 

log 2 J (u + 1)« log 2 J \ u(u + 1)/ 

= _i_ f( 1+ i __i_\ 

log 2 J \ u u + 1/ 
1 


du 


log 2 
1 

log 2 


[u + log u — 2 log(« H- 1)] 

[2* + x log 2 - 21og(2* + 1)]. 


(ix) P6ngase u — V*, x = u 2 > dx — 2u.du. La integral se convierte en 

y/ \ — u 2 2 u du 


/ 


\ u 


Pdngase ahora u = sen y, du = cos y Jy. La integral se convierte en 
J 2 cosy sen y cosy ^ _ 0 f (1 - sen 2 y)seny 


sen y 


dy = 2f <L=JS 


seny 


dy 


as 2 


J (1 sen y )sen y </y 
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2 J sen;/ dy + J 1 — cos 2 y dy 


= —2 cos y + y — 


sen 2 y 


— 2 cos y + y — sen y cos y 


= -2 Vl — u 2 + arcsen a — u V1 — u 2 
= -2 Vl — x + arcsen V^ - V^Vl — x. 


/ 


La sustitucion u = V1 — at, * = 1 — u 2 , dx = —2udu lleva a 
j' —2u 2 du 

J l - Vi - J 

y la sustitucion u = sen y lleva entonces a 
■ 2 sen 2 y cos y </y 

= — 2 sen y — y — sen y cos y 


1 — cosy 


— —2u — arcsen u — u Vl — w 2 
= — 2 V1 — * — arcsen Vl — a - — V1 — * V*. 


Las soluciones concuerdan, puesto que 




arcsen v x =-arcsen V1 — * 

2 


(compruebese esto comparando sus derivadas y sus valores para 
x = 0). 

6. En estos problemas / designara la integral de origen. 


(i) 


7 - [-?-*+ 

J x — 1 J (x + l) 2 




= 2 log (at - 1) - 


* + 1 


(iii) 


/ = f -?- dx + [ -—- dx 

J (x — l) 2 J (x + l) 3 
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1 


(* " 1) (* + l) 2 


(v) 


(vii) 


■ll 


2x 


dx -j- 


/ 


x 2 + 1 J x 2 + 1 

= ?|-log(* 2 + 1) + 4 arctg x. 


dx 


l (i+ 1 ) * + / (j s +<+ 1 ) 

-MW 


dx 


2x -f 1 


^ 2 _^ | 


dx 


1 7- 


+ x+\ 


dx. 


Ahora bien. 


f i dx _ /*_L 

J x 2 -f * 4- 1 J (x + i) 

'7 f £(- d ] 


+ i 

i 




+ 1 


31 iv- 

= rir arct8 0iG + 0) 

2 V3 

or/'Tft t 

V5 


1 V 3 

arctg ( 3 ? (* + 0 )’ 


de donde 


I =. log(x + 1) + log(x 2 + x + 1) f 


arc,g 0 3 - G + 0) 


(ix) 

/ 


/ 


2x + 1 


(* 2 + * + l ) 2 


dx — 


f—L 

J (x 2 -f x 


+ 1 ) : 


dx 
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/* 2 * + 1 ^ 16 - 

f 

I (x‘ + x + iy 9 J 


r 2 

V 3 

k): 

,+ o 


Ahora la sustitucidn 

u = Vi( x + l)’‘ lx = y T du 

cambia la segunda integral en 

_ I 6 /S /3 f du 

9 2 J (a 2 +l) 2 ’ 


Utilizando la fdrmula de reduccidn, esto puede ponerse 


8v/ 3f « t-1 _ 8Vj r log(ui + il + 1 aretg u 

9 [_2(n 2 + 1) 2 7 «* + 1J 9 L 4 2 

de donde 


I = 


1 

x 2 + * + 1 


-^log g (»• + *+ 1)) 

4 V^3 
9 



13. La ecuaci6n fe* sen xdx = e* sen * —cos x — fe* sen xdx significa 
que cuaiquier funcidn F con F'(x) = e* sen x puede escribirse F(x) = 
= e* sen x — e* cos x — G(x), donde G es otra funcidn con G'(x) = e* sen x 
Por supuesto, G = F + c para algun c, pero no se cumple necesariamente 
que F = G. 


(a) 


j arcs;en* dx = j 1 • arcsenx dx = x arcsenx — j 


V 1 - 




15 . 
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= x arcsen x 


+ Vl- 


(a) 


/ 


. , sen 3 x cos x , 

sen 4 x dx --1- 


sen 2 x dx 


sen 3 x cos x 


M 

/■"] 


sen 3 x cos x 3 sen x cos x , 3 

-— x 

4 8 8 


/-** -i <:-=¥*)'*-1 a - 


cos 2 x , cos 2 2 x\ , 
—i 1-:— ) dx 


x sen 2x . 1 f 1 + cos Ax , 

+ t / -r- dx 

4 


4 

x 

4 

3a: 

T 


4 

sen 2x 


\s 


+ 


2 

sen 4* 

T 




sen 2* sen 4* 

“r 


4 32 

(b) Se sigue que estas dos soluciones. son uha misma, puesto que tienen el 
mismo valor para x = 0. 


(a) 

sen" x dx = / (sen x)(sen n-1 x) dx 

= — cos x sen" -1 * + {n — 1)/(cos *)(sen n-2 x) (cos x) dx 
= — cos x sen" -1 x + (n — 1)/(sen" -2 x — sen" x) dx, 


de donde 


j sen" x dx — — - cos x sen" 1 x + ~r - j sen" 


x dx. 


(b) 


/ cos" x dx = / (cos x) (cos" -1 x) dx 

= sen x cos" -1 x + (n — 1)/ sen x(cos" -2 x)sen x dx 
= sen x cos" -1 x + (n — l)/(cos" -2 x — cos" x) dx, 

de donde 
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J cos” 


, 1 1 
x dx = - sen * cos 1 x + 
n 


— f cos”- 
n J 


2 x dx. 


I 


(c) 

dx 


(1 + x 2 )” / 

-/ 
-/ 


dx 




* 2 dx 


(1 + a : 2 )”" 1 y (1 + X 2 )” 
dx f x 


--(* 
I ” 1 J 


(i + x 2 )”- 1 J (l + * 2 )” 
dx 


dx 


__[_£_ 

(l+x J )"-' L2(l - n)(l + x ! )”~' 

~~ / 2(1 - «)(1 + * 2 ) 




n—1 ^ 


/ 


de donde 

dx __ 

(T+7r ~~ 2(n - 1) (* 2 + l) n_1 2(n 


1 


(2n - 3) 


f l— d , 

- 1) J (X 2 + !)*-> 


Podemos tambien utilizar la sustitucion jc = tg u, dx — sec 2 u du, la 
cual cambia la integral en 


f sec 2 u du _ f 

J sec 2 ” u J 


= / cos 2 ” 2 a du 

j 2^ 3 

-cos 2 ” -3 a sen a H-- / cos 2 ” -4 a du 

2n — 2 2 n 


HI 


1 


1 


+ 


2n — 3 


2n — 2 (Vl -f a - 2 ) 2 ” -3 Vi + a : 2 2 « 


HI 


dx 


(1 -+ a : 2 )”" 1 


1 


+ 


2a — 3 


2 (» - 1 ) (1 + a : 2 )”' 1 2 a 


51 / 




(1 + a : 2 )”" 1 


CAPITULO 19 

1. (i) P 3 . 0 W = + ex + *a: 2 + (5<?/3 !)* 3 . 

(iii) 


p ( s . (x ~ x/2) 2 (x - ir/2 ) 4 
4,t/ 2W = 1-—-r- 


2! 


4! 


+ 
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(-l) n (* -3T/2) 2 * 

(2 »)! 

(v) />„,.(*) -* + «(* - i) + 1) * + • • • + g( * ~ 1} ’ - 

2! n! 

(vii) Pi,o(x) = x -f AT 3 . 

(ix) An+l.ofc) = 1 — x 2 + X 4 — * • • -f (— l) n * 2n . 3 

2. Si f cs una funcidn polinomica de grado n, entonces = 0. Se sigue del 
teorema de Taylor que R nfi (x) = 0, de modo que /( jc ) = 

(i) —12 + 2(x — 3) + (*-3) 2 . 

(iii) 243 + 405(x - 3) + 270(* - 3) 2 + 90(* - 3) 3 + 15(* - 3) 4 
+ (x - 3) 8 . 

9 

3 - (i) Z (iriyi( yaque (d^ <1<rl,para2n + 2 - 19 ' 0 "- 9 } 


>. (i ) V Jzl)1- Lque^_ 

W w (2i + 1)! \ (2n + 2)! 

t”0 

(m) t?(^Tiyi( yaque ^(^ 


Hh 2)! 


< 10' 1 ' 20 para 2n + 2 > 18, 


w > 8^. 


(v) ^^(yaquc ^—| < 10 6 para n + 1 > 12, o n > 11^. 

8. (i) a = cn + bi. 

(iii) a = (t + 1 )at. 

(v) to = f* f(t) dt; d = ai—\/i para i > 0. 


CAPfTULO 21 


1. (i) 1 — n/(n + 1) = 1 /(n + 1) < e para n + 1 > 1/s. 

(iii) lim Vn 2 + 1 — vV- 1- 1 = lim (V / n 2 + 1 — 'V / n 2 ) + lim (v'n 


~ V« + 1) = 0 + 0 = 0. (Cada uno de estos dos limites puede 
demostr arse d el mismo modo que se demostro en el texto que 
lim(Vn + 1 — y/n) 0.) 
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(v) Evidentemente lim (log a)ln = 0. Asf, lim V~a = lim ^ (lo,a)/n = e° 

n —* «o «—»«8 

(segun el teorema 1) = 1. 

(vii) Vn 2 < Vn 2 + n < V / 2n 2 , de modo que (Vn) 2 < V« 2 + n < 

< Vi (\4) 2 , y lim (V^) 2 = lim V^2 (V^) 2 = 1 segun las par¬ 
ti—* « n—»•» 

tes (v) y (vi). 

(ix) Evidentemente a(n) < log 2 n, y lim (log 2 n)/n = 0. 

n—* •* 

(a) Si 0 < a < 2, entonces a 2 < 2a < 4, de modo que a < s/2a<.2. 

(b) La parte (a) demuestra que 

Vi < Vi < ^2 V 2 V 2 < • • • < 2, 


de modo que la sucesidn converge segun el teorema 2. 

(c) Si esta sucesion se designa por {a*}, entonces la sucesion {^2a*} es la 
misma que {o„ +1 }. De este modo la indicacidn demuestra que Z = \/ 21, 
o 1 = 2. 

8. Si jc es racional, entonces nlnx es un multiplo de n para n suficientemente 
grande, de modo que (cos n ! nx) 2 * = 1 para tales n, de donde 
lim (lim (cos n\nx) 2k )= 1. 

n—*00 fc-»oo 

Si jc es irracional, entonces rihrx no es un multiplo de n para ningun n, de 
modo que |cos rt\nx\ < 1, de donde lim (cos n ! nx) 2k = 0, por tanto /(jc) = 0. 


9. (i) 

(iii) 
(v) 


e x dx = e — 1. (Utilizar particiones de [0, 1] en n partes iguales.) 


r 

f —-— dx = log 2. 

f l 1 . = 1 

Jo (1 + *) 2 * 2 


CAPfTULO 22 


1. (i) Convergente (absolutamente), puesto que |(sen nd)/n 2 \ < Ijn 2 . 

(iii) Divergente, puesto que los 2 n primeros terminos tienen por suma 
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% + ... + l jn. (El teorema de Leibnitz no es aplicable, puesto que 
los terminos no son decrecientes en valor absoluto.) 

(v) Divergente, puesto que 

1 x i 
Vn' - 1 “ 2 

para n suficientemente grande. 

(vii) Convergente, puesto que 


lim 

n—►« 


(« + !)»/(>»+ 1)! 

« 2 / W * 


lim 

n —> • 



1 

n + 1 



(ix) Divergente, pues 1 / (log n) > 1/n. 

(xi) Convergente, puesto que 1/(log n) n < — paran > 9. 

(xiii) Divergente, puesto que 

n* 1 
n i + \ > 2n 


para n suficientemente grande. 

(xv) Divergente, puesto que 

[ N —*—dx = log (log N) - log (log 3) cuando N-* °°. 

J 3 x log x , .. 

(Observese que f(x) = 1/(jc log x) es decreciente sobre [3, oo), ya que 


f'(x) = —1— < 0 para* > e. 

(x log x) 2 

(xvii) Convergente, puesto que 1/n 2 (log, n) < 1/n 2 para n > 2. 
(xix) Convergente, puesto que 


lim 

R—» • 


2" + >(n + !)!/(» + l) n+1 
2 n n\/n * 


.. 2(n + 1)»" _ 

” ^ (n + 1)* +1 


lim 

R—»«0 




segun el problema 17-16. 

5. (a) Para cada N tenemos evidentemente 
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N 00 

0 < 2 «»10 -n < 9 £ 10“ B = 1, 

n * 1 n-» 1 

00 

de modo que ^ <z n 10“ n converge segun el criterio de acotacidn, y estd 

n «1 

entire 0 y 1. (En realidad, este numero se designa por 0,a 1 a 2 a 3 a 4 ... sola- 
mente cuando la sucesion {a*} no es eventualmente 0.) 

17. El drea de la region sombreada es La integral es 


K[1 — i] + ft — i] + [tV ~ 'sV] +•••)•“ Kft — ftl 4- ft — iV] 4- * 
= ikft 4- b + -sS - 4- tItb' +’**)•“ ift 4* tV + 4- ift? 4- * 

= i(l 4- i 4- -At 4- A- 4- * • •) — £(1 +1 +A + ' * *) 


0 




l 


l 


8 1-i 

-i 


CAPfTULO 23 


1 . (0 


(in) 


(v) 


/(*) = lim f n {x) 


-It 


x = 0 
0 <x< 1. 

{/»} no converge uniformemente hacia f. 

f(x) = lim / n (x) = 0 (puesto que lim X" = oo para x > 1). La suce- 

si6n {/ n } no converge imiformemente hacia /; en efecto, para un n 
cualquiera tenemos que / n (x) es grande para x suficientemente grande. 
f{x) = lim f n (x) = 0 y {/„} converge uniformemente hacia f, puesto 

»-*oo 

que |/ n (x)j < 1 In para todo x. 


1 v v2 

3. (0 -- 

a a 


x x 1 

1 T* 


on) j ( -D*( /)**. 

Jb-0 
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(v) V 

« 

(i) 

(iii) Si 


2k + 1 


,2*+l 


y2 y 3 u 4 

/W = -z- r—r + T—r 
2 3*2 4*3 


Ul < l 


entonccs 


V* V® 

= log(l + x) |*| < 1, 

de modo que para |*| < 1 tenemos f(x) — (1 4- x) log (1 4- x) — 
— (1 4- x) 4- c para algiin numero c. A1 scr /(0) = 0, tenemos c = 1, 
de modo que f(x) = (1 4- x) log (1 4- x) — x para \x\ < 1. 

6. Puesto que 


sen x 


oo 


(-l)y-H 
(2n + 1)! 


tenemos 


M-i 

n-0 


(2n 4* 1)! 


(observese que el segundo miembro es 1 para x — 0). Asf pues, 

(-D’ 


/«.<*» - 


-> k — 2n 
(2n + 1)! 

^ 0, k impar 


CAPITULO 24 


1. (i) |3 + 4*| = 5; 6 = arctg 

(iii) |(1 + :) 6 | = (|1 + *|)‘ = 1; puesto que t/ 4 = arctg 1/1 es un 

argumento de 1 4- /, un argumento de (1 4- 0 s es 5rr/4. 

( v ) |(|3 4“ 4i|)| = |5) * 5; $ *= 0. 
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2. (i) 


-i ± V -1 - 4 
2 _ 

-i ± V5 i 

2 

(-1 + V 5 )i (-1 - Vl)i 

- o -- 


(iii) x 2 + 2 ix — 1 = (x + 0 2 > de modo que la unica solucidn es x — —i. 

(v) * 3 _ x 2 — x — 2 = (x — 2)(x 2 + x + 1). Las soluciones son 

„ 1 , VI . 1 V3 . 

2} 2 2 2 2 U 

(i) Todos los z — iy con y real. 

(iii) Todos los z de la mgdiatriz del segmento rectilmeo de a a b. 

(v) Ningun z, puesto que |jc 4- iy\ < 1 — x implica que x> 1, y que 

x 3 4 y 2 < 1 — lx + jc 2 , de modo que y 2 < 1 — 2x, lo cual es im- 

posible por ser 1 — 2x < 0 para x> 1. 

\x + iy\ — x 2 + y 2 = x 2 + ( —y) 2 = \x — iy\. 

(z + z)/2 = [(* + iy) + (* - *y)]/2 = *. 

(* - z)/2 = [(x + iy ) - (* “ i»]/2i = y. 

\z w\ 2 -\- \z — U)\ 2 = (z w)(z w) •+■ (z — w)(z — w) = 2zz 4* 
2 m/m> = 2(\z\ 2 4- |w| 2 ). Geometricamente, esto dice que la suma de los cua- 
drados de las diagonales de un paralelogramo es igual a la suma de los 
cuadrados de los lados. 


CAPfTULO 26 


1. (i) Converge absolutamente, puesto que | (1 4 i) w /n \\<W2Yln\. y 

00 

X f^2.)"/»! converge. 

»-«1 

(iii) Converge, pero no absolutamente, puesto que los t£rminos reales for- 
man la serie 

+ i “ & 4- i — * * * . 

y los terminos imaginarios forman la serie 
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(v) Diverge, puesto que los t£rminos reales forman la serie 
log 3 , ? log 4 log_5 log7 log8 log 9 .... 

3 + 2 4 + 5 + 7 + 8 + 9 + 

2. (i) El limite 

n-* <o |*|*/fl* «-*• \ # / 

es < 1 para \z\ < 1, pero > 1 para |z| > 1. 

(iii) El limite 

\z\ H+1 

lim ttt ■ W 

es < 1 para Jz| < 1 pero > 1 para |z| > 1. 

(v) El limite 


lim 2 " +I H (n ^ ) . > = lim 2 \z\ ("+D'-* 1 
- - 2 n \z' nl —- 


es 0 para |z| < 1, pero oo para |z| > 1. 
3. (i) Los llmites 



y 




son < 1 para |z| < \/T, de modo que la serie converge absolutamente 
para |z| < Pero la serie no converge absolutamente para |z| > •/% 
de modo que el radio de convergencia es »fi. 

(iii) Puesto que 
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la serie converge absolutamente para todo z, de modo que el radio 
de convergencia es oo. 

(v) El limite 


lim y/2 n z n '- = 2 lim z (n ~ 1)l 


es 0 para \z\ < 1, pero oo para |zj > 1, de modo que el radio de con¬ 
vergencia es 1. 
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P 11 
M 13 
fx 15 
max(jc, y) 20 
min(jc, y) 21 
e («epsilon*) 23 
N 27 
0 29 
n\ 30 

I- !i 

Z 32 
Q 33 
R 33, 810 

it) 35 

fix) 51,58,829 
I 54 

/ + g 54 
A nB 54 
f-g 54 
fig 54 
C'g 55 
{jc: ...) 55 
{fl„ .... On) 55 
f + g + * 56 
fg‘h 56 
/°£ 56 
f o go h 57 
*-*/(*) 57 

ri «< 63 

*-i 

a* 1 62 
C, 64 
AuB 64 
R — A 64 

I/I 65 
max(/, g) 65 
min(/, #) 65 


f<g 68 
el par (a, b) 69 
el intervalo 
abierto (a, 6) 72 
[a. 6] 72 
(a, oo) 73 
[a, oc) 73 
( — oo, a) 73 
(—oo, a] 73 
(—oo, oo) 73 
M 97 
to 98 
(«delta») 118 
lim f(x) 122 

lim / 123 
lim fix) 129 
lim fix) 129 
lim fix) 130 
lim fix) 130 
lim fix) 131 
lim fix) 138 
lim fix) — oo 138 
lim fix) — oo 138 

x-*°o 

sup A 173 
lub A 173 
inf A 173 
gib A 173 
lim A 187 
lim sup A 187 
lim A 187 

fid) 201 
f 201 

206 

dx 


208 


218 


dfjx) 
dx 

r 217 
r 217 
P> 218 
d*f(x) 
dx 2 
/-' 319 
P(/,a.6) 346 
U/.P) 348 
Uif, P) 348 

/*/ 355 

J a 

f fix) dx 364 

J a 

Hf.P) 384 
Zix) 384 

lJ 6 / 414 


4 

i: 

■/: 

/: 

/: 


/ 414 

a 

/ 423 

/(•*) dx 423 

/ 423 

/ 423 
All 


sen 
sen r 428 

_ AM 


Aix) 431 
pos 432, 435 
sen 432, 435 
sec 437 
tg 437 
esc 437 
ctg 437 
arcsen 439 
arccos 439 
arctg 439 
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log 

468 

lim a. n 615 

f(a) 755 

exp 

471 

u —* x 

sen 

775 

e ■ 

472 

lim a n = oo 618 

e 1 ' 

474 


cos 

775 

it ■ 

474 

y 629 

exp 775 

log 

476 

lim x n 636 

bn 

788 

senh 

i 486 


B n 

788 

cosh 

i 486 

lim sup x n 636 

D 

789 

tgh 

486 


D k 

789 

arg senh 487 

lim x n 636 

e” 

789 

arg 

tgh 487 


A 

789 

arg cosh 487 

lim inf x„ 636 

?n 

791 

In ■ 

493 

o 

A '(n\a,b) 638 

'I'n 

793 

F(x) 

499 


+ 

800,813 

if 

a 

) 642 

• 

800,819 

501 

w 

n = 1 

0 

800,814 

J f(x) dx 502 

/ 719,727 

1 

800, 821 

Hx) 

i 545 

C 727 

—a 

801,815 

Pn,„ 

559 

z 730 

a 1 

801, 821 

P n.a, 

f 559 

!z! 730 

P 

802 

Rn.n 

573 

Re 742 

> 

803,812 

I a 

) 592 

Im 742 

< 

803,812 

\n 

H 742 

> 

803,812 

{tin} 

614 

lim f(z) 743 

< 

803, 812 




\a\ 

820 
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A 

Abel, Niels Henrik, 556 

—, formula para la sumacion por partes, 542 

—, lema, 543 

—, prueba de, 676 

—, sumable, 714 

—, teorema, 714 

Aceleracion, 217 

Acotacion, criterio de, 646 

Acta eruditorum, 196 

Acumulacion, punto de, 637, 757 

Algebra, teorema fundamental del, 738, 751 

Algebristas, numeros reales de los, 825 

Andlisis complejo, 778 

Analistas, numeros reales de los, 825 

Angulo, 79,425 

—, coseno de un, 426 

—, seno de un, 426 

— de cuarto de vuelta, 427 

— de mitad de vuelta, 427 

— dirigido, 425 

-, coseno de un, 427 

-, seno de un,427 

— todo alrededor, 427 
Angulos en grados, 427 
Antidiagonal, 336 
Arccos, 439 

—, dominio de, 439 
Arco, longitud, 384 
Arcsec, 451 
Arcsen, 439 
—, definition de, 446 
—, dominio de, 439 
—, formula para la suma, 449 
Arctg, 439 

—, formula para la suma, 449 
Area, 345, 355 

— de un circulo, 535 

— de una corona circular, 248 
Arg cosh, 487 

Arg senh, 487 
Arg tgh,487 

Argumento, funcion, 743, 748 

— de biseccion, 186 

— de coseno hiperb61ico, 487 

— de seno hiperbolico, 487 

— de tangente hiperbblica, 487 

—* de un numero complejo, 733, 742! 
Arquimedes, 180, 185, 363 
—, espiral de, 103 


Ars conjectandi, 791 
Asociacion entre numeros, 58 


B 

Bacon, Francis, vi 
Bernoulli, Jakob, 196, 791 
Bernoulli, Johann, 196 
—, desigualdad de, 41 
—, funciones de, 793 
—, numeros de, 788, 793 
—, polinomios de, 791 
Binomio, teorema del, 36 
Biseccion, argumento de, 186 
—, razonamiento de, 186 
Bohr, Harald, 545 

Bolzano-Weierstrass, teorema de, 623, 637, 758 
Bourbaki, Nicholas, 196 


C 

Calculo infinitesimal, primer teorema fundamen¬ 
tal del, 399 

-, segundo teorema fundamental del, 405 

Cantor, Georg, 609 
Caracteristica, 805 
Cardioide, 104 
Cascara, metodo de la, 396 
Casi cota inferior, 187 

-superior, 187 

Cauchy, condition de, 624 
—, criterio de, 643 
—, forma del resto, 575, 579 
—, producto de, 672 
—, sucesion de, 624, 716, 786, 825, 826 
—, teorema de condensation de, 676 
Cauchy-Hadamard, formula de, 783 
Cauchy-Schwarz, desigualdad de, 388, 393 
Cavalieri, 380 
Cero, 5 

—, division por, 7 
Cesaro, suma de, 672 
Cicloide, 537 
Circulo, 87 
—, drea de un, 535 

— de convergencia, 769 

— unidad, 87 

Ctrculos de radio cero, 767 
-infinito, 767 
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Cociente, derivada de un, 231 
—, prueba del, 648 
—, — fina del, 672 

— de funciones, 55 
Coeficiente binomial, 35, 592 
Coeficientes reales, polinomios con, 757 
Comparacion, prueba de, 646 

— de Sturm, teorema de, 456 
Compasion, prueba de, 648 
Composition, 56 
Concavidad, 302 

Condensation, teorema de Cauchy, 676 
Condition de Cauchy, 624 

— del resto, 644 
Conjugado, 739 

Conjugados, propiedades importantes de, 731 
Conjunto, 29 

— acotado inferiormente, 173 
-superiormente, 171, 803 

— de los numeros complejos, 785 
-enteros, 32 

-naturales, 29 

-racionales, 33 

— denso, 183 

— inductivo, 44 

— no acotado, 172, 180 

— numerable, 609 

— vacio, 29 

Cono, superficie lateral de un, 396 
Construction de numeros reales, 809 
Contacto, punto de, 304 
Continuidad uniforme, 189 
Contraction, 634 
—, lema de, 634 
Convergencia, circulo de, 769 
—, radio de, 769 

— absoluta, 763 

— de numeros complejos, 762 

— de sucesiones complejas, 762 

— de una sucesion, 624 

— puntual, 687 

— uniforme, 679, 687, 765 
Convexidad, 302 
Coordenadas, sistema de, 73, 101 

— cartesianas, 101 

— polares, 101 
-, grafica en, 102 

Corona circular, area de una, 248 
Cos, derivada de, 442 
—, formula para la suma, 448 
—, graficas de, 434, 435 


Cos x, 430, 432, 775 

— z, 777 
Cosecante, 437 

Coseno de un angulo, 426 
-dirigido, 427 

— hiperbolico, 486 

-, argumento, 487 

Cota inferior, 173 
-maxima, 173 

— superior, 171, 803 

-minima, 172, 803 

-, propiedad de la, 174 

Cotangente, 437 

Cotas superiores minimas, 171 
Criterio de acotacion, 646 

— de Cauchy, 643 
Cuadrados, suma de, 757 
Cuadrados de numeros, 13 
Cuaterniones, cuerpo de los, 807 
Cuerpo, 799, 800 

— de los cuaterniones, 807 

— ordenado, 802 

-completo, 803 

Cuerpos isomorfos, 831 
Cumbre, 81 

Curva, longitud de una, 429 

Curvas, representation parametrica de, 33o 


D 

Darboux, teorema de, 297 
De Moivre, teorema de, 733 
Dedekind, Richard, 48 
Definition de arcsen, 446 

— de dominio, 60 

— de funcion, 60 
Definiciones recursivas, 30 
Demostracion de la regia de la cadena, 240 
Derivation, operador de, 789 

— de una funcion, 227 

— implicita, 334 

— logaritmica, 485 
Derivada, 201 

—, significado de la, 255 

— de la funcion coseno, 234, 442 
-seno, 234, 442 

— de la suma de dos funciones, 228 

— de Schwarz, 249 

— de un cociente, 231 

— de un producto, 229 
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Derivada de un producto triple, 235 

— de una funcion, 197, 203 

— logaritmica, 485 

— por la derecha, 210 

— por la izquierda, 210 

— segunda, 217 

-de Schwarz, 594 

Derivadas, 197 

— de funciones inversas, notacion de Leibniz 

para, 334 

— de las funciones trigonometricas inversas, 440 

— de orden superior-, 218 
Desarrollo en fraccion continua, 627 
Descartes, Rene, 101 

Descomposicion en fracciones simples, 521 
Desigualdad de Bernoulli, 41 

— de Cauchy-Schwarz, 388, 393 

— de Gronwall, 491 

— de Liouville, 608 

— de Schwarz, 22, 42, 388, 393 

— de Young, 382 
Desigualdades, 11 
Diagonal, 321 

Dini, teorema de, 715 

Dirichlet, prueba de, 675 

Disco, metodo del, 394 

—, volumen de un, 394 

Discontinuidad evitable, 150 

Disraeli, Benjamin, 2 

Distancia de dos numeros complejos, 731 

Division, 7 

— por cero, 7 
Dominio, definicion, 60 

— de arccos, 439 

— de arisen, 439 

— de una funcion, 51, 830 
Durege, 48 


E 

<?, 599 
e\ 775 
<? z , 775 

Ecuacion cuadratica, 726, 732 
-, ralces de una, 720 

— cubica, 722 

— diferencial, 411 
Eje horizontal, 73 

— imaginario, 730 

— real, 730 


Eje vertical, 73 
Elipse, 87 

Elipsoide de revolution, 538 
Enfriamiento, ley de Newton, 490 
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